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Capitolo I 


Polarità e curve covarianti 


L. Introduzioue storica. — La i)olarità rispetto ad xxiia 
conica, i cui ft'enni si trovano nelle opere degii xinticbi 
(Apollonio, Pappo), si pxiò riattaccare a DeSxVPGUKS (J639), 
ciré ue scopri le iiroprietà fondamentali. Al lume della con¬ 
cezione proiettiva di Desargues (cui risale l’introduzione dei 
plinti all’infinito) la polare d’un punto appare couie xnia 
generalizzazione del dixinietro bisecante un sistema di corde 
parallele e — al tempo stesso — come conginngente i punti 
di contatto delle tangenti condotte dal polo. Gli sviluppi 
posteriori della teoria mettono capo alla sua sistemazione 
nella scuola di Monge, dove, dopo il maesti’o, sono da anno¬ 
verare Buianchon, Gergonni5, Servois e specialmente Pox- 
GELET. Ivi la polare, che Desargues designava come « tran¬ 
sversale de Pordonnauce », riceve appunto il nome di « polare » 
(Geugonnx^), mentre Si^RVOis introduce il nome di < polo ». 
La proprietà proiettiva della polarità come corrispondenza, 
cioè che « le polari d’ un fascio formano ini fascio », viene 
riconosciuta da Monge riferendosi alle qnadriche (è noto che 
questa proprietà condusse più tardi a deliiiire la polarità indi¬ 
pendentemente dalle forme di 2° ordine — così da servire di 
base adxxiia nuova trattazione di queste forme — Staudt, 1848). 
Il rapporto della teoria delle polari colle proprietà diame¬ 
trali delle coxiiche appare lumixioso nell’ordine d’idee di 
PoNCELET, al qxiale si deve in particolare il chiaro riconosci¬ 
mento della « retta aW infinito^ luogo dei punti xilPinfniito 
del piaxio ». 

Ora la teoria generale delle polari nello studio delle forme 
algebriche si presexita come naturale estensione dei due 
modi di considerare la ixolax’e d’uxi pxinto rispetto ad una 
coxiica, cioè 
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]) (]uale congiiingeute i punti di contatto delle tingenti 
condotte dal 2 )olo, 

2) e quale generalizzazione i)roiettiya del diametro. 

Sorgono così due ordini di concetti e quindi due deihii- 
zioui generali delle polari, che mettono in evidenza il signifi¬ 
cato e il valore della teoria. 

]) Nello studio delle curve piane, la polare scaturisce 
naturai mente dal « problema della taugeute », quando si cer- 
cliiuo i punti di contatto delle tangenti condotte ad ima 
curva / da un punto qualsiasi del piano. (Jnesta considera¬ 
zione suppone che la curva stessa venga concepita non più 
come « data in mi tratto limitato », secondo la veduta del- 
l’Analisi (lifferem^iale^ ma « nella sua interezza » si^eomlo la 
veduta sintetica (o integrale) che conviene alla teoria quali¬ 
tativa delle finizioni, particolarmente algebriche. 

Anzitutto ]\roxGE (*) (1895) ha fatto la scoperta fonda¬ 
mentale che la curva di contatto del cono circoscritto ad mia 
superficie d’ordine n appartiene ad una (determinata) snpm*- 
lìcie d’ordine n — 1 (quella che fu poi designata come super¬ 
ficie polare del vertice del cono). Questa scoperta contiem^ il 
resultato a cui pervenne pai tardi (1817) PoNCELrrr nell’ana¬ 
lisi del i)roblema delle tangenti che si possono condurre ad 
una curva piana per un punto. 

Se/(.t 7/)=0 è una curvm algebrica d’ordine n ( >-1), la 
tangente in un punto {xy) ha per coeftìcieiite angolare 


9/ 

dìj 

Ove questa tangente sia assoggettata ad avere una data 
direzione, cioè a passare per un punto all’infinito il 

suo punto di contatto dovrà soddisfare all’equazione 


"1“ 0.7 — 'h 


dx 


9// 


che è d’ordine n — 1. Da ciò roxcELEX deduce, per proie- 


d) Op. c., 5 3. 
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zioiie, che sempre i punti <li contatto delle tangenti condotte 
ad / da un punto >stauno sopra una curva d’ordine a — 1. 
Qui conviene avvertire die l’esame diretto della questione 
sembra contraddire al resultato i)recedeiite: infatti se nel- 
l’eipiazione della tangente 

si riguardano X e Y corina costanti e y coniti variabili, si 
ha un’ec]nazione d’ordine ii aiiziclie n — 1; e da ciò si è 
tratti a concludere che i)er un punto possano iiassare in gene¬ 
rale ir tangenti ad /, anziché — 1) come segue dal resul¬ 
tato i)recedente. PoxciaaoT (^) spiega questa apparente con¬ 
traddizione — che già aveva ingannato AVAiMX(f — notando 
che le due curve f e :p liaiiuo cornimi a punti all’intiiiito, 
che non sono punti di contatto delle tangenti condotte dal 
plinto (xy). 

BoniLLinK (1827) riprendendo la trattazione del iirobleina, 
scrive esi>licitaniente la i)recedciite equazione '■^[xy)=0 e nota 
che — facendo sistema colla /=0 — le si può sostituire la 
curva 

^xy)-\-nf(xii) = {), 


la quale si riduce ettettivainente all’ ordine n — 1. Quindi 
BoniLLiuR studia la corrispondenza fra i poli e le curve 
X)olari osservando che le x)()lari dei punti di ima retta formano 
ini fascio; inoltre egli introduce le xmlari successive e giunge 
al teorema fondamentale che esx>rime la legge <//: 
se la X)olare d’ordine r di no x>^tiito V xmssa x>ev P'i l^i 
d’ordine n — r di V’ 

Una notevole seiiix^Iificazioiie didla teoria delle x^^^l^td 
si ha con l’introduzione delle coordinate omogenee, come ha 
mostrato PLmacnR (IS2i)). Infatti se l’eiiuazioiu'di/è scritta 
sotto forma omogenea 


l’enurtzione della taus'eute iu tiii punk) {x^.>:,x^) diviene 


9 ./‘ 


ix, 


dx. 


Vi 


df 


(‘) Cfr. L. 2°, $ 19. 
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allora — teiiendo fisse le — P equazione precedente rap¬ 
presenta senz’altro una curva d’ordine n — 1, che è la polare 
del punto (y^). 

Dalla espressione precedente si passa subito a quella 
delle polari successivo; Plucker ne trae anche la definizione 
della polare mista di due i>uiiti. 

Ora l’espressione differenziale delle forme polari si estende 
al caso d’nu numero (lualmiqiie di variabili, e così, <la una 
parte, alle superficie, varietà ecc., dall’altra parte alle forme 
binarie, cioè ai gruppi di punti. Su questo terreno s’incontra 
l’altra defiuizioiie delle polari che i)rovieiie dalla geiieraliz- 
zione del punto medio d’iui segmento e della divisione 
arili Oli ica. 

2) Attraverso De La Hire (IOTI)) le concezioni di 
Dbsargues in ordine alle proprietà diametrali delle coniche 
e alla loro generalizzazione proiettiva, passano nella scuola 
di Newton, ove vengono estese a curve d’ordine superiore. 

iSreir« Biiuuieratio » di Newton del 1704 si trovano con¬ 
siderate le coniche diametrali e i diametri delle cubiche; 
questi ultimi vengono definiti in rapporto a fasci di rette 
parallele, considerando su ognuna di tali rette il punto per 
cui la somma algebrica delle distanze delle intersezioni della 
curva riesce nulla. 

Un teorema postumo di Cotes, che trova posto nel trat¬ 
tato di Mac-Laurin (1748), esprime una proprietà (proiettiva) 
generale in ordine alle trasversali di mìa curva uscenti da 
un punto 0, la quale si riduce alla proprietà del diametro, 
mandando 0 all’inlìiiito. Così s’introducono, in relazione a 
gruppi dati su una retta per 0, quei punti che furono poi 
chiamati da Poncelet « centri delle medie armoniche ». 

Ad illinniiiaTe le aiizidette concezioni non ci voleva meno 
che l’elaborazione d’idee onde riesce costituito, coll’opera di 
Poncelet, l’organismo della Geometria proiettiva. La defini¬ 
zione sintetica della polare d’iiii i>iiiito rispetto ad ima curva, 
come luogo dei centri delle medie armoniche sopra le trasver¬ 
sali per esso, si trova in una luemoria di Poncelet del¬ 
l’inverno 18l(> la quale rimase lungamente inedita e fu pii))- 
blicata nel citato volume del 1864; ma una parte di questi 
studi venne in luce, nelle altrcì memorie accennate del nostro 
autore, lino dal 1817. 

Nelle vedute che Poncelet svolge durante gli anni 



1817-1832, (leve riconoscersi l’ispirazione dei lavori di Guas- 
SMANN (1842) e di De Jonquikiìks (1857), come pure dello 
ricerche di Stbiniuì (1848) tendenti a costituire una teoria 
sintetica delle curve, (piale fu sistemata, con lo sviluppo delh* 
dimostrazioni, dal Cremona, nella sua « Introduzione > 
del 1831. 

Venuto meno da parte nostra un particolare int(H’esse per 
lo sviluppo sintetico come tale, rimane, qnal frutto della com¬ 
petizione delle scuole, un duplice ordine di trattazione delle 
polari, che mette in evidenza profondi rapporti e dà luogo a 
confronti altamente suggestivi- Il lettore che, non volendo 
soffermarsi sui metodi, cerchi soltanto di ragginngere rapida- 
niente il possesso dei resultati, potrà attenersi esclusivaiiiente 
alla teoria fondata sull’espressione ditferenziale delle polari 
(§ 2), ricercando nei successivi §§ 3, 4 le dimostrazioni dirette 
dei teoremi, in base a semplici verifiche analitiche. 

Conviene aggiungere che l’importanza essenziale della 
teoria delle polari per lo studio delle curve algebriche, risulta 
bene lumeggiata dal posto che a codesta teoria spetta, tanto 
nella trattazione analitica quanto nella trattazione sintetica 
delle curve; tale circostanza mostra infatti come il concetto 
delle polari sia iiitiiiiameiite legato ai diversi problemi clu» 
la considerazione delle curve piu5 suggerire. In partieolare 
giova a noi rilevare che, nello studio dei proldemi foiida- 
meiitali attinenti alle curve piane, la polarità costituisce la 
forma più semplice e, si puf) ben dire, la via maestra di una 
trattazione algebrica diretta. 

Il significato proiettivo della polare le conferisce uno spe¬ 
ciale valore nello studio delle formazioni invarianti (Hesse, 
Steiner, Cayley, Cuebscui); e il comportamento delle polari 
nei punti singolari porge uii istrumento potente i)eT l’analisi 
delle singolarità. Eiiiviaiido al prossimo libro uno sviluppo 
approfondito di (piesf ultimo argomento, ci proponiamo di 
ripreiiden* in questo la trattazione elementare delle curve piane 
(che già presentammo da nu altro punto di vista) indicando 
anche — sulla base della polarità — la soluzione algebrica 
j)iù diretta dei problemi elu» si eollegano alle formule di 
Peucker e poi alla determiiiazioiie (lidie curve singolari (do¬ 
tate di punti doppi o di cuspidi) cdie sono contenute in ini 
fascio o ili lina rete; dalla quale seguono i caratteri delle 
accennate curve covarianti- 
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2. Espressione differenziale delle forme polari. — Sia 
detinito sulla retta un gruppo di n punti, mediante P equa¬ 
zione omogenea di grado n : 

dicesi gruppo polare di un punto, (y) rispetto ad/=(),. 

il gruppo degli u — J punti 


df df 


dx^ 


Questa detìnizione si giustifica facendo vedere che il griq^po 
df df 

2/^ — d, dipende soltanto dalla posizione dei luinti 


ex 


f =0 e del polo (y), e non dalia scelta delle coordinate proiet¬ 
tive di essi. 

Infatti se eseguiamo nn cambiamento di coordinate, effet¬ 
tuando su .Tj, la sostituzione lineare 


l’espressione 


si trasforma in 


I ^ ? j 
I r 5 , 


¥ 


.5/ 

dx., 


ìfz 


df df 


dove si designa con f la trasformata di f\ 

f{x^x,^ — f(ccx^ ? Y^i • 

Ciò si verifica notando che 


9/^ df . df 

dx, ~ Sa;, dx,’ 


ih 

Vi 


1 


3-irv ^^y^ ~ 


5c 3 — ,3y 

1 


a? — Py 


-(— m + ay^)- 
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Xel caso il = 2 il gruppo polare di (i/) rispetto alla coppia 
/==(), si riduce al coniugato armonico di {y). 

Ora la delìni/ioiie data dei gruppi polari si lascia siicces- 
slvaiiieute estendere; così si detiiiisee la curva polare di ini 
punto (//) = (yi2/a?/:() rispetto ad una curva piana d’ordine u 




questa polare è data dall’ecpiazioue 


V' 

dx, dx. 


3/ 


df 


la quale dipeiule soltanto dalla posizione del polo e dalla 
curva fondamentale/=0, restando il primo membro inva¬ 
riato — a meno di una costante moltiplicativa — per mia ~ 
sostituzione lineare, cioè per un cambiamento delle coordinate 
proiettive. 

Nt^ì caso 11 = 2, la polare di (y) risiietto alla conica/=0 
è la retta polare, che si definisce geoinetricamente nel modo 
Inni noto. 

L’operazione per la quale da una forma/d’ordine n (in 
due o più variabili) si passa a ima forma polare ve\atiya a mi 
punto (y), si può designare simbolicamente, introducendo per 

coiiioditn il fattore numerico - , con 

n 




V 




pertanto la polare di (//) rispetto a / verrà designata con A,^/. 

L’applicazione reiterata dell’operatore Ay conduce a co¬ 
struire le polari successive A^y, e così in particolare: 

1) Sopra hi retta, e rispetto al gruppo di n punti 


f{x^x,) = 0, 


il Hvcondo gruppo polare, o polare d’ordine n —2, del punto (y), 
sarà 




1 


»•(» — 1) 


dx, 


V ^ h 2 

a,. 2//1 


dx^ dx.^ 




ex. 


e successivaineute si avranno gruppi polari d’ordine n — 
fino a un ultimo punto polare di (y). 


NO; 



12 


LIBRO THRZO 


2) Nel piano, e rispetto alla curva d’ordine » 


la seconda curva lìolare^ o polare iV ordine n — 2, di (y) sarà 




n*{n — 1 ) 


i, k 


37 

dXidXf, 


yiVh^Oy 


ei siiccessivaiueufce si avranno curve i)oIari d’ordine n —3...., 
fino a lina {n — 2)-ina polare o conica yolarc A^’^“^/=0je 
a una {n — l)-ma polare, o retta lìoìare 0. 

La polarità^ cioè l’operazione A^, ha carattere proiettivo, 
vale a dire: ìa polare Xjf c un covariante simultaneo del 
punto (y) e della forma f. 

Infatti, come j)er le forme binarie e ternarie, si verifica 
in generale che una sostituzione lineare sulle (e quindi 

sa trasforma 

\/=0 in A~f=(ì. 

Si deduce che anche le forme polari successive 


hanno del pari carattere proiettivo. 

Ora il teorema di Eulero ci permette di enunciare che: 
La condi'zione necessaria e sufficiente perchè un punto (y) 
annulli la sua forma polare, rispetto a una forma fondamen¬ 
tale /, è che esso annulli la f. 


Infatti, 

se deve essere 


df df 

per 


si avrà 


ma 

M 

11 

(piindi 

/(?/i 2/2 
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III particolare dunque: 

Soi)ra la retta, i punti che appartengono al proprio 
gruppo i)olare sono i punti del gruppo fondamentale/=0. 

Xel piano, i punti che ai)partengono alla propria polare 
sono i punti della curva fondamentale /=0. 

OsHervazioue, È ovvio che (y) anuuHando la polare A^/ 
annulla anche le polari successive; viceversa se (?/) allunila 
una delle iiolari successive A^’’/, annulla anche e 

quindi /. 

Xello sviluppo della teoria delle polari ricorrono due 
teoremi fondamentali che qui vogliamo dimostrare, partendo 
dalla generale esx^ressione diftereuziale col metodo di Joa- 
oiiiMSTiiArj (cfr. L. 1°, § 12), 

Legge di l'eciprocìtà: 


cioè: se il punto (x) annulla la polare r-ma di {y)^ {y) anmilla 
la polare (n — ryma di {x). 

Per dimostrare l’identità i)recedeute si sviluj)[)erà iu 
serie di Taylok la funzione 

f{lXi + \ly^), 

considerando una volta come incrementi le e un’altra 
le uguagliando i coefficienti di nei due svilupx)i 

indicati, si ottiene ax)X)unto l’identità che costituisce il nostro 
teorema. 

Teorema di permutahilità di Plxtcker (^): 

= A2,^’a//(^), 

cioè: la polare s-ma di (^) rispetto alla polare r-ma di {y) equi¬ 
vale alia polare r-ma di {y) rispetto alla polare s-ma di (^). 

Infatti l’operazione A/A^^ si i)uò rappresentare simboli¬ 
camente col i)rodotto 



(b Journal fiir Math. Bd. 5, pag. 34 
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(love s’intenda che il prodotto 

dxj [dxj 

venu'a .sostituito con 

La precedente espressione inette in evidenza il teorema 
di periniitabilità/ E poi cliiaro che la pernintabilità così sta¬ 
bilita debili operatori A^, A^, si estende al caso di più ope¬ 
ratovi e permette di detinire la forma polare mista di jiiù 
punti (?/), ( 0 )...., iudipendentemente dall’ordine di essi. 

Nota. La legge di reciprocità e il teorema di permuta¬ 
bilità di PxjUCkeu si possono anche riattaccare, con vantaggio, 
alla rappresentazione simbolica delle forme secondo CLEBSim- 
Aroniiold. (Ofr. L. P, § (>). 

Scriviamo simbolicamente 

f—aj^ = 

dove ricordiamo che i prodotti simbolici 


vanno sostituiti con 


^^^2 *'** 


(.i/S n g* • 

* 1*2 1' 

La polare del punto (y) rispetto ad / diventa 
\/= Vi “L ìfz + —) = {<hy + ^22/2 + —•) — 


CX^ 


Da questa raiipvesentazione simbolica di A,,/, si deduce 
similmente 

e 

Di qui appunto seguono senz’altro le identità che costi¬ 
tuiscono i due teoremi sopra enunciati: 

A//(:r) = 
e 
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.*5. Gruppi polari sopra la retta: espressione delie forme 
polari per le radici di /(a'‘) = 0. — Come abbiuiiio notato 
nella introduzione storica, l’espressioin* differenziale delle 
polari prende orif>iiie nella teoria delle curve/(a-, = 0, 

ove l’e<i 11 azione 




3 /' 3 / 


sorge (lirefctaineiifce dal problema di condurre le tangenti alla 
eiirva per il punto {y), È soltanto per estensione formale che 
s’introducono, in <[iiest’ordine di idee, i gruppi polari sopra 
la retta, cioè le forme polari ind campo binario, sebbene la 
semplicità delle formule <*i abbia consigliato a cominciare da 
<jiiesti la trattazione del paragrafo precedente. 

D’altra parte le forme polari relative a una binaria 
/(.^\.T^) = 0 ammettono mia notevole espressione algebrica per 
le radici <l(d polinomio associato = <pii viene posto in 
luce il signilìcato geometrico della polarità sulla retta, come 
naturale estensione della corrispondenza fra i coniugati armo¬ 
nici rispetto ad una coppia di punti= 0. Vedremo poi che 
la nozione dei gruppi ])olari sopra la retta conduce ad nini 
<lefiuizion6 sintetica delle curve polari, «piale trovasi svolta, 
per esempio, nella « Introduzione » del Okemona. 

Siano 


gli il punti del gruppor?;,) = 0; se prendiamo come polo il 
inulto Os(Ol), il gruppo primo polare di 0 sarà: 


Scriviamo 




<love per brevità si è introdotto il simbolo del secondo 
membro a designare un prodotto di n fattori ottenuti facendo 
h— 1, 2..„n. Verrà 

df 


dove la sommatoria si estende ud n teriiiini, in eiasciuio dei 
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(|iLali moltiplica im prodotto di n — l fattori, li i)ercor- 
reiido gli n — 1 valori (complementari) diversi da fc. 

Passiamo dalle coordinate omogenee alle coordinate car¬ 
tesiane, ponendo 

a;, = 1, ^^2=1, ai,=ai, 

Pequazione del gruppo polare di 0 diverrà (trascurando il 
segno) 

S«fc(ir — = (>5 

si ha così Pesf)ressìone algebrica della prima forma polare 
delPorigiiie, in funzione delle radici di /(a;) = 0. 

La suddetta equazione esprime la relazione segmentaria 

ove X designa un punto del gruppo polare. 

In modo del tutto analogo l’equazione del gruppo polare 
^*-mo di 0, 


sì riduce alla forma algebrica: 

1) (f'h)ìi—r — b, 

ossia alla relazione segmentaria 

2) (X^;ì)^_^, = 0; 

la quale mette senz’altro in evidenza la legge di reciprocità 
enunciata nel paragrafo precedente: se X appartiene al gruppo 
polare r-mo di 0, 0 appartiene al gruppo polare {n — rymodi X. 
La 1) svilni)pata diviene 

S j j = 

= -I- (r -h -f-.... = 0, 

<I<‘slgiiau(lo minierò delle combinazioni di r + .v og¬ 

getti ad r ad /•; la ?>) moltiplicata per r! riproduce identica- 
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3'7’ 

mente l’espressione della che, per = 

Cì;’* -f- 6*^ ’+CV-hi^^* ^ ^ “f“ .••• d“ 6*^ , 


, n~~r I (^' + n 1 
/• ! Cr -r;-C,. 


I ! 


^r-hi * 


-P.... 


D’altra parte 1’e<|iiazioiie 3) mostra direttamente che, 
dato il gruppo fondamentale e il polo 0: il gruppo isolare 
r-mo rispetto al polare .v-iiio, è il griixipo polare (r-pJ)-nio, 
cioè sussiste la proprietà operativa della polarità per cni la 
deduzione del polare r-ino può riguardarsi come potenza r-ma 
dell’operazione che fa passare al primo polare; (presta o])e- 
razioue è stata designata ind precedente paragrafo con 
sicché la xrroprietà operativa si traduce con 

a/^7 = a/a//. 

E;itoruiamo all’equazione seguientaria 2); essa può essere 
assunta come defiuizioiie del gruppo isolare r-mo, che allora 
si presenta come naturale estensione del coniugato armonico 
rispetto ad una coppia di inulti. Infatti dividiamo la 2) per 
il prodotto OA^'Oyig.,,. 0d„, essa assumerà la forma equiva¬ 
lente 



che per a = 2, r=J si riduce all’equazione del coniugato 
armonico di 0 rispetto ad A^A^: 


XA^ _ _ 
ÓA,~~ OaJ 


per questo motivo i punti che costituiscono il gruppo polare 
r-mo di O dicoiisi ventri armoniei d’ordine (o grado) n — r del 
punto 0 (Du JoxQtnftKES, Cuemì^na), e — per r=l — il 
centro armonico dì prim’ordine dicesi anclie centro delle medie 
armoniche (roNCuuvyr). 

Xell’ipotesi che i punti 0 e X siano diversi da 

IXA 

la relazione segmeutarla 4) divisa per riduce alla 


F. EXIUQUES - II. 
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fiiiMììii equivalente 

s ■■ ^'L= 

dove designa im i)i‘odotto di n — r binipporti. 

La 5) inette in evidenza il carattere proiettivo della defi¬ 
nizione dei centri armonici^ cioè che il «Tiippo jiolan^ r-iiio 
costituisce ini «viippo covariante del polo e del gruppo fon¬ 
damentale. Infatti tale asserzione corrisiionde ad un’identità 
formale che basta provare jier 0 generico, ed è pur lecito 
prescindere da (piei centri armonici che eventnalinente coin- 
ci<hino con qnalciiiio dei limiti A}^^ giacche questi sono sen¬ 
z’altro legati invariantivainente al gruppo 

In particolare la 5) mostra che se il punto 0 va all’in¬ 
finito, il centro delle medie armoniche diventa il centro delle 
medie distanze, cioè il punto per cui la somma algebrica delle 
distanze da Aj... A^^ riesce nulla. 

Osfierrazìone, Giova osservare che se i punti .l„ 

vengono a coincidere in mi unico punto «^ = 0, designando 
con ?/., le coordinate di 0, l’equazione 2) si riduce alla 

che e aiipiinto la raiipreseiitazioiie simbolica dello r-ino gruppo 
polare^ da ciò ^si trae una nuova diniostrazione deir(‘<|iia- 
zione 2). Più in generale si dimostra in tal modo <*he il 
grni)i)o polare .9-mo di 0' ~ {z) rispetto al jiolare r-mo dì 0~^ (//) 
è dato dall’equazione segmeiitaria 


fi) n—rs — fi? 

la quale corrisponde all’equazione simbolica 

az^ay'ax'^~''~^ = fi. 

Dalla fi) ajipare subito la perni ut ahi] ita delie operazioni 
polari relative ai poli 0, cioè che: il griii)i )0 polare .v-niu 
di 0 rispetto al polaiii r-mo di 0, coincide col iiolare ?*-iiio 
di 0 rispetto al polare .v-mo di 0\ La fi) può essere verificata 
direttamente partendo dalla 2); si lui così la dimostrazione 
della permutabilità didle ojierazioni polari,' sulla base della 
definizione algidn-ico-geonnd rica. 
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Abbiamo veduto come le due delìiiizioiii date dei «ruppi 
polari, definizione diftereiiziale e defluizioiie algebrico-^eo- 
inetrica, permettano iigiialmeiite (Ti riconoscere il loro carat¬ 
tere proiettivo e la legge di reciprocata ; ci varremo pure di 
amlxalue le definizioni per illuminare sotto duplice aspetto 
le deduzioni che seguono. 

Anzitutto cerchiamo quando ac(%ada (die un yolo 0 appar¬ 
tenga ad nn suo gruppo poìare. A tal uopo poniamo O —X 
nella ‘2); quest’equazione si riduce a 

XA^-XA,....Xyl„r=0; 


bisogna dinuiue che iì polo 0 appartenga al gruppo fonda- 
mentale. 

La dimostrazione in base alla espressione difterenziale 
bielle forme polari, si riconduce al Teorema di Eulero, come 
è stato già notato (per un numero qualunque di variabili) in 
fine al paragrafo precedent(^ 

Cerchiamo ora quando accada che il (primo) polare di O 
contenga un punto, del gruppo fondauieiitale. 

Perci(') notiamo che, posto X=A^, r = n — 1, la 2) si 
riduce a 

OA^ •A^A^....A^A,i=zO ; 


si conclude che il polare di un punto, non apparte- 

nenteal gruppo fondamentale f, contiene un punto di f soltanto 
nel caso in cui questo sia doppio (o multiplo) per f. 

La deduzione in base all’espressione <lifierenziale delle 
forme polari si ottiene scrivendo 


nf(x^xj 


9/ 


f + 

[•y. 1 


3/' 


dx, * c'.e., 


X ., 


df 

dx, 


?/i + 


dx., 


Vi 


0; 


«e queste due equazioni lineari omogenee debbono coesistere 

X 7/ 

per valori di x^x^, tali che ’ deduce 


y ^ 3/ 

Sifj dx.. 


0 . 


("Ir 


Vogliamo ora approfondire l’esame dei gruppi / d^Falt 
<U punti multipli. 
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Snppoiiitmu) perciò che / un punto i-plo {i^\) 

.Vllom lii 2) si scrive 

AMXyl„| -HXAr20J;,(X.i,J„_,_. ^ 0 

( li j ]{■— i H- 1 y.... ?/). 

Di (pii si trae die: 


1) se O^vl, il luinto A appartiene al polare di 0 con 

la molteplicilà i —1; (piesta molteplicità non può in alcun 
caso essere superiore ad i — 1, perchè dividendo per e 

facendo poi X = A si trova 

ì-OA[aA,^, 

2) se 0 = d, il suo polare contiene A con la inolte- 

plicità iy e, tolto A\ e cmtituito dal polare di A rispetto al 
gruppo residuo .... ; ricordando che un punto appar¬ 

tenente al proprio polare appartiene al gruppo fondauieiitale^ 
si vede così che la molteplicità di A per il suo polare non 
può in alcun caso superare i —1. 

In particolare per i—u il polare di A riesce indeterini- 
nato, venendo rappreseli tato da 

Teiieudo presente che il polare r-mo è il primo polare 
rispetto allo (r —l)-m(> polare, si perviene iiidnttivaineiite al 

Teonuna. Se il (jyuppo fondamentale f contiene un punto 
i-pìo^ J, questa ha Ut molteplicità i — r per i polari r-mi dei 
punti diversi da d, dove s^ intende che A non appartenga a 
(piesti polari ove i — invece tutti i polari del punto 

i-plo A contengono A come i-plo, quelli d^ ordine n—r <ii 
risultando indeterminati» 

La diniostrazione di ((iiesto teorema in base alPespres- 
sioue (lifterenziale delle polari, si riduce ad una verifica ini- 
mediata; scriviamo 

f— 



CAIMTOl.O 1 


21 


<lovo /„_,(0 1 ) 4 = 0 ; il fi'iMippo polare r-iiio del punto i-plo (0 l)è 


rr 




ru - 


■lì-i 

r 

■z 


la derivata die coiupare ael secondo nuMiibro è id(Mi(i- 
<.*:iineiif(^ iiiilla per r>a—/ cioè \wv ìi —r i; invece il 
gruppo i)()lare r-nio <li ini punto (1 0 ) div(M-s(> dal ]>uiito «-[)Io è 


dx,^' 


vf 
J n 


(r-l)! 


^ cX, 




Osservazione, Anche la precedente dimostrazione analìtica 
inette in evidenza che: il gruppo polare di un punto i-plo ,v/ 
compone del punto contato i volte e del polare rispetto al gruppo 
residuo. 

Questa osservazione rientra d’altra i)arte come caso par¬ 
ticolare nel seguente principio che può anche iiorsi a fonda¬ 
mento del teorema generale sulla nioltìplicìtn dei gruppi 
liolari in un punto «’-pIo. 

Principio di forinazione della isolare rispetto ad un gruppo 
composto di n-\-m punti: 




m 




lìì 


n H- m 


A/T- 


Questo principio che segue iininediatamente dall’espres¬ 
sione dilferenziale delle polari, si deduce (*on ugnale facilit:\ 
dalla loro espressione algebrica per le radici di f=0 e 9 — 0 , 
Infatti, designando <‘on i punti di/(* con 7>i....7bn 

i punti di cp, il grappo polare di 0 rispedto ad è dato da 


(XJ„)„ 2 oih 4 - 2 OJ, 0. 

dove / e qj, che sono delìiiiti a meno di un fattoi'c. possono 

assumersi uj>iiali a {XB,),„. 

ìi —m n —'iti 

Ij’ anzidetto principio si applica ai gruppi dotati di un 
inulto multiplo, decomponendoli in questo piiido e nel gruppo 
resìduo. 


I primi gruppi polari dei punti (//) rispetto al gruppo 
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fondamenfiile d’ordine j/= 0 , foniiiino la ij^ 


3 /.. . 




il teorema precedente dice che questa ^ è i)riva di punti 

fissi (]nanto / non ha punti iiinltix^li, ed ha invece come pnnto 
fisso u— I)-i)l() oi>ni punto i-plo di /. • 

In o^ni caso la. 7 ’ costituita dai gruppi polari di f 

possiede 2n — 4 coincidenze, le (piali si ottengono annullando 
il (liscriiniiiante della forma 


V V ^ 0 


cioè (L. V\ § 2 ) il determiiianfe hessiano 




c a. 1 

dx^ dx.y 


II 

dx^ dx^ 

dx/ 


Cosi si ottiene una interpretazione geometrica del cova- 
rlaide hessiauo dì f: cgnagUato a zero esso raiìprescìda i pnìiti 
doppi dei pruni gruppi polari. 

Se/=0 lia nn punto i-p^^h questo è multiplo secondo 
2/—2 per lo hessiano- 

Ciò si verifica subito direttamente; ma si può anche 
notare che nn pnnto i-plo di /=() si stacca i — 1 . volte 
dalla ^ dei gruppi polari, sicché resta una che ha 

2 if— 2 t — 2 coincidenze fuori del punto suddetto. 

In parti(*ohire, se il gruppo /=() consta di nn punto 
(n — l)-plo (ì un plinto semplict^, il gruppo h<\ssiauo si riilnce 
al primo pnnto contato 2n — 4 volte. 

Se il gruppo f={) ni riduce a nn punto n-plo, il cova¬ 
riante Itessiano si annulla identicamente, perchè dovrebbe avere 
una radice multipla di nn ordini^, 2 n — 2 , superiore al suo 
grado. Fn (pn^slo caso vuniea mancare la (/ dei gruppi polari 

porchò tutti i fi’nippi i)olari coincidono nel medesimo pnnto 
(« — 1 )-plo. 
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lìccìi)i“()cameiite: V annulhiri‘,i idrìitico dell’li fabiano esprime 
la coìidisione, perchè il gruppo f—O si riduca a un punto con¬ 
tato u volte (*). 

Infatti, l’hessiaiio ha 2ii — 4 radici, e quindi non può 

auunllar.si identicamente fmcliè esiste una t/' dei gnqjpi 

«~1 

l)olaiM, non iiitieraineiite (ìe<»enore, i cui puliti doiipi corri- 
spoiKÌono appunto a (pielW^ radici. Perciò se lì si annulla 
identicamente, tutti i groppi polari coincidono in un mede¬ 
simo; i punti di (piesto saranno multipli ])er /=0, e desi¬ 
gnando con i(> l) la molteplicità di uno di essi per /, si 
dovrà avere 

St < », 
e 

ciò xxirta che la sonnnatoria consta di un solo teriiiiiie e 
che i=a, cioè il griipxio fondamentale/= 0 è (costituito di 
un punto »-X)lo. c. d. d. 


4. Curve polari. — Riferiamoci, ned piano, ad una curva 
fondamentale 

La delìiiizione delle curve polari si x^iiò ricondurre a (piella 
dei grappi polari sopirà la retta; a tale scopo basta conside¬ 
rare le rette (trasversali) condotte per il polo e su ciascuna 
di (]ueste la polarità relativa al gruppo delle interse/ioni con/. 
Infatti sussiste il 

Teorema. La polare di un punto {y) rispetto alla curva f è 
il luogo dei gruppi polari dì (y) sulle trasversali co)ulotte per esso. 

Basbu'à veriticare la x)roprietà eniinciata per il punto (100), 
scegliendo come trasversale per esso la retta = Allora 
la i)()lare del imnto è 

Cì 1(^ intersezioni di (vssa (?on x.^ = i) sono date da 


df{x^x,)_ 

dx^ 




{') Cfr. J 21. 
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che è i)recisaiuei)[te l’equazione del i>rnpi)o polare del i>mito 
di coordinate ?/i = 1 , rispetto ad = 0. 

Il teorema soi)ra eiuuiciato permette di ricondurre la 
definizione delle curve polari di mi punto 0 a quella dei 
gruppi polari soi)ra le trasversali pcM* esso, e quindi di dejì- 
nire geomitricamente la polare r-ma di 0, come luogo dei 
centri armonici di grado n — r di 0 (§ 3) rispetto ai gruppi 
sezioni di f colle suddidte trasversali. (Quando sì adotti questa 
definizione geometrica, occorre jier altro dimostrare che: il 
gruppo polare r-mo di 0, rispetto al segato da f sopra 
una traversale, 0, descrive una curva (V onìine n —r, al variare 
di 0 per 0. Del che può darsi la seguente sciupiicissiiaa di¬ 
mostrazione sintetica (^). Poiché 0 non fa mai parte di 
non può accadere — per alcuna posizione particolare di o — 
che O appartenga al polare; si deduce die la curva 

luogo di è d’ordine n — r (e non > h— r). 

11 principio fecondo che viene apiilicato in (jnesta dimo¬ 
strazione può essere designato come 

Lemma di PoNOELirr: Se una curva algebrica piana (7, 
incontra la retta variabile di un fascio 0 in m punti fuori 
di 0, e se non esistono rette particolari del fascio iier cui 
qualcuno dei suddetti m punti venga a coincidere con O, hi 
curva G h d’ordine m. 

Infatti s(i essa fosse d’ordine ms con .v > 0, possede¬ 
rebbe il punto 0 come s-plo e si avrelibe in 0 almeno una 
tangente principale sfocante fuori di 0, in meno di m punti. 

La dimostrazione precedente, fondata sul lemma di Pox- 
OELET, contempla direttamente il caso di mi polo 0 fuori di /. 
Ma se poi 0 si fa muovere con coutinnità tiiichè venga ad 
appartenere ad /, la curva luogo dei griii)i>i polari sulle tra¬ 
sversali per O, conserva necessarimneiite il suo ordine nel 
passaggio al limile. E così ogni restrizione vien tolta. 

Osservazioììe. Dalla detìniziouc delle curve polari come 
luogo dei gruj)j)i polari sulle trasvcU'sali di nu fjiscio, si dedu- 
<‘ouo immediameiite lc5 due proprietà foiidainentali già rico- 
nosciutii, parteinlo <lall’espressiom* differeuziah*, nel (§2), cioè: 

1) l^a proprietà operativa: la polare r-ina rispetto alla 
polare ,s-ma e la polan* (r + ,v)-ma; 


(q Cfr. PoNCEi.ET « Appliral ious <1 de Géoiiiétne », L IJ, 

148. Ivi è tratUiio il ea^o della retta polare. 
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2 ) la leg^e <li reciprocità : se la ‘polare r-ma di 0 passa 
per O, la jmlare (n — r)-iua dì 0' passa per 0, 

Il teorema di periniitabilità di Plijckek (la polare r-mà 
di O rispetto alla polare 5-uia di 0' coincide con la polare 5-ina 
di O'rispetto alla polare r-ma di 0) può pure esser dimostrato 
in quest’ordine di idec^, ma non risulta più in modo così 
immediato come partendo dall’espressione differenziale (Cfr.'^2), 
Olii desideri conos(*ere la dimostrazione sintetica imo trovarla 
ili mia nota di Oukaioxa pubblicata negli xVnnali di Ma¬ 
tematica (1804) (‘). 

8 ia (lata una enrra fondamentale = 0 prira di 

lìarti ninltiiìlv] in base alla definizione della polare di un pnnto 
come luogo dei gruppi polari sopra le trasversali per esso, sì 
riconosce clie: 

La polare di un pnnto O^ non appartenente ad f, pasm per 
i punti di contatto delle tangenti condotte ad f per O. 

Infatti se è il punto di contatto di una tangente per O, 
il gruppo sezione di f con la retta OA ha iin punto doppio 
in A e quindi il gruppo polare di 0 rispetto a questo con¬ 
tiene A, e viceversa (§ 3). 

La verifica analitica di (piesta proposizione ò immediata, 
perchè F equazione 


df 


IL 


9 /’ 


3 / 




ex., 


(love si considerino come variabili le x o le y, rappresenta 
la polare di (y) o la tangente in (a;). 

La precedente considerazione geometrica, oppure l’(^same 
analitico, permettono ugnai niente di precisare il teorema 
sopra eiiiinciaro come segue: 

Se una tangcnite (propria) per 0 lia nel pnnto semplice A 
mi contatto Lpinito (i>2), p<n* 4 passano tutte le polari 
(l’ordine n — — /+1, cpieste hanno in A rispetliva- 

nieiite i — 1,.... l iiiteis<^zioiii riniiite con la taiigente. 

Passiamo a c()nsid(‘rare la polare di un punto 0 appar- 
teiunite alla curva /, siippoinnido dapprima che (‘sso sìa sem¬ 
plice per /. Se la tangente in 0 ha con / nu contatto i-pnnto 


d) Cfr. Opere, tomo li, pao,’. 137» 
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(/> 2 ), i gi-nppi polari di 0 su qiiesfa retta possegji’ouo O 
come i-plo, <inelli d’ordine <i risnltaudo indeteniniiati; si 
deduce che: 

Se hi Hìi punto fiempìioe 0 la vuna f ha un contatto 
i-punto colla tangente (i> 2 ), tutte le curve polari <li 0^ (V or¬ 
dine > hanno ivi lo stesso contatto i-punto colla tangente; 
le polari ordine cT i contengono codesta, retta come parte. 

Ili particolare « la tangente in 0 è la retta polare di O 
come d’altronde appare subito dall’equazione 

L’osservazione fatta relativaiiiente al jiassaggio delle 
polari per i limiti di contatto delle tangenti condotte da nn 
punto, sussiste tanto per le tangenti proprie che per le tan¬ 
genti improprie, e così pennette di riconoscere che tutte le 
polari d’ordine n — + 1 passano per un punto i-plo 

della curva/. Questa proprietà può essere precisata come segue: 

Un punto i-plo della curva f (/>1) appartiene come 
(i — \yplo alle prime polari e guindi come (i — r)-plo alle 
polari r-Uke* la molteplicih'i non può essere maggiore dii — r 
se il polo non appartiene ad una tangente principale. 

Sia A il punto /-pio, a^....ai le tangenti principali ed 0 
il polo, ch(^ supponiamo dapprima in un punto generico del 
piano. La retta OA incontrerà la curva f in altri m = n — i 
punti nei (inali si avranno m laugenti 

Per costruire la polare di 0 rispetto ad /, si debbono consi¬ 
derare le trasversali per 0 e sn ciascuna costruire il gruppo 
polare di 0 ; allo scopo di ri(Wiosc(u*(^ il coni portamento di 
codesta polare nel punto si potrà sostituire la curva/ con 
le n rette (q....le cui intersezioni colle trasversali 
per O, vicine ad sono prossime alle intersezioni con /. 
Allora la polare di 0 risulta — iier il iirincijiio di forinazione 
rispetto a gruppi composti (cfr. §♦}) — combinando liiiearinente 
due curve 9 , '|i, costituite: la priiiui dalla polare di 0 rispetto 
ad a^,.„ai^ presa insieme a e la seconda dalla polare 

di 0 rispetto a presa insieme ad 

Ala — per il carattere proiettivo della polarità — la 
l)olar(‘ di 0 rispetto alle i rette a^....ai h costituita da i — I 
rette le (piali proiettano da A il gruppo polare di 0 sopra 
una trasversale^ Si dcaluce che la iiolare di 0 rispetto ad / 
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verni {ii)i)rossimiitìi, iielFintonio dì dalle anzidette i—1 
rette polari di 0 ris]>etto ad le qiiali sono tangenti 

priiu‘ij)ali ])er le curve del fascio determinato dalle 4^; 
infatti le i rette iioiniiiate, ed esse sole, liaiino i intersezioni 
con le ^ riunite in A, Concludendo, la polare di 0 die j)assa 
l)er A ed è ivi aiiprossimata da i — 1 rette, lìossiede il punto 
come {i — l)-i)lo. c. d. d. 

Il ragionamento svolto per un polo 0 generico, si può 
ripetere quando si dia ad 0 mia qualsiasi x^osìzione partico- 
lare diversa da si determinino seinxire se- 

coinlo la legge di coutìnuità; così se la retta OA va ad 
incontrare /’in nu altro x>^^^*to niiiltixìlo —?-plo — B, r fra 
le diverranno le tangenti 

Xiosizioni 0, la moltiplicità della i^^ 

])iK) risnlrare maggiore dì i — J. 

Due casi occorre (pii esaminare: il caso in cui la retta OA 
risulti tangente ad / fuori dì J., e quello in cui 0 axix^arteiiga 
ad ima tangente l>rimo caso dà luogo 

soltanto ad una difficoltà apxiarente, in (pianto si ha una 
retta è lecito rimuovere la diflìcoltà so¬ 

stituendo jyer esemxiio a e una conica a esse tangente 
che non x^assi i)er A. Mn il secondo caso x>i^<'> <1^*^** luogo ad 
una effettiva ipermoltiplicità della x>olare di 0 in A; ciò accade 
X^recisamente (Xiiando le i tangenti x>i‘5u(^^5l^ali in A sono riunite 
in una sola, come vedremo x>oi con Pesame analitico. Qui 
ci limitiamo a notare che quando 0 non axìpartiene a una 
tangente x>rincipale in yJ, le i~ 1 rette x>olari di OA risxìetto 
ad .... «i non passano \)ev 0, e così 0 sta fuori delle tan¬ 
genti x)i‘iucipali anche della sua curva x^olare; (piindi in virtù 
della x^i'oprietà ox^erativa si x>ui) concludere che la x^olare r-ma 
di 0 (r <t i) x)assa per 0 con la moltexìlicità i — re non con 
uioltexìlicità maggiore. 

Passiamo a esaminare il caso in cui il ^ coincida 

col x)nnto iiiultixdo A. Avremo che: 

Le successive iwìari di un imnto Lplo 1} per la curva J\ 
posseggono il punto con la stessa molteplicità ed hanno ivi le 
medesime tangenti principali; le polari ordine ^i risultano 
indeterminate. 

Infatti basta considerare i grupxii x>ulari del dato x^unto 0 
sox)ra le trasversali x^^** ^ isxiecie sox^ra le tangenti 

l)rìncipali. 
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Sedile ili particolare dal teorema precedente die: 

La polare iV ordine i di uu punto i-plo è costituita dalle i 
tangenti principali (distinte o coincidenti). Per escludere il 
dubbio cui potrebbe dar liio^'o il caso in cui le taii.<>‘(niti jiriii- 
cipaìi distinte fossero in numero <" ?, basta osservare che la 
curva polare (P ordine i del punto 0, la (piale consta di 
i rette x>er 0 non ]m(') contenere alenila retta diversa dalla 
tan<>‘ente [irinciiiaìe, ^^ìacehè su una tale retta il i>rnx)i)o 
[lolare d’ordine i di 0 è costituito [irecisameiite da 0 stesso 
contato i volte e non è indeterminato. 

Osservazione, Il eoinxiortainento in un xinnto, d, i-X)lo per / 
della [lolare di nn punto qualninpie (7, si dedurre da 

quello della [lolare del punto A stesso, in basi* al ((Hireina 
di permutabilità di Pluckeu. 0(*corre far vedere che la po¬ 
lare d’ordine % — 2, cioè la polare {ii — i + \ )-nia di A ^ (.r) 
risx)etto alla prima polare di 0 = (y) è indeterminata. A tale 
scopo basta osservare che la polare (a — i + \ )-n)a di ^1 rispetto 
ad/è indeterminata, e (]nindi, per il teorema di permutabilità: 

si deduce identicamente 

La verifica analitica dei teoremi sul comportamento della polare 
in un punto multiplo i\\ fi può fare ponendo il punto (bOl) 
nel punto i-plo, e prendendo come punto esterno il punto (100). 
Scriveremo dunque 

/ = ^2} • ^2) • ^2) • 

dove /;, desifiivu niui fovm:i d’ordine li nelle .t,,. Ijn polaiv 
del punto (001) sarà 

= (a - +.... h/,_, = 0, 

e (piìiidi avrà nel i)olo nn punto Lplo e come tan^viitì prin- 
cii)ali le medesime i rette costituenti la x)()lare d’ordiiie i: 
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Invece la polare del punto (JOO) sarà 


K 

3.f, 


, ^fi ,, «-* 


4-. 


■+!:=«■ 


4l()VO 


Ifi 


è lììViì forala (l’ordine i—1, e (iiiiiidi avrà ne! i)iinto 


i-[d() di f la iiiolfiplicità i — 1. 

Kisiilta iiiiovaineiìte di qui ebe le faiigeiiti priiieipulì 
della polare di (100) nel punto i-plo (001) sono date dulie 
r(dte polari del primo i)iiiito rispetto alle tan,i>'enti priinapali 


di /, essendo rappresentate 


dx^ 


Ora, ritornando a considerare la molteplicità della curva 
polare di (100) nel punto i-plo di /, si vede die in un solo 
4‘aso questa violtf'pìicità potrà superare i — 1, cioè (pfaudo sia 
identicamente 


e (pniidi 




0 , 




nel (piai caso le i tangenti principali in A coincidono in una 
sola, c il polo si troi‘a> su questa. 


Le polari dei punti del piano risi^etto ad una curva fon¬ 
damentale formano il sistema lineari» 


df df 9 / 


dove i parametri sono le (coordinate del j:>olo. Codesto sistema 
lineane ha (»ftettivaineiite la dimensione due,cioè le pritne polari 
costituiscono una rete, salvo il caso che la curva f consti di 
n rette di un fascio. 

Infatti se le polari dei tre inulti (100) (010) (001) non 
sono linearmeli te indiiiendeiiti, sussisterà identicuineiite una 
relazione a coeliicieuti costanti 


, 3 / 

dx, 


+ ?> 


IL 

9 ^, 




allora la polare del punto 0 ^ ^ indeterminata, e quindi 
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— pfM' il teorema precedente — il punto stesso è u-plo per 
la curva /, la (prale consta quindi di n rette per 0. 

Giova notare che, reciprocamente, se la / possiede un 
punto ii-plo 0, le sue polari non formano più una rete ma 
un fascio, essendo costituite da grappi di n — 1 rette per O, 
ciascuno dei quali corrisponde ngiialmente a tutti i iJiinti di 
una retta per 0 : questo fascio si riduce a un’unica retta 
(a — l)-pla se le il rette coincidono. Tenendo conto die lo 
poliiri dei punti del piano rispetto ad / formano mia rete, 
possiamo eiiniiciare i resultati ottenuti innanzi come se,«ne: 

Data una curva f, jìriva di parti multiple e non eostitHìia 
da il rette d’un fascio^ la rete delle sue 2)rime polari possiede 
come punti base i iiunti multipli di f e precisamente ogni punto 
base i-plo della rete (^>1) è (i-\-lyplo per f; i punti in cui 
una curva polare sega la f fuori dei punti base, sono i punti 
di contatto delle tangenti condotte dal polo. 

In forza delle dimostrazioni precedenti, si può a.i»<>iiin- 
^evt‘ die: in un punto i-plo di f a tangenti distintej la rete 
delle polari possiede mi punto base (i — J)-pIo a tangenti 
variabili; invece se r tangenti principali di/nel punto i-plo 
coincidoii') in una sola, questa retta fissa figura r — L volte 
ned gruppo delle tangenti principali di tutte le curve polari 
della rete. Infatti le tangenti principali a una curva i)olai*e di 
un limito generico rispetto ad f sono, come si e visto, le 
polari del punto rispetto alle tangenti principali di /. In iiar- 
ticolare se la f possiede un nodo^ in questo punto le curve 
polari hanno una tangente variabile; invece se la / possiede 
mia cuspide, le curve polari toccano ivi la tangente cuspidale. 

liitorniaino alla considerazione della rete delle curve polari 
rispetto ad /, per osservare die questa è proiettiva al piano 
punteggiato dei poli, sicché ai punti di una retta corrispon¬ 
dono curve polari formanti un fascio. 

La dimostrazione analitica di ciò e contemita nella espr(\s- 
sione delle polari 


IL 




II 


(liR dimostrazione sintetica si fa in base al principio di 
Lamé — libro T, § 14 — osservando che le curve polari dei 
punti di una retta hanno comuni i punti, di cui la retta ò 
polare, intersezioni di due di esso). 
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Osservazione, Le (ledazioiii sul couiportaineiito delle polari 
di f in ini punto iiinltiplo, valgono anehe nel cas;o che la 
curva / contenga ima parte multipla (di molteplicità li 
luogo di pilliti i-pli: 

la cp entra allora i — 1 volte nella polare di nn punto qual- 
*sia.si. Ciò si verifica anche direttauieute in base al principio 
di formazione delle polari risjietto a ima curva composta: 






fi ^yf2 + : 




tenuto conto che 


6 . Jacobiana di una rete. — Consideriamo una rete di 
curve d’ordine n: 


l f(x, X.,) + p X.,) + V ^{x, X., X,) = 0. 

Il luogo dei inulti doppi delle curve della rete si ottiene 
eliniiuando \ p, v, fra le tre equazioni lineari omogenee 


^ df 3 © 3 d» 


(i = l, •>, 3 ), 


e però Aliene rappresentato annullando il determinante' (fun¬ 
zionale) jacohìano : 


Dif-Vh 


1-9/ 

39 

3'| 

?a;, 

àc, 

dx. 

df 


3i 

dx.^ 

dx.^ 

3:r2 

df 


3'j) 

; 3*3 

dx., 

3 .T 3 


(^nol luogo (licesi appunto curva jacoìnana della rete, ed 
è di ordine 3 a — 3 . 

La curva .lacobiaiia resta defuiita iiguahneiite so alle tre 
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curve t\ -, 'i, si sostituiscono tiltre curve delhi rete <hi essa 

deteriiìinata, siccliò lo iacobiaiio ^ risulta iin comhi- 

ìKiìite delle forme /, -f, (doè un eovariunte di esse che, a 
l)resciu<lere da un fattore funzione delle a, a, v, non muta 
sostituendo alle /, cp, delle loro combiiiiizioiii llinsari: 
+ (^= 1 ? % 3 ). 

lai curva jacobiaua di una rete si lascia uindie deliiiirt^: 

1) come luo^o dei punti di contatto di due curve della 
rete; infatti il fascio da esse determiìiato contiene una (uirva 
con punto doi)pio; 

2) come luogo dei punti le cui rette polari rispetto 
alle curve della rete formano un fascio; .infatti le xiriine polari 
di un inulto (?/) centro d’uu tale fascio, passano per mi punto 
(Iella jaco))iana, sicché le tre equazioni lineari 


If 


EX:!/.=«. SS:».=". E 2*/^ 




‘ ex. 


risultano compatibili. 

Se le curve ((Perdine a) della rete sono rappresentate 
in coordinate cartesiane da: 


X/(a;?/) + li :p(xy) H- v '\i(xy) — 0 

X, 




P<M|nazioiie della jacobiana si ottiene eliminando À, |i, v, fi a, 
Peipiazioue precedente e le sue derivate rispetto ad Xy y; 
essa (^ dunque 




f 


T 


'l' 



3^ 


2x 


ex 




dy 

dìj 

^y 

_x, 

y = 

X, 


< 


= 0 . 


Posto 
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si lia: 

^ n-i — 3/(^1 -^3 ^ n-i _ ^f(^i ) 

3.r dx, ’ =* dy ~ dx, 

f{x,x,x^) 'P>{x^x.^x.,) ']){x^x.,x.^) 

df(x, x,x.,) d'^{x,x.,x.,) mx,x,^x,,) 

9 .t\ 3 a;j dx^ 

^Ax,x,x,) d-f(x^x.,x,) ' d'pjx.x.xj 

dx.^ dx, dx^ 

Ora, ili virtù del teorema di EuIìBKO, sostituendo ad 

f(x,x.^x.,), ’1>{X,X.,X.J 

le espressioni equivalenti 




si ottiene 

Ax^x^x.J 'i(x^x,x.^) ■]^{x,x^x.;) 

df{x,x.,x.^ df{x,x.,x.^) d']^{x,x.,x.;) __a-'3 

dx^ dx^ dx^ n D{;x^x,x^)’ 

3/(3 « 3 ] 3cp(.'ì;,a;,:r3) 

dx^ dx, dx.2 

8i coiiclnde che jier 


x/^—~-J]f{xy), '^(xy\ ']){;xy)[ — 


X, X, 

x= y= -■, X ■■ 


ed essi ìKÌo f, i (IcHo stesso ordine n, sussiste V identità 


J) 


Af{xy), A^y), '^(xy)[ = 


n 'V{x^x.,x^y 


F. ENIMQUES - II. 


3 
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L’ideili ita stnlnlita prova che il diti r mi nanfe 

aiìiìareniemente d^ ordine 3 a — 2 , si ridnce effettivamente d^ or¬ 
dine 3 a — 3 , auiinllaudosi il complesso dei termini di ^rado 
l>iii elevato. Di ciò si può porgere anche ima verifica diretta. 
Pongasi invero 

f~fv +./i “h- .... 

— ?o + ^77 

= ^0 "P + 4*/^ ? 


ove con cp/, si designano forme di grado / in y; il 

termine di grado 3 »—2 in J sarà ^ riconosce 

che questo determinante è identicamente indio, sostituendo 
in esso: 


fn = 


1 ldf„ 


X 4 - 


9^7 


1 / 3 '^ 


■ 


dx dy 

dy 


Y7-Ì 



2.V 


In forza dell’identità 1 ) daremo i^nre al determinante 
J'ifimj), 'f{xy), il nome di jacohìaìw delle funzioni 

/(xy), ^(xy), <]i{xy). 

Osservazione. Giova avvertire che, quando /, 9, sono 
d’ordine diverso, le due curve 




J)(x,x,x.,} 


non coincidono pin: ^7 = 0 raiipresenta la curva jacohiana 
della rete Af{xy)-h\i'^{xy)-\-^^^h{xy)~0^ nella (piale le curve 
d’ordine minore vengono completate con la retta alVinfinito^ 
J)( f^h) 

invece - = 0 rappresenta una curva cov^ariante delle 

/, 9, 4^ che si dice curva jacohiana delle tre curve iniò essere 
detinita come il luogo dei inulti le cui rette polari rispetto 
alle tre curve date appartengono ad ini fascio. 
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Tossiamo riconoscere la sostanziale 
cedo fra i due dofcerminaiiti e 


dilfereiizu che iiiter- 
Di fvh) 

j-, - - - calcolando, 


per seraplicitil, questi delermiuauti nel caso in cui cp, ab¬ 
biano uno stesso ordine m div(U'so dall’ordine n di /; avremo 




n 

m 

f(x,x,x,) 

cp(x,x., x^) 



x>(./V’W _ 

K 

d'f 

db 

in 

D(x^x,x.j) 


dx^ 

dx^ 

dx^ ' 




df 

29 





dx.^ 

2r<;o 

a*. 

e quindi 

, PtH' 3^3 = 1, 

X, 

==: Xy X., — 




1 





ij/kv) 


2"^ 

?:p 

dì/ 


3^ 

2.1; 

2'j> 

dì/ 


Quanto alla jacobianii della rete ?/-! n-v'|i = 0, uel- 
Pipotesi in cui ^ abbiano ordini diversi, a, m, dove 

n>m > 1 ) {/) <Z ^0? osserveremo che il determinante J sarà di 
grado 

n~h 'ììì p — 2 < ^ìi — 3 , 


quindi la retta all’infinito fa parte della jacobiaiia della rete, 
contata 


volte. 


{n — m)-h(n — J>) — 1 


Per deterniiìiare le molteplicità (Iella curva jacohiana nei 
punti base di tina ret(\ non si ha alcun vantaggio ad adope¬ 
rare le coordinate omogenee; ci riferiremo pertanto all’espres¬ 
sione dello jacobiano in coordinate non omogenee. 

Poniamo che l’origine x = y — 0 sia un punto di molte¬ 
plicità i (>0) per /, 9 , ^1»; allora contiene y al grado 

luininio 

i -hi ~ 1 + i — l = 3t — 2, 

ma il complesso «lei termini di grado 3t — 2 è il dotermi- 
iiaiite identicamente uullo: 
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perciò: un punto i-plo per f \ iip, rji, è i)i generale (*M — lyplo per 
la curva jacoMana della rete À/-h |r^-I-= 0. 

Ma la lììolteplicitii del punto O = (()0) per la suddetta 
jacobiaiia può risultare superiore al iiuuiero indicato. Pon¬ 
gasi, per esempio, che 0 sia i-plo (i>0) per / ed abbia 
per fh diverse molteplicità r, s: 

r < s, (.V > i) 

In questo caso nello sviluppo di x e y ligu- 

raiio al grado miiiiiuo 


i-h r — 1 -4- ,9 — 1 = (i -p r + -v) — 2 ; 

e (pùudi 0 ha per la jacobiana (almeno) la molteplicità 
i d' r s — 2, che può superare 3i — 1. 

lu particolare si consideri il caso di mia rete con un 
punto base semplice 0; questo punto sarà in generale doppio 
per la jacobiana, ma potrà diventare triplo, e P analisi com- 
phda delle circostanze in cui si avvera tale iperinolteplicità 
si può far dipendere dall’esame delle reti di coniche, nel 
modo che segue. 

Pongasi che la cubica jacobiana di una rete di coniche ] C\ 
possegga un punto triplo nel punto base 0 e si spezzi <iuindi 
in tre r(dte rt, Z», c per 0. Un punto generico A di a è doppio 
per una conica C della rete, la quale si spezza nella retta 
a = AG e in uu’altra retta; due cUvSi possono presentarsi, 
secoiidocliè questa retta residua di a coincide con a stessa o 
è div'ersa da a. e quindi A^ariabile con A, In questo secondo 
caso la retta a appartiene ad iidiiiite coniche della rete |(7|, 
formanti un fascio, e le rette n^sidiie di a formano pure un 
fascio; in particolare \\ e dunque una conica spezzata in a 
e in un’altra retta a per 0, conica che ha un punto doppio 
ili ^1. 

La stessa coiichisioue si può ripetere per le rette à, c; 
ciascuna delle tre rette c, fa parte — in ogni caso — 

d’una conica con un punto doppio in 0, conica costituita da 
dn(‘ rette distinte o da una retta contata due volte. Ora combi¬ 
nando linearmente due coniche O aventi in 0 un punto doppio, 
si otterrà un fascio col punto base (toppio 0; e combinando 
linearmente due (^oni(die del fascio (*on un’altra conica fuori 
di (‘SSO, si otterrà una rete di coniche tangenti a quest’ultiina 
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nel punto 0. coucliide duiKiue die la nostra rete — nel¬ 
l’ipotesi die la ja(*ol)iaiìa consti di tre rette per 0 è costi¬ 
tuita da coiiidie aventi, nel punto base semplice 0, la lue- 
desiiua tangente. 

Viceversa, se le coniche C di una rete col punto base 
semplice 0, posseggono in 0 ima tangente lìssa (f^ i in ponendo 
alle C di toccare nu’altra retta per 0 sì ottiene un fascio 
di C aventi iu 0 ini jiiuito doppio, cioè formate da coppie 
di rette costituenti nel fascio 0 nn’iiivoluzioue I. Allora 
si assumano per delìnire la rete tre coniche G, due delle 
(inali con 0 doppio; la inolleplicità della jacobiaiia di G 
iu 0 risulterà uguale a tre: precisamente codesta cubi(*a 
jacobiana consterà della retta a (facente parte dì un fascio 
di coniche G spezzate) e delle due rette dopiiie dell’involu¬ 
zione I definita — come si e detto — nel fascio 0. 

Si coudnde: ìa condizione necessaria e sufficiente affinchè 
un punto base semplice sia triplo amiche doppio per la jaco- 
hiana di una rete di coniche è che in esso le coniche della rete 
abbiano la medesima tangente. 

Osservazione. Giova osservare che la dimostrazione ino- 
cedente coiiteinpla il caso iu cui la mibica jacoliiaiia consti 
di tre rette u, c distinte; i casi di coincidenza possono 
riguardarsi conn^. casi limiti ,e si costruiscono direitaiuente 
come segue? 

1) Assumendo nel fascio A una involuzione non dege- 
woYo avente due rette doppie 7>, c ed una conica tangente 
alla si dà luogo alla coincidenza a = b^^ 

2) assumendo nel fascio A una involuzione degenere 
costituita da una retta fissa b e da una retta variabili*, e 
prendendo una conica (pialsiasi per 0, si dà luogo ad ima 
rete per cui b~c; 

3) se nel caso 2) la conica Considerata tocca />, la juco- 
biaiia si riduce a codesta retta contata tre volte: a = b^c. 

Dalla coiisiderazÌDiie della rete di coiiiclie si passa a 
ciucila (li una rete di curve (pialiuique (d’ordine a > 2), 
Sostituendo alle curve 


f — fi +/2 + .»•. — 0 

9 — " 1 “ 92 + .... + 9,7 = 0 

4 ^ — 4^1 4^2 A ~.... 4^,1 0 , 
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le coHÌche rfpprossiìuaììti 

y I +./2 = + 92 = ^5 4^1 + 4^2 — 

le (piiili v<*iig<)iio eoiìibiiuite linearmente quamlo si coiuhi- 
iiaiio liiH^aiMiieiite le f, 9 , (Jj. 

Dovremo distilligliele tre oasi secoiulocliè 

1 ) le suddette tre coiiiidie approssimaiiti sono liiiear- 
nieiite indipendenti e quindi danno Ino^o ad mia r(q.e; 

2 ) le tre coniidio siidd^^tte appartengono ad iin fascio 
e (piindi la conica approssimanti^ alla curva X/+= 10 
risulta apiirossiiuanh' per tutte le curve di un fascio di (pì(\sta 
rete; 

3) t utte le curve della ride q-v'j; ==r () posseg¬ 

gono la iiiedesiiiia conica approssimante: 

fi ^~fz = 9l + 92 ^ 'Il + 4^3- 

Xel caso 1 ) si^ la curva jacobiana della rete X/q-ixcpq-\| = (> 
deve avere nn pinito triplo nel punto lia.se semplice 0 , lo 
stesso deve accadere per la curva jacobiana della rete di 
(*onielle approssimanti, giacidiè nel determinante jacoliiano 

i termini di secondo grado provengono solo dai ter¬ 
mini di grado 1 o 2 delle /, 9 , Ci('> posto le coniclie ap¬ 
prossimanti alle curve d(dla ret(^, e quindi (jiieste stesse curve, 
avrainio in 0 una tangente fìssa. Eecipiamainente, se ciò accade 
la rete (mntiene un fascio di curve con un punto doppio, 
(nitro il quale si possono pnoidere due curve deterininatricì 
della rete, e quindi la jaimbiaiia lia in O un punto dì inolte- 
plicità 2q-2q-l —2 = 3 (almeno). 

Nel caso 2 ) si consideri il fascio delle curve 
aventi ima medesima conica approssimanti', ( 7 , cli<^ \}\U) suii- 
porsi non avere in 0 un punto doppio, essendo 0 punto base 
scmiplice p(U‘ la rete. Iniponiauio ad una curva d(d fascio di 
toccare in 0 una retta diversa dalla taiigeiite a ( 7 ; la curva, F, 
del fascio così defluita non ha piu una conica approssimante 
determinata gbmclu'^ questa dovrebbe in ilari renipo (miuci- 
(lere con la (7 ed avere in O un punto doppio, come accade 
per !(' curve della rete dotate di punto doppio. Si conclude 
che l’anzidefta F possiede in 0 un punto triplo, mancando 
indi’(*(|iiazioii<^ F=0 i termini di primo e secondo grado* 
Iteciprocainenfe, se la rete A/q-p 9 q-v| = 0 contiene una 
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ciu-vii (lotiita (li punto triplo, cpiesla piu) prendersi al posto 
(lì ima (lelh^ /, 9 , 4 ' deteriniuare la r(d(‘. e si deduce che la 
jacobiaua possiede in 0 un punto di inolteplicilà 3-|-L-hl—2=3 
(almeno). 

Le ipotesi 1), 2) si avverano eonteinporaiieameiite se le 
(Mirve (Iella rete hanno una tangente fissa e perciò la rete 
contiene un fascio di curve aventi in 0 mi punto doppio, 
mentre per una di queste curve il punto 0 diviene triplo. 
Dal fatto che la rete j)uò essere determinata mediante tre 
curve una delle quali lui iin punto triplo, la seconda mi 
plinto doppio, e la terza mi punto semplice in 0, si coiudude 
che la inoltepli(dta di 0 per la jacohiaua vale almeno 
3 1 2 + 1 —2 = 4. 

Questa molteplicità diviene pixi elevata, cioè almeno 
ugnale a 5, se la rete contiene duo curve aventi in 0 uu 
punto triplo. E ciò che accade appunto nel caso 3); infatti 
imponemlo alle curve della rete di possedere una tangente 
diversa da quella della conica approssimameiite fissa, si deti- 
iiis(*e mi fascio di curve per cui la conica approssiinaute è 
indeterminata, cioè che hanno in 0 un punto triplo. 

Viceversa se la rete contiene due curve con mi limito 
triplo, si vede subito che le curve di (vssa posseggono la me¬ 
desima conica approssimante, cioè si avvera l’ipotesi 3). 

Dall’analisi fatta basterà trarre la conclusione che: 

Un punto l)use semplice per una rete di curve ordine n 
{n è precisamente doppio per la curva jacohiana, salvo in 
due casi che portano una 'ìnolteplicità etlmeno uguale a 3 : 
se le curve della rete posseggono nel punto base una tangente 
jissa^ oppure se la rete contiene ima curva avente in quello un 
punto triplo. Quest’ultimo caso suppone a >2 e porta che le 
coniche approssimanti a tre ciirv(^ della rete uoii siano liiiear- 
inente indipendenti. 

Il precedente h'orenia si piui anclui dimostrare (*<)1 cal¬ 
colo diretto dei termini di secondo grado che lignrano nello 
sviluppo del determinante jaiuihiano 

Poniamo come innanzi 

/=/l 

? = I- 92 “E-'- 

4 — 4i “h 42 •••• 1 
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i leriuiui (li sih'oikIo i^nulo nello sviluppo di sono <pielli 

stessi che t*omi)nioiio nello sv iluppo di 



Ji ^“/2 

+^2 



+ 4^1 +'^ 2 ) — 

dx dx 

dx dx 

3'^, 

dx 

3a; 


[ 

T 

?5^1 _I_ ìfi 

dy dy 

3'];, 




“h ^ 


Essi vengono dati dalla somma di tre determinanti: 


f. 

T2 


/. 

Ti 


A 


A 

dx 

3<p, 

3.C 

3;r 

ex 

hi 

dx 

hi 

ex 

' ?/( 
3a: 

3cp, 

dx 

hi 

dx 

¥a 


! 


h± 

3j;, 

■ ' hi 

hi 

hj 

dy 

3// 

dy 

dy 

dy 

2.V 

dy 

h 

h 


Ora è facile verificare che la somma degli nltinii due detei- 
minanti equivale al doppio del primo mutato di segno. A 
tale scopo nel secondo determinante sottragghiaino l’uUiina 
linea dalla 2 )rima, ci(> che in forza del teorema di Eulbuo 

equivale a scjstitnire/^, 9 ^, con modo 

C/X vX C/X 


analogo nel terzo determinante si ^rnssono sostituire/j, 
df d'S) dò 

con y y-?/, Ciò posto, con facile trasformazione, 

dy ‘ dy * ’ dy ^ ’ ? 

il secondo determinante si riduce a 


a* 

dx^ 

h> 

X 

dx 

h, 

dx 

hi 

hi 

3^. 

dx 

dx 

3.r 

hi 

hi 

3<];, 

dy 

dy 

dy 


Ettettuaiido l’analoga trasformazione sul terzo determinante 
e sommandolo al secondo, con l’applicazione (hd teorema 

(li Euleko (2/j = a; + ?/,«i trova appunto il doppio 

cx cy 
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del primo determiiiiiiite iiiii(a(<> di sedilo. In conclusione Pin- 
sieinc dei termini di secondo ^^rado nello sviliii>po di è 

dato da 


fi 

9* 


fi +/? 

9i d Yf 





_ y'i 

?- 


?:C 

dx 

a.i; 

2(c 

cX 

?x 

ÌÙ. 



?/. 



?// 

di/ 


1 2v/ 

2.V 

?// 


essendosi sommato il detcriiiinaiite ideiiticanieiiteiinllo J( 

Ora la coiidi/ione necessaria e snfìiciente adiiicliè la jaco- 
biana della rete À/+-f-v'-]^ = 0 abbia iielPorioine una mol¬ 
teplicità superiore a 2 è data dall’annullamento del deter¬ 
minante sopra scritto, dove le derivate di /,, sono delle 

costanti. Tale condizione importa che le coiiìclie approssi¬ 
manti /i+/ 2 , Ti-P 9-2 9 “ 1 ~ ìipp^^rtengano ad un fascio, 
o^*ni (piai volta non siano uni li i minori estratti dalla matrice 


2 /i 

2 --P, 

S'h ; 

dx 

2x 

ex j 

!/i 

3^1 

a-K 1 

??/ 

??/ 

a?/ 1 ' 


IMa se /i-P/a, T 1 + T 2 ? ^1 + 4^2 npparteii<iono ad nn fascio, 
cioè se sussiste mia relazione lineare a coefficiente non tutti 
nulli 

«(/i +/J + + T-s) + c('^i + 

la curva 

= (ff -p h‘^ -f- , 

possiede un punto triplo (almeno) nell’ori.i^àne. Se iiive(*e sono 
nulli i tre minori estratti dalla precedente matrice, ciò signitiea 
elle le curve /, 9 , ^ hanno nell’origine la iiied(‘siiiia tangente 
il cui coeflìciente angolare è 


2 /i 

^9i 

dx 

dx 

?/'. 


dy 

??/ 


?jK 

S.r 

sì: 


Nella deduzione che precede si è visto che la conica 
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approssimante la curva jacobiana della rete 

\f-i- -H = 0, 

nel punto base semplice 0, è 


A 






dx 

dx 

dx 

in 

Ih 


dy 

dy 

2.'/ ' 


Ora entro la suddetta rete C\ Cvsiste sempre una curva dotata 
di punto doj^pio in 0, die può assumersi come curva la 
conica approssimante ad J( fx ò)=iO diventa quindi 


dx dx 

à. =0, 

! 3// 

essendo 

^ _ Q _ 

2^; dy 

La rete ha in 0 tangente rariahile se 


2/, 


dx 

dx 1 


!4=o, 

2/, 

^ 1 

2// 

dy \ 


e le tangenti principali nel punto doppio della jacohiana sono 
le tangenti alla curva dotata di punto doppio: 

Xei casi in cui la jacobiana della rete \C\ acquista un 
punto triplo in 0: 


2/, 

2?i 

dx 

dx 

2/, 

2-f, 

2// 

2// 


'}'2 = 0 , 
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la curva considerata imiau/i diviene iudeteruiiiiata o i)o.s- 
siede ua punto triplo in 0^ e <*osì diviene indeterniiiiata 
o ideuticaiinaite nulla. In (]U(*sti casi si possono determinare 
le tangenti prlnciiìaìi nel punto triplo della jacoiiana dì C|, 
che iiono le rette formanti la jacohiana delia rete delle coniche 
approssimanti le C, oppure le tangenti alla curva dotata di 
punto triplo-^ \n jacohiana di \ C avrà in 0 precisamente un 
punto triplo se le tangenti ijrincipali (<inadripiiute) così delì- 
nite restano determinate, cioè 

1) se \G\ contiene una sola curva dotata di punto 
inultiplo in 0 che ha in 0 un punto triplo, 

2 ) oppure s(‘ — \ C\ avendo tangente fissa in 0 — le 
coniche approssimanti a \ C\ formano eifettivaniente una rete, 
nel (piai caso abbiamo già indicato la costruzione delle rette 
che formano la sua jacobiana, 

Perdiinostrare l’asserto conviene calcolare i terniiuidi terzo 
ordine nello sviluppo del determinante Questi termini 

provengono anzitutto dallo,jacobiano/(/^ d-/^, 4 'i+'l 2 ) 

delle coniche approssimanti, e in secondo luogo da tre deter¬ 
minanti cui danno origine le parli del terz’ordine 93 , 
così la cubica approssimante la dotata di punto 

triplo in 0 sarà rappresentata da 


- J{ f^ +.^2 7 + '^2^ 'W '^ 2 ) + ^3 


dove i >3 è la souuiia di tre determinanti: 


A 

3/. 

dx 

3/, 

3// 


T3 



/i 


'K 


'■Pi 


dx 

Si, 

?x 

+ 

dx 

2T:, 

Sa; 

dx 1 

9 /. 

dx 

3'fi 

S.i- 

S-]i, 

dx 

3?! 


1 


S-, 


3/; 

3P3 

3'J>3 

dy 

dy 

i 



2.'/ , 

3 .'/ 

3.V 

3// 


Per calcolare 7 > 3 , pouiaiiio nel primo determinante 


A 




li\dx 


X d - 


3?/ 


e negli altri due 






7 
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risulta allora che la somma di questi ò ugnale al primo 
determinante salvo un fattore niiiuerico: 

dx dx 

di/ di/ 

Ciò posto distinguiamo i due casi in cui J(fcpf\}) = () 
l)ossiede un punto triplo in 0: 

1) le curve C hanno langente lìssa in 0; allora 

^/i . 3/i _ 

dx * dì/ dx ’ di/ dx ' dy 

e quindi ò identicamente nullo; 

2) le coniche approssimanti a \ C\ formano un fascio, 
sicché identicamente 




fs 

' ?/* 
o . i 

3 ?/ 




allora esiste in \ C\ una curva dotata di punto triplo e, sce- 
giieudo (piesta come curva si trova — a prescindere dal 
fattore numerico — 


essendo 


A - 

dx 


v\ 

^'■Pi 

d.c 

dx 

lA 

3-f, 

dy 

dy 

dà, 


• 1 _ 

~~ 

.0; 



l’equazione 1>3 = 0 si riduce a —d ([iiando la rete \ 0\ non 
possiede tangente lìssa in 0: 


2/. 


?.c 

3.r 



c/i 

C?1 

dy 

?'/ 
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(lis(\i>uni>iiniizìi corrispondente all’ipohvsi die la rete |( 7 | non 
contenda altra curva dotata di punto multiplo in 0 oltre la 
noininata che ha in 0 un punto triplo. 


0. Nota siiiraiinuliaiaento identico del detenniiiaiite jaco- 
hiaiio. — In ciò che precede si suppone sempre l’esistenza 
effettiva della jacobiana della rete determinata dalle curve 

cioè die il determinante ^- non si aniiidli ideutica- 

l)(x^ x,^X.J 

mente. Ora questo deteriiiiiiante e nullo non soltanto quando 
/j T? ^ siano ìineaniiente indipendenti (nel qnal caso 
i termini di una colonna sono combinazioni lineari a coeflì- 
cienti costanti di quelli delle altre due), ma anche nel (*aso 
in cui una delle tre funzioni /, 9 , tp, sia funzione delle rima¬ 
nenti, cioè quando le /, 9 , siano legate da una relazione 
funzionale 

infatti, in tale ipotesi, 

dF 9 / d_Fd^ dF _ 

df dXi dXi 3 '|) dXi 

Eeciprocameiite è noto che l’anuiillanieuto identico del 
determinante vsignilìca l’esistenza di un legame 

funzionale (^) 

F(f\ = 


Nel nostro caso, in cui/, 9 , '-{j sono forme alg-ebriche dello 
stesso ordine, questo teorema può essere jirecisato, giacche 
il procedimento dimostrativo che serve a riconoscere la rela¬ 
zione F~0 mostra anche come si possa costruire F mediante 
eliminazioni, siradiè '[)) —0 risulta una equazione alge¬ 

brica omogenea che, divisa iier una imteiiza di /, si riduce 
al tipo 




0 . 


(b Cfi, per es. S. Pixcukule « Lezioni di Calcolo iuliuiteBiiunle ». 
Bologna, 1915, png. 257. 
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Ove noli si vo<:>‘lia ritornare sulla dimostrazione del teo¬ 
rema relativo ai delermìnaiiH funzionali, si può pervenire 
alla conclusione sopra indicata sostituendo alle considerazioni 
precedenti una verifica diretta. 

Osserviamo anzitutto che il quoziente dipende 

“V % 

soltanto dai rapporti = = sicché si può scrivere 


e analo<ianiente 


'^{.c,x,x,,) _ 9 (a;j/) 
f{x,x.,x.,) f{xy) 


=r=(I)qr)/i, 


_ ’]>{x!n 

f(x^x.^x.,) fixy) 


'r{x!i). 


Ora veritìeliiaino che il determinante funzionale delle ‘h, tf* 

è, come identicamente indio. Infatti: 

’ i){x,x,x.y 



2x' dx^ 

n 

’èx-’ 

Ztith f)_ 

r 

r 

D{xij) 

~ f - c> 

3.V ?// 



r\ t 

2]!' 


r .r- 


Questo determinante moltiplicato per/^ è ugnale alla somma 
di quattro determinanti: 


dx-' 

dx-' 

d-^ 

dx-' 

dx^ 

3/ 

2x' 


3/ 

dx^ 


[ — 

1 


— 


+ 




3’]^/ 

dy-' 

, d-f 

i 3y' 

3?/ 

3/. 

3.'/ 

dy-' 


3/ 

Jy9 

3?/ 


I/tiUiino detenninante è evidenienieiite nullo; 
primi tre eipiivale a 




f 

2/ 

2x 


9 

c:p 

dx 


2x 


la somma dei 


2f dv 

?// 'SfJ ?i/ 
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Ricordando clic, per x.j= l, 


'nfr^) = - 


1 Dirr\>) 


n D{x^x.^x.y 


si conclude che è anche 


Di*ì>r 




e perciò le 


D{x)i) 

/’ / 

souo legate da una relazione fmizioiiale 


c. d. d. 

Il significaro di (piesta relazione funzionale è che, iiioAeu- 
dosi sopra una curva = cost. a juirtire da un suo lanuto 

generico, resta sempre ^ = cost, ; (luiiidì le curve dei due fasci 

— c/= 0 , ']) — c/= 0 , passanti per uno stesso punto gene¬ 
rico dei i)iano avranno una parte comune. 

Ora se le curve del fascio :? — = 0 souo irriducibili, 

ciascuna di esse apparterà pure al fascio del medesimo ordine 

— e/= 0 , ossia — in cpiesta ipotesi — le curve/, 9 , api)ar- 
teraiino ad un medesimo fascio. Se invece le curve del 
fascio (p — cf souo riducibili, le loro coiiipoiienti variabili 
formeranno un fascio, con le curve del (piale saranno com¬ 
poste — a iirescindere da parti llsse — anche le curve 




In conclusione possiamo enunciare il 
Teorema: ^Se la curva jacohiaua di tre curve del medesimo 
ordine è indeterminata: 0 queste curve appartengono ad 

un fascio, 0 sono composte — alV in fuori di parti comuni — 
dalle curve di un fascio'^ la jacohiaua di una rete diventa 
duinpie iiideteriuinata soltanto se la rete è formata di curve 
riducìbili, composte di parti llsse c di jiarti variabili iii im 
fascio. 



4S 


lip.ro tpr/o 


È chiaro, rcciiìrocameute, che, per una rete siffatta, la 
jacobiana è iiuletermiiiata, gia(‘chè ciasciuia curva del fascio 
nominato fa parte — contata due volte — di una curva 
della rete. 

La dimostrazione del teorema lìrecedeute si può anche 
collegare seiindiccmeiite al principio di Lamé (L. 2 % § 14 ), 
Infatti dall’ecpiazione algebrica oniogeiica 


di cui desiguereiiio il grado con si conclude subito che 
f —0 per :p = 'j> = 0, tranne nel caso che aiauclii, in il 
terminema questa apparente eccezione sì toglie sosti¬ 
tuendo ad / lina combinazione lineare \f v'j». La curva 

/—0 passando per le intersezioni delle curve dello stesso 
ordine 9 = 0 e '^ = 0, il principio di Lamé dice appunto che/ 
è una combinazione lineare delle 9, 'j», oppure che le/, cp, 

— a i)resciudere da i)arli comuni — sono composte con le 
curve di un fascio. 

Infine si può richiedere una dimostrazione geometrica 
del teorema precedente che non faccia appello alla proprietà 
del deteriiniiante funzionale di dare col suo annullamento la 
relazione 7^—0. Una tale dimostrazione può essere fornita in 
vari modi; il più semplice sembra quello che qui rapidamente 
accenniamo (M. 

A tale scopo ricordiamo il teorema di Bertini (Ofr. L. 2% 
§ 5), che le curve di una relenon possono avere lanuti dopi)i 
variabili e pertanto le parti variabili delle curve della rete 
sono formate di tiiinti semplici. 

Ora data una rete la cui jacobiana sia indeterminata, un 
punto generico A del piano e semplice per curve della 

rete e doppio per una di queste; quindi le curve della 

rete passanti per A, e formanti un fascio, posseggono in A 
lina tangente fissa a. Sì deduco che le curve della rete soddi¬ 
sfano tutte a una medesinia equazione differenziale del indino 
ordine che fa corrispondere al punto A la retta associata a 
(Cfr. L. 2"', 14, 2.S); segue che le dette curv^e della rete 

sono coin])oste — a lirescdndere da parti fìsse — con le curve 
di un fascio, integrali dell’equazione differenziale predetta. 

(q Cfr. Bkrtini - « Tiitrodnzioiìc alla Goometria Proiettiva degli 
I[M‘r>j[)azì », pag. 285. 
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7. He>ssiana di una curva. — Dieesi liessiaiui di niui curva 
f{xy)=i{) la curva, d^ ordine 3a — 0, jacobìaua della rete delle 
sue prime polari. In virtù del teoreuia di i>ermutabilità di 
Plijoker, la curva hemana, luogo dei punti doppi delU prime 
polari, si può dcHiiire anche come luogo dei punti la cui conica 
polare ha un pauto doppio. 

Intatti se la prima polare di Olia nn punto doppio P,la retta 
polare mista di P contato n — 2 volte e di 0 è indeterminata, 
e <iuiudi la conica polare di possiede in 0 un punto doppio. 
Ciò risulta anche dairesijressione analitica del determinante 
liessiano che è 


d:f 


97 


9.Cj 2x, 

2x^ 2x. 

d\f 


dj 

dx, 


dx.^ dx. 

d\f 

97 _ 

97 - 

dXj^ dx^ 

9a;,9.'C3 

9.^3^ 


e può riguardarsi quindi come il discriminante della conica po¬ 
lare de] punto (x) : 


X,n-2f^y)=:A/f(x) = 


dxr 


d~f 


Il luogo dei punti le cui curve polari hanno un punto 
doppio costituisce, in generale, una nuova curva covariante 
della data /, che dicesi curva steineriana e che si può anche 
riguardare come il luogo dei punti doppi delle coniche polari. 
I i)uuti della hessiana e della steineriana si corrispondono 
biunivocainente : la conica polare di un punto della prima 
ha come doppio il punto omologo, o coniugato, dell’altra; 
la prima polare di qiiesio ha nn punto doppio in quello. 
Per le cuhiche, hessiana e steineriana coincidono. 

xVccanto alle nominate curve si suole anche considerare, 
sol to il nome di caìjleyana, P inviluppo delle rette che niiiscoiio 
i punti coniugati della hessiana e della steineriana (cfr. 22); 
vedremo P interesso della cayleyana nella teoria d<‘lla cubica. 
L’importanza <lella hessiana risulta dal seguente 
Teimuna: Se un punto semplice della curva f appartiene 
alla hessiana, esso è un flesso di f ; viceversa ogni flesso di f 
appartiene alla hessiana. 

Se P appartiene all’hessiana sarà punto doppio per la 


F. KNlìIQI'RS - II. 
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polare rispeth) ad / di un (?eido punto 0: sia p questa polare. 
Ora se P appartiene aiieliead/, la retta OP risulta tangente 
ad/ili P, e per di più ha ivi due intersezioni (almeno) con la 
polare p: ciò sii>uitìea che il punto P h punto doppio per il 
gruppo G'j polare di 0 rispetto al gruppo intersezione <leìla 
retta OP con la curva /. (Quindi nel gruppo G il punto P deve 
essere punto triplo; cioè la tangente OP deve avere in P tre 
intersezioni riunih» con la/, vale a dire essere tangente di desso. 

dimostriamo ora la seconda parte del nostro teorema, cioè 
che ogni desso ilella curva è comune alla sua hessiaiia.Percpiesto 
ci serviremo ihdla seconda deliuizione ilella hessiana, cioè fa¬ 
remo V(‘dere che se F è un desso la conica polare di Fsi spezza 
(nella tangmite di di^sso e in una retta residua). Infatti siccome F 
è un desso, la tangente di desso t ha in F tre intersezioni 
riunite con la curva; tutte le successive polari di 2^^ dovendo 
avere tre intersezioni con la t riunite in jP, la conica polare 
si spezza nella t e in una retta iM^siilua. 

Giova avvertire che il teorema precedente può essere pre¬ 
cisato nel senso che: se un punto semplice, 7^,di/appartiene alla 
sua hessiana, /q P è un desso <li/in cui la tangente ha coii/un 
contatto tripnuto e non più elevato semprechè le due curve/, li 

non si tocchino. 

Infatti riiireiideudo 
la dimostrazione prece¬ 
dente si può dimostrare 
che — escluso il contatto 
di / con P hessiana — 
la curva p, polare di 0, 
ha come tangenti jìriuci- 
pali,nel punto doppio 2/ 
due rette, distinte da OP^ 
le quali separano armo¬ 
nicamente la OP e la 
tangente ad li, 

A tale scopo cousi- 
dcrianio un punto 
vicino a Pj su /i; P' è 
doppio per una curva 
polare^/, la qinalc insieme a p determina un fascio di polari; al 
limite, quando 2^'tende a P, codesto fascio diventa il fascio delle 
polari per /^, i cui poli variano sulla retta OP, Ora, designando 
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<;oii h le tangenti pnji(MX)a]i a p in P e con a\ V quelle 
aj>'in P', prossime alle si vede che la retta detenuìnata 
dai punti ah\ ah diviene la <‘oningala armonica di PP' 
ris])etl:o ad o-, h. D’altra parte il fascio delle p, p' ])Ossiede la 
iioiniiiata retta ah\ ah come tangente tìssa, ed al limite (piesta 
tangente fìssa diviene la retta OP tangente connine ad / e 
alla polare di P, (Ofr. L."", § 5; Voi. I, pag. 182). 

Il ragionamento precedente permette <li inverti^'c la dedu¬ 
zione ottenuta: se nel punto semplice P la / è toccata dalla 
liessiana /i, la tangente PO coincide con una delle tangenti 
principali della p, polare dì 0 dotata di punto doppio in 
cioè PO ha contatto tripiinto (almeno) coupé quindi (piadrì- 
punto (almeno) con /, 8i conclude che un punto semplice, ove/ 
è toccata da /i, costituisce per / mi flesso (V ordine superiore 
cioè un punto dove la/ha con la tangente un contatto «-punto 
con «>3. (Giova avvertire che la nomenclatura (pii adottata 
difterisce da quella che si usa nello studio della forma delle 
curve reali^ ove si ri>serva il nome di flesso al caso in cui 
— essendo i dispari — la cnrvui attraversa la tangenttì)* 

Ora il teorema stabilito si può completare nel senso che: 
se in un punto semplice P la / ha ini contatto ^'-plinto con la 
tangente (flesso d’ordine i — 2), in Pla/lia con l’hessiuna li nii 
contatto {i — 2)-pnnt(>. In base ad ima rapida intuizione iiifi- 
niti'simale ciò si può giustificare come segue: nell’ipotesi fatta, 
il fascio delle curve polari passanti per P è costituito da curve 
aventi in P un contatto (/ — I)-piinto, e quindi (‘ontiene i — 1 
curve infìiiitainente vi(Miie dotate di x)unto doppio; i primi i — 2 
fra i punti doppi nominati si sin^cedono sopra la retta tale 
gente ili P ad / e alle curve polari del nostro fascio. JNFa 
r induzione che suggerisce P affermazione precedente, ha 
bisogno di essere coiivalidatii con un calcolo diretlo. 11 (piale 
serve in pari tempo a dimostrare tutto ciò che fino ad ora 
abbiamo riconosciuto intorno al passaggio della liessiana per 
i flessi della curva /. 

Sia f{x^x^x.^ la nostra curva, che ubbia nel punto (010) 
come tangente la ridta — retta avente ivi un contatto 
«-punto, dove i > 2. 

Possiamo S(n*ivero Pe((uazione (hdia curva 

fix,x.,x^) = i- u„ — 0, 

Uovo )if è iiiiji forniii liiiuiria di “liido ? in iVj, x.^. 
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Se lii ret^a x.^=.Q lia in (010) un contatto !-piinto con/, 

sarà 


‘Un—i j 


(love Un—i non 8Ì uininlhi per :r^ = 0. 

Noi ci proponiamo di trovare le iutersezioiii della liessiaiia 
con la retta :r 3 = 0. Queste sono evidentemente date da 



d’)fn 

dìtyi - j 


dx.. 

3Xj 

3 

3'n„ 


dx., dx^^ 

dx/ 

dx.. 

dìln — 1 
dx^^ 

3 li 2 

0 X 2 

2 u 


_ 

Ora notiamo die, se la - si annullasse per .^^ = 0 

óx^ 

nel pulito (010), sarebbero nulle le tre derivate 

3/ 3/ 3/* 

3rt\ ’ 3:r.> ’ 3:^3 ’ 

e (jiiindi il punto (010) sarebbe nii punto doppio per la /. 
Inoltre, essendo = si lia die: 

c)'ìl^ ^ T -, 

^ .T ^ divisibile per rr/"' e non per a potenza snperion^, 

d/.i/j 

è (livisii)ile per 

CX^ ÓX.^ 

^ ~ è divisibile per x.^. 

dx.,^ 

Oi() posto, il detmuninante A risulta divisibile per x^^~^ 
e non p(u* x^ a potenza superiore, quindi la bessiana ba con 
la tangente ad/ i — 2^ e non più, int(‘rsezioni riunite in (010); 
in particolare per ^ = 2 resta di nuovo provato che: il punto 
s(Mnpli(*e (010) e iin desso (piando e solo quando esso appar¬ 
tiene allMiessiana. 

Condudianio pertanto (uuinciando il 

T(K)r(Mna : Le interseoioui (hi!la eìfrra f con ìa liessiaììa che 
cadono in pìfnti semplici di f sono i Jlessi della f stessa \ preci- 
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samente lUi flesso iVordine i — 2 (ove la curva lia un contatto 
i-punto con la tangente) luogo a un contatto {i — 2)-i)unto 
di f con la liessiana, 

llijsnlta da questo teorema che nel caso generale in cui 
la curva non possiede punti doppi, o multipli, i suoi flessi 
sono tutte le intersezioni di / con la hessiana. Isla se la f 
possicele un punto doppio questo appartiene pure alla hessiana, 
giacche la sua polare ha ivi un punto doppio. 

Oercliiamo quale sia precisamente la molteplicità dei 
l)uiiti iloppi della cur\ a f per la sua hessiana. 

Dimostreremo che: 

In un nodo di f la hessiana j^ossiede parimenti un nodo con 
le stesse tangenti principali ; in una cuspide ordinaria di f la 
hessiana possiede un punto triplo ed ha ivi come tangenti prin¬ 
cipali la tangente cuspidale di /, contata due volte^ e md altra 
retta distinta da quella. 

Di questo teorema forniremo una dimostrazione di carat¬ 
tere prevalentemente sintetico, che si appoggia alle proprietà 
generali della jacohiana di una rete; una seconda dimostra¬ 
zione, costituente la verifica analitica diretta, si incontrerà 
nello sviluppo del teorema più generale che segue. 

Il caso del nodo si esaurisce subito: le polari di / for¬ 
mano una rete che ha in quel punto, 0, un punto base sem¬ 
plice con tangente variabile e che contiene una sola curva 
avente in 0 un punto doppio; (piesta curva è la polare di 0, 
e qniiuli le sue tangenti principali, cioè le tangenti princi¬ 
pali di /, sono le tangenti principali della jacobiana della 
rete delle polari, ossia della hessiana di f. 

Nel caso in cui 0 sia una cuspide, la rete delle polari 
ha come tangente fìssa la tangente cuspidale e; se la cuspide 
è ordinaria, la suddetta rete non può coiiteuere una curva 
dotata di punto triplo, giacché il relativo polo surebbe con¬ 
giunto ad 0 da una retta avente con/quattro (almeno) inter¬ 
sezioni riunite, Si deduce che le coniche approssiumnti le polari 
di / nel punto 0 formano una rete, la cui jacobiaua consta 
delle tre tangenti principali della hessiana di/. Codesta jaco¬ 
biaua è costituita dalla tangente fissa o e dalle rette doppie 
dell’involuzìoiìe, nel fascio 0, a cui danno luogo le coniche 
riducibili della rete che sono lo coniclie approssimanti delle 
l)olari dei punti di o; questa involuzione possiede o come 
retta doppia (corrispondente alla isolare di 0), sicché o figura 
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<liie volto fra le taiigentì principali <lella liessiaua di /. Si 
aggìiiiio'a che la terza tanaente principale è certo ‘<listiiìta 
da Oj Ihichò 0 è — per f — una cuspide ordinaria; infatti, 
iu tale ipotesi, la noinhiata involuzione nel fascio 0 non può 
essere degenere, ^hicaììè avrebbe o come retta lìssa, mentre 
la i)olare di un punto della tangente cuspidale — diverso 
da O — <teve avere con o due sole intersezioni. 

Riferiamoci al caso piii generale in cui la curva f pos¬ 
segga un punto di iiiolteplicifii i (^.2) e diinostrianio, <*on 
verilìca analitica diretta (^) che: 

Se la curva f\ (V ordine n, possiede un punto i-plo 0, coìt 
2<i<Cn, la sua hessiana li possiede in 0 la uìoìteplicità 
5/ — 4, ed ha ivi come tangenti prìncipaìi le i tangenti prin- 
cipali di f e le 2i — 4 rette costituenti il gruppo hessiano di 
quelle nel fascio ()• la- molteplicità di 0 per li diviene 3«—3 
soltanto nel caso in cui il gruppo delle iangenli principali ad f 
si riduca ad una retta contata i volte (svanimento del relativo 
grappo liessiano) e allora quella retta figura 21 — 2 volte 
fra le tangenti principali di li] aggiungasi che la moltepli¬ 
cità di 0 per h non supera 3/ — 3 se 0 è — 
singolarità ordinaria (dove la tangente ha un contatto 
(/d-l)-punto) ed allora la noiiiiiiata retta non può figurare 
piu che 2i — 2 volte fra le tangenti principali <li li. 

Scriviamo l’equazione di f nella forma 

f{x^x,x.f) = -H .... d- = 0, 

dove Ur è Tina forma binaria di grailo r nelle x^x^. Se la 
/(x^x.^xj ~0 ha nn punto /-pio nel i)unto (001), avremo 

«0 = 0, ?q=0,.... = 0, 

cioè 

f(x,X.,X.fl = UiX.;^-^ -h + 'hi = 

e il gruppo delle / tangenti nel pnnto /-pio (001) sarà dato 
dall’equazione 

n, = 0. 


(*) Cfr. Hhill. « UeUui* die IlesRe’ftcIie Curve ». (Mafii. Aniialen, 
hi. 18, 1878). 
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L’eqiiazioiHì della liessiaiia ò 


d\f 



dxr 

3;?;^ 3a:,, 




2\f 


9a;./ 

dx.^ dx.^ 

3y 

d\f 

d\f 


S.'j;., 3a;, 

cx.^ 


Occorre T espressione dei termini di più ì)asso dirado che 
coinpariscouo nel determinante preciMlente. 

Questi termini sono dati da: 


d-Ui 


(il 


dx^- 

dx^ dx.^ 

2hii_ 

dx^ 3;c., 

dxj 

(» 

-og; 


{)1 — i) (it — ^) (» — iXìì — i — l)iré 

CX^ CX.^ 


Poiché A è di «rado 3i — 4, resta provato che un i)mito 
i-plo per la curva è, in generale, multiplo secondo 3i — 4 
per la sua hessiaua. 

Se nel determinante A sottra^obiumo <lall’ultima colonna 
moltiplicata i)er i — 1 la prima moltiplicata per x^ e la seconda 
moltiplicata per x.,, otteniamo, a meno di un fattore numerico, 
non nullo per n > f- 


: dnu 

3a;,~ 9.ej 

^ _ 3-(fj d-tfi 

3(f^ dtif 

dXy 

Ora, se indichiamo <*oii H il deteriiiinaide 


d'ìli 

dhii 


2x^ dx. 


d’ìli 

dx^^ dx.y 



0 1 

] 

0 1 
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che rappresenhi lo hcssiiiiio del ruppe di rette ?f^=0 nppar- 
teuenti al fascio 0, si lia — a meno di un fattore iiuuierico — 

Siccome A = 0 rax)pre.seiita il g'rui)im delie 3i — 4 tangenti 
alla curva liessiaua di /, nel x)uiito (GOL), si ha che i di 
queste rette (‘oiiicidoiio con le ì tangenti ad /, e le rima¬ 
nenti 2i —4 ne costituiscono il gruppo hessìaiio. (^>uì appare 
che li avrà in 0 una iin)ltex)!icità superiore a oi — 4 quando 
svanisca II (essendo per defliiizione n;=j=0). Ciò i)Orta che 
le i tangenti iq =0 coincidano in una sola retta contata i 
volte (cfr. 3). 

Per approfondire lo studio di questo caso poniamo 

suppoiieiido le i tangenti riunite nella = allora, come è 
facile verilìcare, i termini di grado inferiore in x.^ nel- 
r eiiiiazìoiie di h sono dati dal determinante 



dx^ dx.^ 

Ì{ ìì— i 


l'Cj S.Cj 


(n — ì — 

dx.. 

- 

(li ~ 1 ~ 1) 

cX., 

(n ~i){ìì — 



formato coi primi termini delle seconde derivate di /. I ter¬ 
mini di grado inferiore nelle x^, sono quelli che nioltix)li- 
cano x^' dunque le tangenti alla hessiaiia iiel x)iiiito /-i>lo 
della f(Xj^x.^x.J — 0 sono 


Si couclinle che: un X)unto i-ido con tutte le tangenti 
riunite è midtix)lo si^coiido 3/ — 3 per la hessiaiia, 2i — 2 delle 
tangenti a questa coincidendo colla tangente della curva f nel 
detto i)nnto f-plo. 

a^' lunga che (per a>i) la inolteplicità del i)uiilo 
i-plo i)er la hessiaiia non x)!iò superare 3i - 3 ove non si 
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0 ^ ^ 

e elle inoltre fra le rette i*ap- 
= 0, non può trovarsi la x^—i) se non 


iì patto (die (jiiesta retta abbia eon / nii contatto (t + 2)-pnnto, 
mancando, in tal (?aso il termine in di : ma in 

anilHMlue (onesti casi la f possiede in 0 una .singolarila 
straordinaria. 

rnfine osserviaiiio esplicitamente che la r(‘stri/done u > i 
ò essenziah^; infatti il fattore numerico che comparisco nello 
sviluppo di h si annulla, per u = /, siccdu'" in (piesto caso la 
hessiana svanisce identicamente (Ofr. parai>*rafo se^iienteh 


8. Curve aventi una parte (comune colla hessiana: inde- 
terinimuione della hessiana. — Dai teoremi dimostrati risulta 
come ('orolhirio cln^: .ve la' curva f lut una parte comune con 
la Sìui hessiana, questa parte è una retta o una componente 
multipla di /. 

Ciò segue senz’altro dal teorema che un contatto t punto 
<1 con h "^"tuisce un flesso d’ordine i, per (iualsiasì valore 
di i. Ma la deduzione si ottiene già dalla conos(ieuza die le 
intersezioni semplici (mila hessiana sono flessi (caso i=l), 
apjiogg'iandosì alla nozione fornita dal cahmio ditt'ereiiziale 
che mia curva ìf = y{x) i cui punti siano flessi è una retta, 
in (pianto la (;ondizione analitica corrispondente e (\spressa 
dall’eiiiiazione differenziale 


appena iie(*essario rilevare la coimddenza di (piesta 
condizione analitica con la nostra detìnizione dei flessi. Posto 
il flesso nell’origine, la curva algebrica, (dicasi suppone avere 
ivi ini punto semplice, sarà approssimata in (piel punto dalla 
parabola 

y ax *d^ hx'' —|— «...^ 

aliìnclìè la tangente yz=ax abbia un contatto tripnnto sì ha 
la condizione 



Ora, a coiniilemento della osservazione precedciib^, no- 
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tianìo che: se la curra f contiene una parte inaìtipìa 
— contata i (> 1 ) rotte — ìa, 9 3/ — 3 rotte netta hes- 

siana di /. 

Infatti i punti di sono punti /-pii di / ìii cni le i tan¬ 
genti coincidono. 

8 i aggiunga che: / 2 )nnti seìiiptici detta curra 9 , non 
appartenenti atta, parte residua dì /, ed> aventi per la hessìana 
una molteplicità superiore a 3i — 3, sono i flessi della 9 . 

Invero si supponga che cp passi seinpliceniente i)er il 
punto ( 001 ) e abbia ivi come tangente la la sua 

e<|nazioiie sarà del tipo 


ax^x.^~^ {bx^' -H cx^x.^ + = 0, 

e quindi i termini di grado i + 1 in x^^x., per la f saranno 
dati da 


Uij^^ = cx^'^x., + dx^^~^ x.^) + alx^x^^~^^ + alx.,x^^x.^j 

essendo 




+ + .... = 0 , 


Peqnazione della parte residua di f (tolto 9 ^); sicché la con¬ 
dizione per la iperinolteplicità della hessiana in quel punto, 

cioè Panniillanìento identico di - equivale a ^Z = 0 , cioè 

óx.^ 

alla condizione che la tangente a.\ = 0 abbia tre intersezioni 
riunite con la 9 , La qual conclusione si accorda anche con 
la osservazione geometrica che la parte residua della hessiana 
di fl tolta la è la jacobiana della rete costituita dalle 

curve i)olari di /, private della parte fìssa 

L’avvertenza fatta in ordine alla iperinoltiplicità <l(‘lla 
hessinna di una curva i-pta 9 , vale anche a dimostrare che 
questa curva non può figurare netta hessiana di f 2 >fà che 
3i — 3 volte, salvo il caso che essa sia una retta. 

Kisulta anche, dal teorema concernente le parti multiple 
di /, che « se la hessiana di / è indeterminata, cioè il deter¬ 
minante hessiano si annulla identicamente, la ciirv^a / consta 
soltanto di rette (vsemplici o inultii)le) », giacche ogni com¬ 
ponente ?-pla di f può riguardarsi allora come facente parte 
della sua hessiaìia, ed avente per questa una molteplicità 
superiore a 3i — 3. 
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31:1 il teorema precedeiìte può essere precisato nel modo 
seguente ; 

Una curva (Vordine u la cui liessiana sia inditirminata 
si compone di n rette per uh punto. 

Anzitutto è chiaro che se f possiede uii punto a-plo la 
sua hessiaiia è indeterminata, poi<diè la conica polare di un 
punto qnalnnqne ha nn punto doppio. Ora per dimostrare 
l’enlinciato precedente basta riferirsi al caso di una curva 
composta di rette: supporremo dunque che contenga r rette 
distinte, semplici o multiple, a^a.^ ....a,.; designando con 0 

la molteplicità di si avrà 

n = :s 4 . 

h 

Le polari di / saranno curve d’ordine n — 1, con¬ 

tenenti la retta contata q, — 1 volte; all’infuori di queste 
parti lìsse le conterranuo delle curve variabili cp,.—,, 

d’ordine r —1, Il sistema delle 9,._i avrà come punti base 
i punti comuni a due o piu rette se per uno di questi 
punti, P, passano .v(>l) rette <^q^, p. es. codesto 

punto avrà precisamente per le la molteplicità s — 1, 

giacche — tenuto conto delle molteplicità delle rette a^a^.... 
passanti per quel punto - si ha che esso ha per f la mol¬ 
teplicità 

q -f- io ■ i " •••• + 4 
e (piiiidi Ila la molteplicità 

q + + .... P q — 1 

per le 

Tn —1 — ^ ' •••• ’ * T ?'—1 

Si agginng:i che le non hanno in V alcuna tangente 
fissa p; si esclude anzitutto cln^ le possano tutte toccare 
una medesima retta p diversa dalle rq, perche la po¬ 

lare d’un punt() di una tale p non può avere lìiu che 

^I + fi ~1- .... q — 1 

intersezioni con p riiinite in P; in secondo luogo si esclude 
che le (occhino mia delle rette .,..rq per giacché 
la polare di nn inulto fuori di rqh rispetto ad f si può de¬ 
terminare combinando linearmelit<‘ due curve composte: la 



()0 


LIHKO TEIJZO 


prima della polare rispetto ad aj'^ presa con a/j e 

l’altra di presa con 

Ciò posto, se la liessiaiui di / deve essere indeterminata, 
bisogna clie la jacobiana di tre curve qiialsiansi sia inde¬ 
terminata, e perciò le debbono appartenere ad un faseio 
o essere composte colle curve d’iin fascio (cfr. § 0). La i>rima 
ipotesi condurrebbe subito alla <*onclnsione enunciata, die 
tutte le rette passano per uu punto n-plo di / 

(cfr. § 4); ma occorre esaminare la seconda ipotesi più ge¬ 
nerale. 

►Se le 9 ,—^ sono composte colle curve d’un fascio, le (r— 1 
intersezioni di due di esse sono tutte assorbite dai imiiti 
base P e ciascun jimito base (.v l)-plo, essendo a tangenti 
variabili, ne assorbe precisamente (.s* — ly (cfr. il prossimo § 12 , 
oppure: L. 2 , § 13); avremo dunque: 

(r-lf = S(,s ~ 1 )^ 

D’altra parte, poiché un ])niito s-plo di 9 ,,^^ è comune 
a<l s fra le r rette .... sara 

r{r— 1) _.y^s(s — 1) 

Dalle due uguaglianze scritte si trae 
r-l:=-£(5~-l), 

conclusione die sarebbe incompatibile colla 
{r-ir = ^2(s-^ \y, 

ove la soniniatoria comprendesse più che nn 1 ermi ne. 

Si deduce die tutte le rette passano per mio 

stesso punto: 

r = s. 

(Juel punto è n-plo per /‘, e le polari di f forniano un 
fascio costituito da gruppi di rette di una ^ entro il fascio 
medesimo (cfr. § 3). 

Ossi rv((::wìif\ Ver n — 2^ la condizione di spezzamento 
d’iina conica, data dall’aiimillaiiiento del dderininante li(‘s- 
siaiio, si riduce alla solita, poiché codesto liessiano è il di- 
scriminanle di /. 
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9 . Nota sulla teoria delle forme polari generalizzata e 
suirespressione di una forma d’ordine come soiiiiiia di 
potenze i#-me. — La definizione di polare può essere genera¬ 
lizzata nel modo seguente: si consideri una curva d’ordine 
rappresentata sini)colicamente da 

f{x,x,x.;) = = 0 , 

c una curva di classe m (<i n) 

la curva di ordine n — m rappresentata simbolicamente dal- 
l’ecpiazione 

ilicesi eitrva polare della cp rispetto alla /, In particolare, se 

la 9 si riduce a nn punto P contato m volte, la polare di cp 

di viene la jjolare u«-iua di P rispetto ad /, e se invece la cp 

si riduce all’insieme di ju punti P^P^.^.P,,^ la polare dì q? 

diviene la polare mista di 

Se la curva polare della 9 rispetto alla/è iudeterminata, 
la cp dìcesi apolare rispetto alla f. 

Se mia curva "45 ha la classe m uguale all’ordine n della/, 
allora non vi è più luogo a considerare la curva polare di 9 : 
in rpiesta ipotesi la forma polare 

diviene d’ordine zero, cioè si riduce ud ima funzione bili- 
neare dei coefficienti delle / e 9 che (seguendo Battaulini) 
<licesi Varìuoìii:izante dijle dm^ forme ; questo nrnionizzante è 
simmetrico rispetio alle due forme, essendo i<lenticainente 

*SV r arnioni :oa ni e 

<' -0, 

le (ine currr/= = 0 , :p=in^J^ = 0^ diconsi eiasenna apo¬ 

lare risp('Uo dir altra oppure armoniehe fra loro. 

M facile' riconosc(‘re il fatto gtuierale che: se la forma (p> 
di idasse m n è sp<^coe(ta in dne (dire; 
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la polare di 9 rispetto ad f è la polare di rispetto alla 
polare di ty,. 

Quindi, in parlicolaro: una forma dì classe ni < n che 
sia apolare rispel^fo ad /, costituisce una curva armouica ad/ 
insieme ad una <jualsiasi curva di classe n — in. Vale pure 
la proposizione inversa che scaturirà dalle considerazioni che 
seguono. 

La forinazione delle polari e dell’aruioiiizzaiite mette in 
luce il loro carattere iuvariantivo (efr, L. r, J5), che risul¬ 
terà anche dal sii>'inli<'ato i>eoinetrico della relazione d’aruionia. 

Intanto osserviamo che: 

Tutte le curve dì classe (o d’ordine) n armoniche ad una 
data d^ ordine (o risp. classe) n formano un sistema lineare 
di dimensione 


1 



ìHu -4-o)j 


Le curve V di classe (o d’ordine) n armoniclic ad r curve 
indipendenti d’ordine (o risp. di classe) n sono armo¬ 
niche a tutte quelle del sistema lineare (t definito <lalle 

suddette e formano nn sistema lineare Y di dimen¬ 

sione iV - r. Il sist(uua Y di<‘esi associ<(to a (7 , e C è 
allora assotdato a Y , 

(Questi enunciati si ^’iusriti<‘ano ricor<lan<lo la hilinearità 
dell’ariuoiiizzaiite a./\ e ricordando che un sistema lineare 
di curve d’ordine (o <li (dasse) a, è detlnito da eipia- 
zioni lineari fra i coefficienti, ritenuti come coordinate delle 
cnrv(^ stesse (efr. L, V, § li). 

Usando del linguaggio degli iperspazi si può dire die la 
relaziotie ìY armonia pone una correlazione fra due spazi 
uno dei (piali rappiTsenta il sistema lineare delle curve-luogo 
(d’ordine n) e l’altro il sistema lineare delle curve-inviluppo 
(di ugnai classe). Si noti che la corr(dazioiie anzidetta non 
degenere, sicché non esiste ahmna curva d’ordine a (la cui 
(Mjuazione inni svanisca identieanieiite; che sia armonica a 
tntt(‘ le eurv(^ di classe n. 

Da (*iò s(‘gne come corollario la proposizione a cui sì è 
già so[)ra a(*(*.eiinat(): se una curva di classe m n, Uy**^ rO, 
somm((t<( ad una qualunque curva — 0 dà ìiua 

curva 4(rmouica alla essa è apolare rispetto 

alla f. 
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Infatti per ipole.si svanisce identicamente la polare d’or¬ 
dine 0 di rispetto ad /, che è l’armonizzante delle 

due forme; ora codesta polare si ottiene come polare di 
risi)etto alla polare <li 

= 0 , 

ossia è l’ariiioiiizzaiite delle due forme ? 

poiché <iiiesto armonizzante è nullo qualunque sia se,i>‘iie 

che la forma è idenlicameute imlln. c. d. d. 

Il teorema precedente permette di costruire le curve di 
classe mCin apolari rispetto a una curva / di ordine n. 

Se la / è lina conica non vi sono punti apolari rispetto 
ad essa, tranne nel caso di degenerazione di /. ^la se la / è 
una cubica esiste uii sistema lineare di coniche inviluppo 
apolari rispetto ad /; esso si ottiene intersecando i sistemi 
<li coniche che insieme ai punti del piano formano curve di 
terza classe appartenenti al sistema associato ad / (fra codesti 
sistemi ve ne sono tre linearmente indipendenti). 

Siniiliiiente si trova che ima (]nartica allatto generale 
possiede un sistema lineare oo® di curve di terza classe apo- 
hiri, ma non possiede in generale una conica iiiviliiiipo apo- 
hire, giac'chò fra i sistemi di coniche inviluppo residui 
delle con ielle del piano rispetto al sistema associato ad / ve 
ne sono in generale (> liin^ariiiente indipeiuhniti. 

Ora cerchiamo il sigilitìcato geometrico dtdhi relazione 
d’armonia. 

Una curva a j.^^ — 0 (V ordine n è arnìonica a ogni suo 
ininto contato n voìte^ e vicevtu’sa se mi punto contato n volte 
è armonico alla curva = esso appartiene alla curva. 

Infatti indichiamo con le coordinate del punto {>-); 

1’^inazione del detto punto contato n volte è 

sicché l’armonizzante 

«/ = () 

ogni qual volta il limito {y) appartenga alla —0. 

Correlativanieiite: una curva di classe n è (frìnon/ra a ogni 
-sua tangente contata n volte^ e viceversa tutte le rette che 
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coniate n volte (lamio curve ariiioiiiclie alla data, sono ad 
essa 1 ano-eliti. 


Osserviamo che N = 


u{n + o) 


tauo-enti oenericlie di ima 


curva di classe u (che non siano base per una schiera — si¬ 
stema lineare di curve inviluppo — di classe ii), quando 
veno-ano coniate ciascuna u volte, costituiscono N curve 
Ìlìuarmente iniììiundmti'^ altriineuti, in forza del teorema 
precedente, tutte le curve di classe n che hanno coiiumi con 
la data N —1 tano-enti avrebliero coniiuii ('Oii essa tutte le 
altre tano-eali. Si deduce che: 

H sistema liìieare associato ad una curva di classe ìi 

c definito dalle tangenti alla curva eoo tate u volte, e cor rela¬ 
tivamente. Si ha così il sioiiitìcato ^>eoiuetrico della relazione 
iV arinoli ia. 

Osserva:;ione. Oeiieralizzaiido il teorema precedente si 
vede che; la polare di una curva. 9 di classe m <Cn rispetto 
ad una curva d'^ ordine n è il luogo dei punti die, contati n—m 
volte, formano con :p curve armoniche ad /. 


ha teoria «Ielle polari geneiali/zata trae origine ed iin- 
portaiiza dal probhnua di « (spriiuere ima forma d’ordine n 
come somma di potenze u-ine di più forme lineari ». 

Questa proprietà si traduce in effettive condizioni d’ugua¬ 
glianza non appena il numero di codeste forme vale r<N. 
Invero sussiste il 

Timrema foiulameiitale. La condi:ione necessaria e saffi- 
dente perchè una forma, ternaria, f, d^ordine n, si esprima 
come somma di r N) poten:e n-me, af,....af^, è ehe tutte le 
curve di classe a tangenti alio r-latero a..a,, = {) sieno armo¬ 
niche ad f. Un tale r-latero si dirà armonico ad /. 

ha (liinostrazione d(d teorema si svolge come segue, 
ha condizione ò necessaria: infatti ogni curva tangente 
alle r retti^ è arm()iii(*a con ciascuna di (\sse contata n volte, 
(piìndi aiiclu' con la curva data Viceversa, se tutte le 
curvi' taiigimii alli' r rette sono armoniche alla/, esse costi¬ 
tuiscono ini sistema lineare, il cui associato contiene /: ora 
(piesto sistiMiia associato ò dideniiinato dalle r rette contate n 
volt(', (' (luiiidi / si ('spriine linearmente per (\sse. 

Il teorema pre(*e(leiil<^ porge la costru:ionc dei polilateri 
di V o —1 luti armonici ad una curva /(l’ordine n. 
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Si obterrà mi N-laUro armonico ad f assimieiido a<l 
arbitrio N —L rette ^>'eueriche ed associandovi una 

taii«reiite alla curva armonica ad f cbe ò determinata dalla 
condizione di toccare le 

Si otterrà un (N—lyjatero armonico ad / assiiiueiido ad 
ar])itrio N —2 rette generiche del piano od asso¬ 
ciando a cpieste una fra le — {N —= -^ + 1 

residue tangenti base alla .schiera delle curve di classe n che 
.sono aruioniche alla / e toccano le ....rrjv_ 2 . 

In particolare, per n — 2, si otterrà un quadrilatero armo¬ 
nico ad una conica f .scegliendo ad arbitrio tre rette gene- 
riclie a.yj e<l associandovi la (piarta tangente lìssa della 
schiera di coniche armoniche ad / toccanti a^^ a^. Le tre 

coppie di vertici del quadrilatero, costituendo coniche invi¬ 
luppo armoniche ad/, sono copj)ie di punti coniugati. E chiaro 
che ogni quadrilatero di cui due coppie di vertici opposti 
.sono coniugati è armonico ad /; segue da ciò che « se due 
coppie di vertici opposti dMin quadrilatero sono coniugate 
rispetto ad /, altrettanto avviene per la terza coiipia » (teo¬ 
rema che sotto altra forma è stato enunciato da HKSsr], 1840). 

Una classe notevole di polilateri armonici ad una curva/ 
d’ordine n e costituita dagli {n ~\-\ygoni coniugati (Eeye, 1870; 
Eosanes, 1873) che si definiscono come segue. 

Anzitutto un n-gono si dice coniugato ad / se, considerato 
come mia curva di classe a, è armonico ad /: presi ad 
arliitrio n — 1 vertici, il luogo del punto che insieme adessi 
costituisce un u-goiio coniugato è la retta polare mista di 
quei punti, cioè la curva iiolare dell’ (u — l)“goiio da essi 
costituito. 

Ora un {n + iygono si dirà conhigato ad / .se gli n + 1 
H-goui formati coi suoi vertici sono coniugati ad /, cioè se 
la retta polare mista di n — 1 qualunque fra i suoi vertici 
contiene i due riiiianeiiti. 

Per a =2 gli (u-f-l)-goui coniugati sono i triangoli 
coniugati delle coniche. 

Gli (n-l-l)-goni coniugati ad/.sono : indicando con 

— 0, «p = 0, = 0,...., 

le equazioni di n +1 punti — in coordinate di rette — la 
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condizione perchè essi formino nn {?i + l)-g’oiio coniiii>'ato 
ad8i traduce in n + 1 equazioni che si ofctenoono 

aiinnlhuido u-hl prodotti simbolici di grado jq del tipo (i^a^ . 

Se si aggiiuig’oiio a-t-1 e(iiiazioiii lineari rispettivamente 
nelle a, S, y-.., esprimenti che i vertici dello (w-h l)-gouo 
debbono appartenere ad n d- 1 rette date, la costruzione dello 
(u d- l)-goiio viene a dipendere dalla risoluzione di un sistema 
di 2n-p2 equazioni u-liiieari in 2n d- 2 variabili, sistema che 
ammette in generale nn numero finito di soluzioni. 

TJn {il + \ )^ono coningato ad f, conniderafo come poìigoìio 
(a d^ 1 )ìi 


enmpìeto di 


2 


lati, dà luogo a un poUlatero annonico. 


Osserviamo anzitutto che le curve di classe n iscritte 
l)n 


Il 

nello — 


daterò sono oc»' e non di più; invero se, ])er 


esempio, codeste curve formassero mi sistema lineare oc”+*, 
dovrebbe ogni curva di classe n tangente a tutti i lati meno 
lino toccare di conseguenza anche l’ultimo lato; invece ciò 
non accade per una curva di classe n clic si formi aggiun¬ 
gendo agii ud-1 vertici dello (a d-l)-gono fuori di codesto 
Iato, nn punto qualsiasi del piano che non cada sul lato 
stesso, f'io posto è agevole riconoscere che gii n d- 1 n-goni 
formati con u vertici del nostro (a d- l)-gono, cost ituiscono 
u d-1 curve di classe u ìinearniente iudipendenti ; giacché 
combinando linearmente n di quei gruppi di punti si ottiene 
un sistema lineare di curve inviluppo degeneri da cui si 
stacca il vertice ad essi comune. Segue (iiiindi il teorema. 

Vediamo ora come si costruisca mi (u d- l)-gono couiii- 
gato, nei casi n = 2, 3. 

La costruzione del triangolo coniugato a ima conica è 
ben nota: preso ad arbitrio nn vertice A nel piano della 
conica, ma fuori di (piesta, basta aggiungervi due punti 7>, C 
che appartengano alla polare di A e siano coniugati ad /; 
le coppie di punti 7?, C separano armonicamente le interse¬ 
zioni della retta con la conica. 

La costruzione di un (inadrangoìo coniugato rispetto ad 
lina cubica/, si ottiene come segue, rrendansi ad arbitrio due 
punti geiKu’ici A e 73 nel piano della cubica e sia p la loro 
retta polare mista; nn (jiialsiasi punto C di p forma con A 
o B un triangolo coniugato ad /, ma questo triangolo non 
fa parte, in generale, di ini quadrangolo coniugato, giacche 
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il quarto vertice D di nii tale quadrangolo deve stare su i) ed 
anche sulle i>olari miste di AG e di BC. Ora è facile vedere 
che, al variare di C sopra le due rette polari miste di AG 
e J5(7descrivono due fasci proiettivi (risiiettivauieute di centro B 
e A); \ punti uniti della iiroiettività die essi deteriniiiano su p, 
iusieui (5 ad A e jB, foriiiauo un quadrangolo coniugato ad /. 

Ter ogni curva (o i)er ogni sistema di curve) d’ordine r 
si i)oiie il iirobleina di ridurne l’equazione Ma forma taìioìnca, 
costituita da mia somma del minor numero lìossìlnle di po¬ 
tenze n-me. Vediamo a quali sviluppi e costruzioni dia luogo 
ipiesto problema per i casi piu semplici: «=2, 3, 4. 

a) Gonielle e trilateri armonici. Una conica non dege¬ 
nere non possiede bilateri (e tanto meno nnilateri) armonici, 
giacche l’equazione = 0 rapiiresenta una coppia 

di rette passanti per il punto ( 001 ). Un trilatero armonico ad 
ima conica è dato da un triangolo coniugato; preso conn^ 
triangolo fondamentale delle coordinate, e facendo una scella 
opi>ortuna del punto-nnilà, si ottiene l’equazione della conica 
sotto la nota forma canonica 

f + a:/ -h 0 : 3 - = 0 . 

La costruzione di un trilatero armonico a partire da un 
lato a si può fare correlativamente a quella ricordata innanzi, 
ove si parte da nn vertice. JNFa il teorema fondameli tale sui 
polilateri armonici conduce anche alla costruzione seguente: 
^ le coniche arinoniclie ad f e tangenti ad a formano ini sistema 
lineare di coniche inviluppo; le collibie di rette h e c, 

che insieme ad a costituiscono nn trilatero armonico, sono 
tangenti iid anziché ad coniche 9 . Saiipianio già che 
codeste coppie formano l’involuzione delle relte coniugate 
ad / i>er il polo di a; osservando die ' 9 ; è un (jualsiasi 
sistema di coniche-inviluppo con una tangente llssa, e 
tradiiceudo per dualità si deduce: 

1)1 ogni sistenm lineare di coniche (luogo) con un punto 
Ììase A, esiste un fascio di coniche spezzate in una irti a per A 
e in una residua retta a (in generale non p<assante per J.) 
sHÌÌa> quale le dette coniche segano le coppie di loia , siceliò 
le c>o* coniche per un punto di una coppia passano di con¬ 
seguenza per il coniugato. 
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Osservazione, Il fatto che niia conica non de,genere / am¬ 
metta oo 3 trilateri armonici (triangoli coniugati) fra cni si 
trovano dei triangoli degeneri in due vette una delle quali 
contata due volte, sembra a inuma vista contraddire alla non 
esistenza di bilateri armonici. Infatti se si scrive f come 
somma di tre quadrati di forme lineari, due delle quali ven¬ 
gano a‘ coincidere, pare si ottenga / come somma di due 
quadrati soltanto. 

Ma in realtà, se il passaggio al limite si effettua tenendo 
ferma la conica/, fequazione limite di / viene a svanire: 
invero sia per es. 

x.^ — == 0 , 

e si assuma il trilatero armonico 


si avrà 

{x^ — ax.^f 

die diventa identicamente nnllo per i valori a = ±\ cui 
corrisponde la degenerazione del trilatero in bilatero;se invece 

si divide per 1 — i coefficieiiti di (x^ — —yj 

diventano infiniti. 

Passiamo al caso di due coniclie f e Esiste in gene¬ 
rale (cioè quando / e cp non si toccano) un trilafinu) armonico 
o triangolo coniugato connine, che permette di ridurne simul¬ 
taneamente le equazioni alla forma: 

/= rr/ + rv/ + = 0, 9 = 

Codesto triangolo è costituito, come è noto, dai punti uniti 
dell’omografia prodotto delle due polarità rispetto alle due 
coniche (vi sono infiniti triangoli coniugati comuni nel caso 
del doppio contatto delle due coniche, in cui la suddetta 
omografia diventa un’omologia). 

Ora — per il teorema fondamentale — il triangolo coniu¬ 
gato connine ad / e cp è caratterizzato dalla condizione che 
le 00 ^ coniche ad esso iscritto appartengono al sistema oc» 
associato al fascio di / e 9 . Osservando che codesto sistema è 


(x, — ^ = 0 , 


-«'(a;, — ^1+(1 = — x^^i, 
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un sistema lineare qualunque di coniclie-iiivilupiM) privo 
di taiioeiiti fisse, e tradncendo per dualità, si deduce: 

P<r ìoi sistema lineare di coniche (luogo), senpa ininti 
base, esiste un triangolo tale iflte latte le coniche passanti 
per un vertice passano di conseguenza per gli altri due, 

Oousideriaiiio ora due triangoli coniugati ad ima mede¬ 
sima conica /. Per ciascuno di essi vi è un sistema lineare 
di coniche inviluppo iscritte; e siccome i due sistemi sono 
iiiiinersi nel sistema associato ad /, essi hanno una conica 
comune. Vale anche la (Huisiderazioiie correlativa, e perciò si 
conclude il noto teorema di Stioineu (1832): Due triangoli 
coniugati ad una conica sono insieme iscritti in una conica e 
circoscritti ad itid altra. 

Viceversa: se due triangoli sono insieme circoscritti (o 
iscritti) ad una conica^ sono anche coniugati rispetto ad uidaltra 
conica e però (BuiANOnox, 1817) iscritti (o circoscritti) ad tuia 
terza. 

Infatti i due sistemi lineari c>c 2 delle coniche inviluppo 
iscritte nei due trilateri posseggono^ una conica connine e 
(piiiidi stanno in un sistema cui ò associata una conica; 
rispetto a questa i due triangoli sojio coiiiiigati, 

Come corollario si ottiene (con Un Paotus) il 

Teorema di Foncelet (cfr. L. 2®, § 1, pag- 1G4): Date due 
coniche f e se ri è un triangolo iscritto aW una e circoscritto 
airaltraj re ne sono infiniti, 

Infal ti si costruisca un secondo triangolo circoscritto a 9 
ed avente due vertici su /, il terzo vertice si troverà sulla 
stessa conica 9 che è determinata dai due punti anzidetti 
presi insieme ai tre vertici del primo triangolo. 

In seguito a ciò si ottiene mia semplice interpretazione 
geometrica della relazione d’armonia fra due coniche. Si noti 
che i triangoli coniugati rispetto ad una conica f sono e 
che in ciascuno di essi sono iscrilte coniche armoniche alla 
data; parrebbe diiinpie che le coniche armoniche ad/fossero 00 ^ 
anziché 00 * come accade effettivamente; si deduce pertanto: 

Se due coniche sono arnioniche, ciascuna di esse è iscritta {e 
similmente circoscritta) ad infiniti triangoli coniugati alValtra{% 


d) Cfr. Smith « Proceediiigs of thè Loiulon math. Soc. », t. 6, j)ag. 94; 
ItosANES s Matli Aiinalen, Btl. 6 » ; Darbocx « Biillettin de la Soc. Math », 
t, 1, pag. 3X8. 
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b) Cubiche e quadri!(fieri armonici» Una cubica / ìwu 
Ijossiede in generale per cui / possa ridursi 

alla forma: 

f= -h 

o (per ima scelta conveniente del punto unità) 

x.,^ -H x.^» 

Infiliti le combinazioni lineari di tre cubi danno luogo 
a co® anziché ad oc^ cubiche, e però a cubiche proiettivaineide 
particolarizzate (le cubiche equianarmouicUe di cui discorre¬ 
remo nel prossimo capitolo). 

Invece una cubica generale f iiossiede quadrilateri 
armonici che si costruiscono come segue: si ricordi che / aui- 
niette mi sistema lineare di coniche inv iluppo apolari, cp; 
scella ad arbitrio una retta generica a, \i è una schiera di 
coniche cp tangenti ad a, le altre tre tangenti base della 
schiera, Z>, c, d, formano con a un cpiadrilatero armonico. 

Infatti, le coniche iscritte in a bcd essendo apolari 
rispetto ad f, associandole ai punti del piano si ol tengono 
curve di .T classe armoniche, fra le quali ve iie sono G linear¬ 
mente indipendenti; ciò significa che tutte le co^ curve di 
3^ classe iscritte in abcd sono armoniche rispetto ad/, e 
quindi abcd é un (jiiadrilatero ariiionico c. d. d. 

Perchè la dimostrazione precedente sia conclusiva occorre 
osservare che le curve di 3"^ classe iscritte in mi quadrilatero 
abcd non possono inai formare mi sistema lineare sovrabbon¬ 
dante di dimensione r>5; invero se così fosse, il sistema 
residuo di tre punti rispetto al iioiniiiato, darebbe luogo a più 
che coniche iscritte nel quadrilatero. 

T (]uadrilateri armonici ad una cubica / si trovano in 
una interessante relazione con la cnliica à, hessiana di / (‘). 

Invero si noti che le coppie di punti apolari rispetto ad / 
ai>partengono ad h e costituiscono su questa c>c* coppie di 
punti corrispondi idi^ per modo che la conica polare di un 
punto ha come doppio il punto corrispondente. Ora le tre 
coppie di v^ertici opposti di ini quadrilatero armonico (costi- 

(q Questi quadrilateri iscritti in h sono considerati da Cuemona 
« lutroduzioiie », n. 104, (Opere, t. I, i)ag. 439). 
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tiiendo coniche iscritte e quindi tipolari) daranno tre coppie 
di i)Qnti corrispondenti su li. Segue <la ciò (De Paolls) che 
il quadrilatero armonico deteriniuato da una retta a ha come 
vertici le tre intersezioni di a con la hessiaiia e i loro tre i)unti 
coi’rispon denti. 

c) Quartiche e pentaì(iteri (irìnouici. Le combinazioni 
lineari di quattro quarte potenze di foiaue lineari ternarie 
contengono 12 coefiicienti, e però danno luogo a quar- 
ticlie. Si comi)rende perciò come l’esistenza d’un quadrilatero 
arinouico per una quartica /, imx>onga a questa 3 condizioni 
(essendovi qiiai’tiche) e quindi non i) 08 sa avverarsi i)er 
mia / generale. 

Contiamo invece i parametri che figurano (omogeuea- 
mente) nella combinazione lineare di cinque quarte iiotenze: 
essi sono 15, cioè alti'ettanti quanti i coefficienti della quar¬ 
tica generale; sembra dunque — a prima vista — che una 
quartica generale, /, debba possedere un numero lìnito di 
lientalateri ai*monici. ]Ma d’altra parte, se / possiede nn pen- 
talatero armonico, bisogna che la conica iscritta in esso sia 
apolare rispetto ad /, ed abbiaiu visto che mia quartica gene¬ 
rale / non possiede coniclie apolari, imichè l’esistenza di una 
siffatta conica si traduce \n una relazione fra i coefficienti di/ 

Come spiegai'e la contraddizione? Questa ci ammonisce 
che non è lecito usare i computi di costanti diinenticaudo i 
criteri che ne rendono legittima l’aiiplicazione (cfr. L. 1°, 26). 

La detei'iuiuazione di un iientalatero armonico ad / implica 
una riduzione a forma canonica dipendente da 15 equazioni 
fra altrettante variabili ; ma non si imo affermare (i 'priori 
che tali equazioni sieno in generale compatibili; se non lo 
sono, come l'isiilta in fatto dalla non esistenza d’una conica 
apolare ad nua quartica generale, avverrà che ogni quartica/ 
particolare, la quale sia dotata di un pcntalatero armonico, 
dovrà possederne influiti. 

Che una quartica non jiossegga in generale nn xìentalatero 
armonico, contrariamente alla apparenza <lel computo delle 
costanti, è stato scoxìcrto da Cleuscii (*), il (jiiale ha asse¬ 
gnato Viumridìite di sesto grado della/che si annulla quando / 
l)nò esin*imei*si come somma di cinque quarte i>otenze, cioè 
quando esiste per / una conica apohire. 


(q Journal fiir ^latliematik, Btl. 59, png, 113. 
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Ora dimostreremo che Paiizidetta condizione non è sol¬ 
tanto necessaria, ma altresì siifiiciente per resistenza dì co* 
pentalateri armonici ad / (^). Avremo dunque il 

Teorema: Una ([mniìca non lìossmìe in generale alcun 
lìentalatero arìnonieo; con(ìi:;ione necessaria e sufficiente per 
V esistenza, di Uìi tale lìentalatero è V esistenza una conica 
apolare 9 , che si esprime con l’annullamento (\o\V invariante 
di sesto grado di Clebsch. Se eiiiesta condizione è soddisfatta, 
la quartica poSrSiede (non imo ma) pentalateri armonici, 
ette si costruiscono come segue. 

Osserviamo anzitutto che le curve di 4"" classe armo¬ 
niche ad / hanno comuni con cp irruppi di 8 tangenti, 
componenti una serie lineare ciò si vede meglio tradii- 

ceiido per dualità: 1111 sistema lineare di curve del 4'" ordine 
determina sopirà una conica luogo, (7, una serie di grujipi-se- 
zione quando tutte le quartiche (*omposte di C e delle 
oc" coniche del piano apjiarteiigano al nomi nato sistema 
Ora la detennìiiazione dei pentalateri armonici ad /, circo- 
scritti a si riduce (per diialità) alla determinazione dei 
griijipi dì 5 punti, T/., che appartengono ad anziché ad 
oo^ gruppi delIMndicata ; e pertanto codesti ( 7 ^ sono i grnjipi 
d’iiiia iiivolnzioue 0^. ottenuta su G come serie colmine a 

5 

quattro , residue di quattro terne di punti linearmente indi¬ 
pendenti rispetto alla g\ 

Dunque i pentalateri armonici a f formano una involu¬ 
zione di gruppi di tangenti della conica apolare 9 . Si esclude 

' 5 

che una / dotata di conica apolare possa iiossedere in gene¬ 
rale più che pentalateri armonici, in base al precedente 
coinpiito di costanti, poiché resistenza (fiina eoiiiea aimlare é 
espressa dall’annullaineuto d’iin solo invariante della quartica. 

IO. Notizia storica e coinpleineiiti: pentaedro di Sjlvester 
della superficie cubica. — Le brevi indicazioni che seguono 


(0 Cfr. Lurotii, « Matti. Ann a leu », Bil. 1. 

(^) Per le nozioni elementari rtie qui ocoorrouo Bulle involuzioni di 
(71 — l)-ina specie, ai)i>arteiiente ad una retta (o conica) cfr. L. 2®, 

$ 6, Voi. I, pag. ]925 più tardi toruereiiio con maggiore ampiezza su tale 
argomento (L. 5"'). 
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si possono completare dallo studioso con la lettura della me¬ 
moria di De Paolis « Alcune applicazioni della teoria gene¬ 
rale delle curve polari » (*), noncliè del libro di W. ¥. ^NtEVEU 
« Apolaritiit iiiid rationale Ciirven » (Tnbiìiga, 1883). In queste 
opere e nel § 5 dell’articolo di Berzolaiii (Pa.scal’s Eeper- 
torium pag. 1!81) si troveranno in particolare gli esatti rife¬ 
rimenti bibliogralici, a cui qui si accenna nella forma pin breve. 

L’origine del problema di rax)presentare nìi x^oliiiomio 
(o lina forma) di grado u come somma di xiotenze 9i-ine di 
csx)ressioiii lineari, si x)iiò riattaccare alla forma canonica 
dell’equazione di mia conica (o d’ima (iiiadrica) rifinita agli 
assi. Si x)resenta qui iin caso particolare metrico che — colla 
creazione della Geometria proiettiva — doveva naturalmente 
suggerire l’idea generale dei triangoli (e dei tetraedri) coniugali. 

Una generalizzazione essenziale di questa teoria si lui 
colla scoj)erta del pentaedro armonico d’iina snx)erfìcie di 
3^ ordine, dov uta a Svlvester (1851) (~): V ciiuazione d,Uina 
^perfide cubica generale può esprimersi anmiìlando la somma, 
di 5 cubi, e questa rappresentaizione è possibile in un sol modo 
(in rapi)orto a un griqixro ben determinato di 5 xiiaiii che 
corrisimudono alle espressioni lineari elevate a cubo). 

Vista la grande iinxrortanza di questo resultato daremo 
un rapido cenno delle dimostrazioni che vi conducono: 

1) La scojìerta di un pentaedro armonico della sui>erlìcie 
cubica, nell’ordine di idee della nieinoria di Svlvestku, sorge 
da un semj)lice comxìuto di costanti, che tuttavia esige qualche 
osservazione jrer assumere nu v alore rigoroso. Vi sono '^-^ ^siqìer- 
flcie cubiche e combinando linearmente 5 x>iani 

contati tre volte si ottengono dunque sui>erlicie cubiche in cui 
lìgurano 19 xuirametri; da ciò a^rpare che ogni snx)erlìcie cubica 
ammetta un nuineio finito di rax)presentazioni i)entaedrali. 
La vera sco^rerta di Svlvester è V unicità di tale ra^^pre- 
sentazione, che l’autore accenna di aver desunto dall’esame 
della hessiana della siixrerficie cubica. La dimostrazione di 
questa unicità x)uò farsi semplicemente come segue: i 10 verli(n 
d’nu i)eiitaedro armonico danno quadriche polari spezzate; si 

(9 Memorie dell’Ace. dei Lincei, voL 3, 20 giugno 1886, 

(9 « On eliminatioti, trasforination and canonical fornis » Cambridge 
and Dnblin Math. Journal, voi 6, (1851). 

Cfr. Steiner, « Ueber die Flachen dritten Grades », Journal fiir 
.Matb., Bd. 53, pag, 139, (1856). 
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tratta dunque di stabilire che il uiuuero delle quadriche si)ezzale 
ai)i)arteneuti a un sistema lineare oo® (quale è il sistema delle 
quadriche imlari) vale i^recisauieute 10; ora, osservando che 
questo uuuiero (ove non diveuiG^a Unito) resta costante per 
o<»’iii vsistema lineare di (|uadriclie, basterà calcolare il 
numero delle quadriche spezzate i)assanti per 6 punti vene¬ 


rici, che è appunto 



= 10 . 


Per eomidetare il conto di costanti che conduce alla sco¬ 
perta del pentaedro di Sylyesteiì, occorre verificare che una 
sui>erficie cubica dotala di rappresentazione pentaedrale, p. es. 


f= + ir/ + x/ + ir/ q- (it\ + ir, + ^'3 -h x^Y = 0 


non j)ossiede influiti pentaedri armonici. Una tale verifica sì 
otterrà agevolmente notando che — nei caso oj)posto — il 
luogo dei vertici costituirebbe mia linea di punti le cui qua¬ 
driche j)olari si si)ezzauo, la quale incontrerebbe la suixu- 
flcie /; i punti dMucontro dovrebbero (\ssere j)er f i)unti dojqii 
o jnuiti pev cui la sezione col piano tangente ha un ininro triplo. 

La jirima dimostrazione completa deli’esistenza del pen¬ 
taedro di Sylvester è dovuta a Clebscjt (*) (ISflO) e a 
CuEMOXA {') (18G8). Il ragionamento di questi autori svilaj)pa 
aj)X)uuto l’osservazione, già contenuta iu Sylvesteu e Steiner, 
che i li) vertici del pentaedro vengono dati dai punti dojipi 
della superficie del 4"^ ordine hessiana della cubica /. 

2) Una dimostrazione diretta, senza i^rtire dalla hes- 
siauii, e dovuta a Eeye (^) (1872), il quale — valendosi della 
teoria delle polari generalizzata — dimostra prima Pesistenza 
di infiniti esaedri armonici e da questi deduce l’esistenza del 
2 )entaedro. La deduzione della equazione pentaedrale dalla 
equazione esaedrale di una superfìcie cubica, si ottiene anche, 
col Beltrami (^), iu base alla decomposizione delle funzioni 
razionali fratte. Ija dimostrazione di Keye si i)nò svolgere, 
ili connessione coi teoremi che iiriina abbiamo dato i)er le 
curve, nel modo seguente. 


(q Journal fur ^[ath., Btl. 08, pag. 309. 

(2) suo classico « ^ Fé moire de Geometrie x>ure sur les siufaces de 
troisième ordre », Journal fiir Math,, B^l. 68. 

(^) Jourmil fi ir Malli, Bd. 72. 

(*) Istituto Lombardo, 1879 - Cfr. Opere, Voi. I, pag. 3ol. 
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Si suppone esl:e.su alle superfìcie il teoreinn che: la con¬ 
dizione i)eic]ie l’e<iiiazione di mia superficie /, d’ordine si 
esprima come combinazione lineare delle potenze a-esiuie dì 
r piani e che tutte le siiperlìcie di classe inscritte nel po¬ 
liedro costituito dai detti piani siano armoniclie alla /. 

Vi sono esaedri armonici ad /; uno di questi viene 
determinato dandone ad arbitrio imo spigolo a; i 4 piani a, 
P, y, 6, non passanti per sono le facce del tetraedro coniu¬ 
gato al fascio delle qnadriclie polari dei punti di a. Invero 
se h e c sono due spigoli opposti del tetraedro anzidetto le 
terne di 2 )unti inese da c sono armoniche rispetto ad/, 

e perciò le a e h sono spigoli opposti del tetraedro coniugato 
alle qiiadriche polari dei punti di c; le due facce di questo 
tetraedro j^assanti i)er a, insieme ad a, [B, y, g, formano nn 
esaedro che si dimostra essere armonico ad /. Merita anche 
di essere notata l’analogia di questi esaedri (che risultano 
iscritti nella hessiana di /) coi quadrilateri armonici ad una 
cubica 2 )iana. 

Ora le qimdriche iscritte in un esaedro armonico sono 
apolari rispetto ad /, In particolare sono apolari le oo- qna- 
driche iscritte nella sviluppabile cubica clic tocca i G piani 
dell’esaedro (si rammenti che, come G punti deterniinauo una 
cubica gobba per cui passano le oo- qnadriche di una rete, 
così — correlativaiueiite — G piani generici determinano una 
svihq>pabile cubica elio è circoscritta ad qnadriche). 

Osservando che tutte le (piadriche apolari ad f foruiaiio 
un sistema lineare di quadriche-iiivilnppo, si può dimo¬ 
strare che due sviluppabili cubiche siffatte hanno a comune 
5 piani, i quali formano il pentaedro di SvLVESrnn. Affinché 
lo studioso possa ricostruire tale dimostrazione, tradurremo 
per dualità i princìpi su cui si fonda: due cubiche gobbe 
hanno a comune 5 punti allorché ax)parteugono ad una mede¬ 
sima qmidrieae sono — su questa — cubiche di diverso sistema 
(bisecanti le generatrici di diverso sistema); due cubiche gobbe 
giacenti su una quadrica sono di diverso sistema se non pos¬ 
seggono Infinite corde comuni (*). 

Alle notizie i)recedenti aggiungeremo che, ove si voglia 
effettivamente esprimere una forma cubica quaternaria come 
somma di 5 cubi, conviene formare il covariante dì quint’or- 


(b Cfr, p. es. Enuiques, « G. Descrittiva », Parte II, $ 41, 
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(line die rappresenta il iieiitaedro, il (jiiale è stato oalcolato 
(la Gokdax C) (1871), Questo covariante svanisce soltanto nei 
casi (li degenerazione del pentaedro (studiati da Eodembbko 
e Le-Paige). 


La considerazione delle forme binarie annoniclie risalta 
a Battagltni, che vi ha dedicato diversi lavori pubblicati 
dall’Accadenna di Napoli fra il 18t)4 e 18G8. Nelle prime me¬ 
morie del IS()4 l’autore introduce l’armonizzante di due 
forme binarie cubiche e (piartiche e considera i sistemi lineari 
associati che con queste forme si possono costruire. Nel 18()7 
questi commetti sono estesi alle forme binarie di ^rado qua¬ 
lunque e se n(‘ fa a 2 >pli(^azioue al problema di esprimere una 
forma binaria come somma di jiotenze di forme lineari. Questi 
e altri importanti resultali sono stati estesi dallo stesso Bat- 
TA(iLiNi alle forme ternarie nel 18G8. All’analogo soggetto 
si riferiscono le ricerche di Bo>sanes pubblicate nel Journal 
fhr Mathematik negli anni 1872 e 1873; nell’ultima memoria 
Bosanes (sotto il nome di forme coniugate) considei’a le forme 
armoniche con un numero qualunque di variabili. 

Indipendentemente dai citati lavori, i principi della teoria 
delle polari generalizzata si trovano in Clifeokd (18G8) e in 
varie memorie del Beve, contenute nel Journal fiir hrathe- 
inalik, a partire dal 1870. Al Beve stesso, di cui abbiamo 
citato le ricerche sul pentaedro*di Svlaester, e a Bosakes, 
appartengono le principali appli(mzioiii di questa dottrina. La 
(piale fu poi sistemata e ricevette ulteriori SA'iluiipi per opera 
di De I^xVoias, nella citata nienioria del 1S8G e nelle sue lezioni 
tenute all’Università di Pisa; questa sisteinuzione sopratiitlo 
abbiamo tenuto sott’o('chio nella redazione del precedente 
paragrafo. Nell’indicato articolo di Berzolaui si troveranno 
riferimenti bibliografici sulle più rc(‘enti ricerche. 


(q Math. Annalen, Bil. 5. 
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11 x>roblema delle iutersezioiii 
e i caratteri plxxeckeriaiii delle cxirve 


11. Intersezioni di dne curve: metodi di forinuzioue della 
resultante. — Due curve = cp(:ry) = 0 iV ordin i u, m 
posseggo no f in generale, nni 2 >unti comuni. 

Questo teorema, enunciato da iMAC-IjAUPtix e dimostrato 
da Eulioro, Okampk e Bézout (^), da cui viene comunemeiite 
desi^iiiato, si ottiene eliminando una delle variabili, ?/, fra le 
e(ì[uazioni delle dne curve, ciò che coiìdiice ad una equazione 
resultante R{x) = 0 di g'rado nm, Nel libro 2'", § 13, abbiamo 
esposto mia dimostrazione del sinhletto teorema basata sul 
Xirincipio di corrisxiondenza; qui stiiniaino oiniorlnno dì liren- 
<ìere in esame i procedimenti algebrici dell’eliminazione, 
s(q)ratiitto jier analizzare i casi x)articolari in cui si da luogo 
a radici multix)le della resultante. 

L’eliminazione di y fra le equazioni f{xy) = 0 e "^(x^y) = 0, 
equivale alla ricerca della condizione iiorchè le due equazioni 
suddette, considerate rìsx)etto alla variabile y, ammettano una 
nidice comune; in questa considerazione x figura come iin 
jiarametro da cui dijiendono i coefficienti delle due equazioni. 
Pertanto il ])roblema della eliminazione si riduce alla forma¬ 
zione della condizione B{(f, &) = () che deve essere soddisfatta 
dai coefficienti a, h di due equazioni di grado a, m : 

f(!f) — «0?/” + f'i 4” •••• + (in — 0, 

9(y) — ^ ?/”*-+- -+- •••• 4- K ■= 0, 

affinchè esse abl)i«auo mia radice in coinmie. 


(') Cfr. L. 2", $ 13. 
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La condizione anzidetta si esprime, coni’è noto, annul¬ 
lando 1111 polinomio oinoft'eiio nelle due serie di variabili &, 
che si cliiaiua resiilinnU di /, 9 . I metodi per la costruzione 
<lelI’e(inazione resultante si riducono fondauieutalnieiite 

ai tre se«*iieiiti. 

l) Il metodo delle fuìialoììi simmetriche^ detto anche 
lirimo metodo di Eolero o metodo di Euleko-Oramer 
(1748-1750) {^), innovi^ dall’osservazione elle la condizione 
necessaria e snffieieiite afììncliè le equazioni di grado r, m 

f(y) = a^/ìf^ + 7 /’’"^ -f- .... q- a,, = 0 

9(//) = ?>o-• + ^>m — 

abbiano una radice comnne, si esprime annullando il prodotto 
<lelle differenze delle radici 


m/i - Vk) 

2 .,..»; fc=l, 2 ....R^). 

Il iirodotto 11 appare una funzione siininetrica della ?/^ 
e delle che, mediante le formule di ISTewtox, viene a dij^en- 

dere razionalmente dai rapporti dei coefficienti ~, ]\Iol- 

tiplicando per 


= — y,/) 

diviene un polinomio omogeneo (forma) nelle due serie <li 
variabili u, 7;: 

JZ — .... 7q.... 7^,,j^), 

che contiene le u, 1) rispjfftivanunite ai gradi a?, n e che si 
d<‘fìnisce come il resultante dei due polinomi f e 9 . 

2 ) Il metodo delle divisioni successive^ o algoritmo di 
Ei CEiDE per la ricerca del massimo coiniin divisore, fu ado- 
p(*rato da Stevix (1585) per trovare l’equazione resultante 
di due ecpiazioni di terzo o (juarto grado, quindi fu usato 
da Leijjniz (1G8P>) per cercare la radice comune a due equa- 

(q Per la bibliografìa efr, P articolo <U Xetto-Lk Yasseuu nella 
edizione francer^e della Kucyclopédie de» >Science8 Mathéinatiques, t. I, 
Tol. 2, pag. 74. 
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yJoiii (li quinto grado e da Dn Gua (1740), a cui ostato tal¬ 
volta aitribnilo. 

Supposto n:>ni si divida il polinomio f per 9 , quindi 9 
per il resto della divisione precedente, e cosi di seguito; 
lasciando indeterminati i coefficienti di /, 9 , l’ultimo resto 
a cni si perviene e una costante rispetto ad y, cioè una 
finizione (razionale) dei coefficienti a, &, die col suo anuiil- 
lamento dà la condizione necessaria e sufficiente affincliè 
le due equazioni /= 0 , 9 = 0 abbiano una radice comune. 

Nell’intento di agevolare il calcolo effettivo, Euleuo (1718) 
lia inoditicato il metodo precedente osservando die se / e 9 
l)osseggono nn fattore connine di grado >0: 

f=f,F, 

si lui 

./Ti = T/l ; 

poiché lina tale identità deve sussistere ove si determinino 
convenienteuiente i polinomi 9 j, d’ordine n — 1 , m — 1 
(al pin), si deduce nn sistema di equazioni lineari, la cui (con¬ 
dizione di compatibilità porge ini’eipiazione die deve essere 
soddisfatta affinchè f e 9 abbiano radici comuni. 

Bézout (1764) Ini sviluppato questo metodo con varie 
niodificazioni ed è pervenuto a sbarazzare l’equazione resul¬ 
tante dai fattori estranei (die vi si introdn(cono. Il metodo 
di Bézout è stato approfondito da Jacobi (1836) e da 
Oaucuy (1840); in particolare Jacobi ne ha dedotto per primo 
la espressione del resultante sotto forma di deterininaiite 
{J^epoìitiaìio). 

Giova notare che il metodo delle divisioni successive 
conduce anche a determinare, sotto forma razionale, le con¬ 
dizioni perchè due equazioni /= 0 , 9 = 0 ammettano più 
radici comuni (Lauuaxcì^e 1870, Svlvesteu 1853). 

3) Il metodo dlaìitico di Syevesteu si può riattaccare 
a Féumat (1650) e s’incontra poi in HunoE, il cni procedi¬ 
mento è usato da Newton per due funzioni di terzo e quarto 
grado; esso ha anche una stretta relazione col metodo pre¬ 
cedentemente indicato di Eulero, in quanto ri(;ondiice la 
ricerca della risnltante alla condizione di compatibilità di nn 
sistema di equazioni lineari. 

Sylvester (1839) osserva che la compatibilità delle equa- 
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zioiii /(.v) = 0 , !y(i/) = 0 porta la compatibilità del sistema 
delle m + n equazioni 

I fiy) = 0 


] ''fiy) ^ 0 

I y-p(y) = 0 


1 y”~‘^(y) = 0; 

le 1 ) si possono riguardare come equazioni lineari in n-hvi~l 
incognite: * 

?/i = ?/; ih = ?/b - ilm+n-i = ?/'”+«-* ; 

la condizione di compatibilità si esprime annullando il deter¬ 
minante dei coefllcienti, che è una funzione razionale omo¬ 
genea di grado m nelle a e di grado n nelle ì>. 

Ora sussiste il seguente 

Teorema fondamentale. Il resuìtante E{(i^ V) di due'polinomi 

f(y) = fq?/” + «1 ?/”“* + + fin 

ipiy) = ^hy''' + d-.... + i>,n, 

è un corariaute di f e 9 , determinato, a meno di un fattore 
numerico, dalle due condizioni: 

I) di essere un lìolinomìo oniO(j(meo di grado 'in nelle a^ 
e di grado n nelle 2 ^; 

II) di annullarsi ogniqualtwlta le due equazioni /=:0y 
cpi =:0 aììhiano unU' radice comune. 

Sia invero F{a^ h) un polinomio omogeneo nelle a e ?>, che 
si annulli ogniqualvolta le /=0 e cp = {) abbiano una radice 
comnne. Formiamo il resultante ll{aj h) defiìiito innanzi col 
metodo delle funzioni simmetriche; siccome F{a, d) = 0 si 
annulla ogniqualvolta lliUy &) = 0 (poiché allora /=0 09 = 0 
hanno una radice comune), si deduce (Ofr. L. F, § 2 ) 

F=BQ, 

dove 0 è un x>olinomio omogeneo nelle a eh, che si riduce a 
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ima costante iinnievica, cioè in di pendente dalle />, quando F 
abbia, come 11^ i gradi n. 

EisiiUa jioi, dal significato dell’equazione 12 = 0 , die R 
è 1111 covariante simultaneo di /, 

11 precedente teorema permette di calcolare R ricorrendo 
a qualsiasi rapido procedimento di formazione che dia una 
condizione necessaria di compatibilità, senza bisogno di assicu¬ 
rarsi a priori che questa sia altresì sufficiente per l’esistenza 
di una radice coinuue delle /=0 e 9 = 0 , purché tuttavia 
codesta condizione venga espressa mediante l’annullarsi di 
lina forma omogenea di grado m nelle a ed n nelle fe. 

Così in particolare si otterrà l’espressione del resultante R 
mediante il determinante fornito dal metodo dialitico di 
ISvnvESTEK : 
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Osserveremo infine che l’espressione di come iirodotto 
delle differenze delle radici di/^O e 9 = 0 , o — j)iù diret- 
tamente — quella fornita dal determinante di Sylvester, 
mettono in evidenza (^) che: il resiiìtante è una funzione iso-^ 
harica dei coefficienti cioè una sommatoria 

^9.-- 9 

12 12 ^ 

dove la somma degli indici ha il valore costante (peso) 

-f- n + -h -h .... — nni. 

Ora, ritornando alle due equazioni 

f{xij) = 0, ^{xy) = 0, 

(q Cfr. per es. Capeli>i - « Istituzioni.**. », pag. 5G7. 
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di grado complessivo a, poniamo 

t 

f[xy) = :i:ai(x)- 

dove (ti e hi sono polinomi di grado i in a; e dove — escludendo 
posizioni particolari degli assi — sktppommo 
avremo : 

Bi((^ h)=^K(x\ 

dove E{x) risulta, in generale, uu polinomio di grado nm in x. 
Alle nm radici di che supponiamo distinte e finite 

(caso generale), corrisponderanno altrettanti punti cornimi alle 
due curve/=0 e 9 = 0 . Infatti se ad una radice B(x) = 0 
corrispondono due valori per y, e quindi due punti comuni 
alle due curve, eseguendo un cambiamento degli assi coordi¬ 
nati si otterrebbe un resultante di grado superiore ad nm. In 
questo senso si può concludere che; due curve (V ordine u, m 
hanno in generale nm punti comuni. 

Le eccezioni che occorre considerare sono tre: 

1 ) l’annullamento identico di lì{x)] 

2) rabbassamento del suo grado; 

3) la presenza di radici multiple dell’equazione 7?(a:) = 0. 

1) Il caso 1) si tratta nel modo piu diretto calcolando 
il resultante B(x) = {) col metodo delle divisioni successive: 
se riesce identicamente i^(^) = 0 , il resto non nnllo, 

che lo precede nella serie, e un fattore comune a / e 9 . 
Pertanto, escludendo, come faremo nel seguito, che le curve 
/ e 9 (non aventi direzioni asintotiche parallele all’asse y, 
essendo 0, 4 ^ 0) abiiiano una parte comune, resta escluso 

V annullamento identico di ll(x), 

2 ) Se il grado di ll(x) si abbassa, l’eciuazione J? = 0 pos¬ 
siede qualche radice infiiuta. In (juesto caso si trovano limiti 
all’iidìnlto coniniii alle due curve f—i) e 9 = 0 , cioè solu¬ 
zioni asintotiche coniuiii alle due eipiazioni. La difficoltà rela¬ 
tiva a questo caso sì rimuove con una sostituzione lineare 
sopra le x, ?/, oppure con l’uso delle coordinate omogenee, 
giacché allora il resultante riesce una forma esattaiiiente di 
grado nm. 

3) P(U‘ studiare il caso in cui l’equazione It{x) = i) possieda 
radici multiple, occorre stabilire una distinzione. 
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In lìiMJiio Inogo nasce una radice 7’-i)Ia, ;t*=a, di R{x) = i) 
(r > 1), se vi sono r punti coinnni a/j 9 sopra una retta x = oc 
parallela all’asse ?/; a tale radice rispcìuloiio diincpie r valori 
distinti di y. Questa circostanza è relativa a posizioni si>e- 
ciali de<>‘1i assi: eseguendo una piccola rotazione degli assi 
X e ?/, 7^ = 0 appare limite di nii’eqnazioìie resultante con r 
radici distinle che si avvicinano ad a. 

In secondo luogo può accadere che ad una radice ?'-pla 
di/=0, corrisponda un solo punto, 7 ^, connine ad f\ 9, del 
quale si dice allora che assorhe r iiìUrsezioni delle due curve. 
Si riconosce che questa circostanza è indipendente dalla iiosi- 
zioiie degli assi, giacché eseguendo mi piccolo inoviineiito 
della curva 9, si può ottenere una curva che incontri / in r 
punti distinti aventi per limite F] la verifica rigorosa di 
questa possibilità si fa nel modo piu semplice in base all’os¬ 
servazione, sviluppata nel paragrafo seguente, che 7 ^ è punto 
multiplo per una delle due curve o punto ove le due curve 
hanno la tangente comune. 

Noteremo in fine che tutti i casi in cui la 7 /(a;) = 0 pos¬ 
siede radici multiple si ottengono sovrapponendo i due casi 
esaminati innanzi. Ora la convenoione relativa all’assorbimento 
di più intersezioni in 1111 punto connine alla / e 9 xiermette 
di enunciare il 

Teorema. Due cui've iV ordine n, m hanno seìnpre nm 
punti eomuniy distinti 0 in parte coincidenti, 

12 . Intersezioni assorbite da contatti e punti multipli.— 
Il 2>rohlema di determinare quante interse::ioìii di due curve 
vengano assorbite in un imnto comune, coniiirende, nel suo 
svolgimento, tutta la teoria delle singolarità, che verrà svolta 
nel libro quarto. Qui ci liuiiterenio ad alcune osservazioni pre¬ 
liminari e alla trattazione dei casi elementari che occoiTono 
j)iù generalmente. A tale sc^opo supporremo nel segìiito che 
le curve / e 9, senza jiarti coiinini, siano riferite ad assi 
coordinati con orientazione generica^ escludendo così, via via, 
quelle coinxdicazioiii che axipaioiio nascere da posizioni siieciali 
degli assi,- intanto resta escluso die due iniiiti coniiini alle 
oiirve / e 9 si trovino sopra una retta inirallela all’asse y. 
Oltre a ciò, usando coordinate cartesiane, siipiìorrcino che il 
IKiiito comune alle / e 9 sia un lìiiiito a distanza Unita; non 
inii)orta ormai chiarire come a questo caso si riduca anche 
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quello (lei punti all’iulìuito, attraverso l’uso delle coordinate 
oiiio«euee, ovvero con una sostituzione lineare. 

Gì appooM)ereiuo sopra i lemmi seguenti. 

Lemma I. Il resultante del polinomio /{(Vìf) e del poli- 
iiouiio composto è il prodotto dei resultanti 

di / e e di / e 

Ciò segue iiuiuediatameiite in base alla espressione del 
resultante fornito dal metodo delle fuuzioni sinniietriche 

E — ri(y, — y/), 

ove si distinguono le tf' radici di = 0 e quelle di = 

Lemma II. Il resultante di / e 9 , a meno di un fattore 
numerico, è uguale a quello di f e essendo A, 

costanti diverse da zero; 

E(f, 

Ciò consegue immediatamente dal teorema fondamentale 
sul resultante. 

Lemma III. Se è una radice i-j)la della resultante 
J?{/, 9 ) = ì?(.t) = 0 , corrispondente a un punto che assorbe i 
intersezioni delle curve / e 9 , il i)rodotto 

= E{x) 

diviene infinitesimo d’ordine i i)er x—x^. 

Sotto forma geometrica questo lemma si suole enunciare 
come segue: 

Regola di Halphen (0: Il numero delle intersezioni di 
due curve piane che vengono assorbite in un punto comune, O, 
è uguale alla somma degli ordini di infinitesimo dei segmenti 
determinati dalle intersezioni delle due curve con una retta, 
prossima ad 0 , la cui distanza da 0 venga assunta come 
infinitesimo del prini’ordine. 

Qui è da osservare che la regola di Halphen sussiste 
anche x>er qualsiasi posizione j)articolare degli assi coordinati. 


(q Bill lettiti de la Soo. Matli. de France, t. 3 (1874, 75), pag. 76» 
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purché 8 ’intenda che i segmenti iiifinìtesiiui di cui discorre 
r enunciato siano quelli prossimi ad 0. 

Incidentalmente notiamo che, come caso particolare, cer¬ 
cando le intersezioni di una curva/(ir?/) = 0 con la retta y = x^ 
si ottiene una nuova e pili semplice giiistilicazione della regola 
di ZEUTHr:N (1873), relativa ai punti uniti d’nua corrispon¬ 
denza f(x!f) = 0 , che già abbiamo dimostrata, in base alla con¬ 
siderazione delle curve approssimanti, nel § 1 del L. 2 '' 
(Voi. I, pag. IGl). 

Ora applicheremo i tre lemmi precedenti all’esame dei 
seguenti casi, dove — occorrendo di eseguire (]ualche calcolo — 
supi)orremo, per semplicità, che il punto couinue alle curve 
/e 9 venga collocato nell’origine delle coordinate. 

1 ) Un 2 )ì(ìito Hemplice comune alle curre f e ^ in cui 
queste al)lnano diversa tangente, conta sempre per una sola 
intercezione delle due curve. 

Infatti, designando con a i coefficienti angolari delle 
tangenti ad / e 9 nel punto comune 0 = ( 00 j, la sola dif¬ 
ferenza che, per ir = 0 , si annulla uel prodotto lliPi — Pk) 
è — a meno di iulìiiitesimi d’ordine superiore al primo — 
— y^'—(cc — Così le / e 9 liaiino in 0 una sola inter¬ 
sezione, come le tangenti da cui vengono approssimate. 

2 ) Un punto semplice comune alle due curve f e ^ in cui 
esse ahhiano la stessa paral)ola osculatrice d^ ordine (r — 

e diversa parabola osculatrice d^ ordine r (cioè la stessa tan¬ 
gente e le stesse parabole osculatrici fino all’ordine r — 1 , e 
diverse parabole osculatrici d’ordine r, r+ 1 ....) conta precisa- 
mente per r intersezioni delle due curve. 

Infatti si designino le parabole osculatrici d’ordine r con 

-ì- .... + H- ocr 

?// — ~h .... + d- j 

la differenza —y/ che coiniiare nella espressione di J?, 
diventa inlinitesiina come (sì,. — le due curve hanno 

tante intersezioni (piante le prime jiarabole osculatrici dello 
stesso ordine che non ne hanno iiUinile. 

3) Il caso in cui un punto 0 sia semplice per / e 
multiplo per 9 si può ricondurre al precedente sostituendo 
a 9 una curva del fascio/-I-X 9 (Xi4=0), in virtù del lemma II. 
Infatti tutte le curve del fascio /- 4-^9 = 0, per X 4 = 
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in 0 un pmifo Syemplice, nltriuieiiti tutte le curve, e anche/, 
avrebbero un i)nnto innllii)ìo, 

^fediante hi considerazione delle parabole oscnhitricj ad 
(|jiesto metodo permette di stabilire die: 

Uìi puìfto semplice per f cd r-plo per cp (r > 1 ) cale ìa 
geuerale per r intersezioni delle due curve; la molteplicità 
iìitersezioue diventa >> r soltanto nel caso che vi sia contatto 
{tangente comune) di f con na ramo di 9 , 

A questo r(^sultuto sì arriva più semplicemente osser¬ 
vando che nel prodotto ll(y^ — 7 /^') vi sono r differenze 
inllnìtesime ; 

//i — Vij Ili — y/i 2/1 — y/; 

dove g^, ?//, g/^»»>yr sono iidìiiitesimi del prim’ordine; escluso 
il contatto di / con un ramo di 9 , codeste differenze sono 
del pari iidiuìtesimi del priin’ordine. Nel caso di contatto 
aciaide invece che una di codeste differenze diviene iniìnite- 
sinia d’ordine > 1 . 

4) Un punto r-plo per f ed s-plo per 9 (r>l, «>1) 
assorhe in generale rs intersezioni delle due curve; la molte¬ 
plicità intersezione diventa ^ rs soltanto nel caso che le due 
curve ahhiano qualche tangente principale comune (contatto 
di rami). 

Infatti si ripete la dimostrazione precedente ove si con¬ 
siderano le rs differenze che diventano infinitesime 

nel prodotto l[(//i—?/;/). 

Per precisare l’analisi relativa al caso din punti mnltiplì 
con tangenti coinnnì, occorre distin<>mere i rami in cui la 
curva può essere decomposta nell’intorno di un punto multi])lo 
(Cfr. L. r, §§ lM- 2 ). 

Ott(‘rrem<) così i seguenti enunciati: 

5) Le intersezioni di due curve che vengono assorbite in 
un punto multiplo comìine^ 0 , si ottengono soniìnando le inter¬ 
sezioni dei rami della prima coi rami della seconda. 

Suppongasi dapprima che il punto 0 sia un punto nini- 
tiplo a tangenti distinte tanto per l’uua die per l’altra curva: 
sia r-plo per f ed . 9 -plo pm* 9 . Allora nell’intorno di 0 la 
funzione uloehi*i(*aj y{x) definita da /(a:y) = 0 si lascia decom¬ 
porre iu r funzioni o rami y^(x)^ y.J^x)„,.yr{x)^ e così la fun¬ 
zione algebrico y\x) definita dalla 9 si decompone iu s rami 
?//(^)— l’ordine di iiiliiiitesimo del prodotto 
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II(?/i — !/k) eqnivjile alla somma degli ordini di infinitesimo delle 
ditterenze che vi lìgnrauo come fattori, i)ev i = = 

questi ultimi designano le moltìplicitri di intersezione dei rami 
di / e 9, cioè le molteplicità di intersezione delle parabole 
osculatrici che li approssimano snfficienfenieiite. 

La deduzione j)i’^cedente vale anche nel caso in cui mia, 
o ambedue le curve /, 9 posseggano rami d’ordine v>]. 
Kicordiamo (L. 1 °, §§ 11 - 12 ) che quando alcune fra le tangenti 
jirincipali di f si confondono in una sola, non è in generale 
possibile distinguere r funzioni accadendo che 

un certo minierò di radici dell’equazione/(:r//) = 0 : 

(foniiaiiti — come si dice — 1111 ciclo) vengano scambiate per 
1111 giro della variabile complessa x attorno al punto zero; 
allora costituiscono una sola funzione a v valori che 

si chiama ramo {ciispidalé) iVordine v della curva /. È chiaro 
che se la / e la 9 posseggono in 0 dei rami d’ordine > 1, 
si potrà valutare l’ordine di intiuitesiuio del prodotto 1I(?/^ — y^) 
sommando gli ordini di iufinitesinio «lei prodotti parziali che 
contengono le difterenze relative a una coppia di rami di/e 9: 
il prodotto parziale relativo a due rami d’ordine v, p con¬ 
tiene precisamente v'x differenze e però diviene iuflnitesiino 
d’ordine v;x almeno, il caso di ipermolteplicità corrispondendo 
all’ipotesi che i due rami abbiano la tangente cuspidale 
connnie. 

0) JJìi imnio 0, che sia multiplo a tangenti distinte 
per / e 9, assorhe precisamente rs + ^k interseoioni delle due 
curve, designando r, s le molteplicità di 0, e designando 
genericamente k l’ordine di contatto di un ramo (lineare) 
di / con nn ramo di 9, cioè l’ordine della parabola oscula¬ 
trice comune ai due rami. 

Ciò risulta combinando le proposizioni 5) e 2 ). 

In imrticolare : se in 0 le due curve / e 9 posseggono li 
tangenti comuni, le intersezioni assorbite sono i) recisa mente 
rs-\-]i, e non più, ove i rami tangenti posseggano una diversa 
curvatura^ ossia mia diversa costante caratteristica, desiguandn 

con (uiesto nome la costante 1 K che vale a determinare la 

2 dx^ 

parabola osculatrice del 2° ordine. 

Ter quanto concerne i rami d’ordine superiore, ci linìi- 
teremo al caso delle singolarità ordinarie, in cui è escluso il 
contatto di diversi rami fra loro, ed ogni ramo d’ordine v 
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possiede una tangente cuspidale (v + l)-piiuta e viene ai)pros- 

siniato — a meno di infinitesimi d’ordine superiore a ^ ^ - — 

da una curva del tÌ 2 )o 'if = con c =[= 0, (Ofr. L. 1°, § 12) ; 
occorre considerare queste curve approssimali ti in luogo di 
limitarsi alla prima approssimazione (a meno di infinitesimi 
d’ordine > 1) fornita dalle tangenti, quando si tratta di valu¬ 
tare le intersezioni di due rami, nel caso di contatto. 

7) Uìi ramo lineare e un ramo citsimìale ordinario d^or- 
dine V > 1 posseggono (nell’origine) v oppure v + 1 Vìtersezioni, 
secondochè hanno tangenti distinte oppure hanno la medesima 
tangente. 

Abbiamo gi^i notato che le intersezioni sono v, escluso il 
caso di contatto; supponiamo dunque che si abbia un ramo 
lineare 

y = ax^ £, 

e un ramo cuspidale d’ordine v, 


y^ — -I- Y] (c =[= 0), 

con la medesima tangente 

?/ = 0 ; 


£ designa mi infinitesimo d’ordine superiore a 2, ed yj un 
infinitesimo d’ordine suxieriore a v-{-1. Basta osservare che 
le V differenze 

{ax^ + s) — + y] 

1 v-f-i 

V q— 1 ~ - 

sono deir ordine —-—, riducendosi a — c^x ^ ; il jirodotto 

di codeste v differenze è dunque un iufinitesiino d’ordine v-hl. 

c. d. d. 

8 ) Due rami enspidali d'^ordine diverso v, |ji, posseggono 
in generale (nell’origine) v|jl intersezioni; nclV ipotesi che il 
ramo di ordine più grande^ v, sia ordinario^ il numero delle inter¬ 
sezioni cresce del più piccolo dei due ordini^ p, quando i due 
rami si toccano. 

Per quanto c detto innanzi xiossianio limitarci al caso di 
due rami tangenti all’asse delle x sostituiti dalle due curve 
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iipprossimaiìti 


y' = 


(C=|= 0 ) 




(rf=|= 0 , a>l). 


Basta qniudi notare die l’ordine di 
diftereuza 


1 V-f-1 1 IJLH-O 


infinitesimo di nini 


è imnalc a 


V d-1 


nell’ipotesi v >|iy sicché il prodotto delle v>x 


dift'erenze analoghe riesce infìnitesiiuo d’ordine v[x-}-|jl. Alla 
eonclnsioiie si arriva anche direttamente formando l’equa¬ 
zione resultante delle due date, che (a prescindere dalle solu¬ 
zioni asintotiche) è 




Osscrvai^ione. Il ragionaiiiento precedente non è infirmato 
dalla circostanza che la curva (ila luogo a piu che 

mi rainOy come può accadere iier a > 1 . 

Se ora si suppone [t = v, si trova 

9) Dite rami cuspidali ordinari dello stesso ordine v e 
dotati della medesima tangente: 

~ cx"^^^ 4- £, y^ = dx^’^^ -h 

hanno precisamente v’ + v intersezioni e non piu, purché sieno 
diverse le loro costanti caratteristiche: 


c d . 

Osservazione, Si può notare che ove una delle suddette^ 
costanti caratteristiche divenga 0 , (caso in cui uno solo dei 
due rami degeneri, dando luogo ad una singolarità straordi¬ 
naria) il uuinero delle intersezioni rimane sempre 'r-q-v. 

Eiualmeute, raccogliendo i resultati 5),...9), si ha: 

10) Se an punto 0 è r-plo ordinario per la carva f 
€ s-pìo ordinario per cp (r > l^ *^^1)? ^ i dae grappi di r^ s 
tangenti principali alle due curve contengono h rette comuni^ 
le intersezioni assorbite in 0 sono rs-{-h; questo numero non 
può crescere se i rami (ordinari) tangenti di f e cp sono (V or- 
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diìu^ (lirerso o — essendo delio stesso ordine — posseggono 
diverse costanti caratteristiche. 

Il caso coiiteniplato nel criterio 10) si può designare bre¬ 
vemente dicendo cbe le curve f e 9 aventi il punto 0 come 
punto multiplo ordinario, rispettivamente r-plo ed s-plo, i>os- 
seggono ivi dei contatti semplici pei loro rami, E il criterio 
di riconoscimento sopra enunciato risulta chiarito dalle 
seguenti ; 

Osservaoioni salle curve approssimanti. Se ima curva f 
possiede nell’origine, 0, una cuspide ordinaria d’ordine r, 
tangente all’asse y = 0, la curva approssimante 'jf'— 

(die ne determina la (^ostante caratteristica ■ 

x-0 {r -p I)! ^ 

si lascia definire come segue: vi e un fascio di curve d’or¬ 
dine r + 1 : 7/’' = aventi in 0 una cuspide (ordinaria) 

d’ordine r e possedenti un desso d’ordine r — 1 nel punto 
airintinito dell’asse y, ove sia data come tangente la retta 
all’infinito; in codesto fascio la curva che approssima / è 
l’unica per cui il numero delle intersezioni con f assorbite 
in O risulti superiore a insonima la curva approssi¬ 

mante è detìnita nel detto fascio come curva osculatrice nà 
avente con f lui contatto superiore al contatto semplice. 

Ciò che precede vale non soltanto per r > 1, caso in 
cui / possiede propriamente una cuspide (ramo d’ordine >2), 
ina anche per = J ; nel qiial caso la y = lcx^ diviene la para¬ 
bola osculatrice ad /. Avuto riguardo a ciò, la curva oscula¬ 
trice ad /: nel caso r > 1, si potrà designare come 

iperparahola osculatrice al ramo cuspidale di /. 

Un signitiiaito diverso dalle parabole e iperparabole oscu¬ 
latrici, capaci di approssimare un ramo di /, hanno le curve 
ftpprossimanti alla f che vengono definite dal complesso dei 
termini di un certo grado (assai basso) lìguranti nell’equazione 

f{xij) = -t- »n — 0. 

La prima curva approssimante o approssimante d’or¬ 
dine = 0, e costituita dall’insieme delle tangenti prin¬ 

cipali ad / nel punto r-plo 0, e i>orge — come sappiamo — 
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iiii’upprossimiizioue (Iella curva uellMiitonio di 0, a lueiio di 
iudiiitosìiiii d’ordiiK^ I>J. 

Liisee()ndacìu\ aa})i}rossima)ite^iVo\\V{ue >*+1 : 
si lascia definire mercè la seguente proprietà caratteristica: 
la (letta curva, completata colla retta all’infinito contata 
il — (r+1) volte, determina con / un fascio contenente una 
curva che possiede in 0 nn punto (r-h‘2)-plo. 

In modo analogo si pin') delìnire la curva apiìrossi- 
mante (i lyma : 


-I- ifr •••• "I" -d. 


per i =‘2, 8. 

Le curve approssimanti ad f in nn punto r-plo 0, all’in¬ 
fuori della prima (»,, = 0) non sono delìnite come « covarianti 
(proiettivi) di / », dipendendo anche — come si è detto — 
dalla retta alV infinito del piano. Tuttavia appare dalla defi¬ 
nizione data che; le curve approssimanti ad f nell’intorno 
(hd punto r-plo 0, iiou dipendono dall’orientazione dei due 
assi coordinati per 0, cioè possono dirsi « covarianti rispetto 
a rota:;ioni degli assi per 0 ». Oio si rende nianifesto anche 
dall’osservazione che una sostituzione lineare omogenea su a;, y 
muta l’e(|iiazione 


in nn’ altra 


ìlf. 4- Ur^i --- “f" n^i — 0, 
Hr “H •••• d“ Un -dj 


dove Ur^i è la forma trasformata di 

Ora l’importanza delle curve approssimanti nella teoria 
delle intersezioni delle curve algebriche, risulta dal seguente 
Teorema. Se la curva f = u,, + + •— d“ — d, pos¬ 

siede nel punto 0 un punto r-pìo ordinario^ le parabole e iper- 
parabole osculatrici al suoi rami sono ugualmente definite rispetto 
alla seco n da app ro ss iman le 


Per dimostrare l’asserto si consideri nn ramo di / (d’or¬ 
dine v>l) tangente alla reità y = poiché u,, contiene il 
fattore (y — vi è un ramo dello stesso ordine tangente 
alla medesima retta, che appartiene alla curva — 

basta provare che i due rami nominati — che designeremo 
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con /i, cpj — bailuo fi’a loro iiifersezioni assor¬ 
bite in 0 . Ora /^, intersecato coi rami di 4- = 0 diversi 

da 9^, dà luogo ad v(r — v) intersezioni assorbite in 0; i)er 
ottenere le ^ intersezioni di con basta determinare le 
intersezioni dicon 4-= 0; ma a questa curva si 
può sostituire la 

/— {ìir 4- 4-2 + -- + = 0, 

che 'Sega in (almeno) v(r 4- 2) punti assorbiti in 0; si deduce 
<piindi 

v(r 4- 2) = ^ + v(r — v), 

^ = v“ 4- 2v > 4- V c. d. d. 

Allo stesso resultato si arriva effettuando mia rotazione 
degli assi coordinati in guisa die la tangente al ramo di¬ 
venga ?/ = 0, e tenuto conto che le curve approssimanti sono 
invarianti risj>etto alle sostituzione lineari omogenee su y. 
Si avrh allora 


V,. — V + «>—V-,, V+, a:’—+ .... + a^rf, 

Hr+i — , 0 i^’ y + + ^*0, 

e iioiche, sul raino/^, y è infinitesimo d’ordine superiore ad 
dall’eiinazione /=0 si ricava, a meno di infinitesimi d’ordine 
superiore : 

siecliò la costante caratteristica di /i vale 


lini 

a!=^0 


ìf 


0 

(if —7^ V 


Osserveremo inline come dal teorema dimostrato risulti 
che « per accertare il contatto semplice dei rami di due 
curve 

4- ^b’-hi “b •••• ^ 


d’ d- d- Um— 0, 
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biisfa accertare il contatto semplice delle curve approssimanti 

llr -H «r-hi = Hi = 

A (piesta conseguenza si può anche pervenire valutando 
la molteplicità della radice x = 0 per l’equazione resultante, 
scritta col metodo di Sylvesteh; il che può eirettuarsi con 
un procedimento di Voss (jMatli. Aimalen, t, 27, 1889} die il 
SE(MtE (^) lui ricliiaiiiato e applicato nelle questioni d’inter¬ 
sezione di due curve. 

13. Coiupleiuento alla storia del teorema di Bézoiit: dimo¬ 
strazioni geometriche. — Per verità i metodi algebrici diretti, 
che porgono la formazione del resultante, costituiscono la via 
maestra per trattare il problema delle intersezioni di due 
curve piane e per calcolare il numero delle intersezioni assor¬ 
bite in un punto, ila accanto a quei metodi conviene pur 
segnalare i metodi geometrici, anche in vista delle genera¬ 
lizzazioni che vi si connettono. 

1 ) Dinwstrazione hamta sulla degenerazione d^nua curva. 
Il numero delle intersezioni di una curva d’ordine e d’ima 
curva d’ordine n (giacenti in mi jjiaiio) si trova essere uguale 
al prodotto facendo variare con continuità una delle due 
curve fino a che essa degeneri in nu gruppo di rette. 

Questo i‘agionaineuto a cui in sostanza ricorre il Cremona 
nel n. 32 della sua « Introduzione » (Ofr. Opere, t. I, pag. 347), 
deve essere riattaccato al lìrlnciino di contiìiuità di Poncelet 
(cfr. il cap. IV). 

2) Dimostrazione di Poncelet, Poncelet (« Aualj^se des 

trausversales », 1831) (^) ha indicato una interessante diiiio- 
stnizioiie del teorema di Bézout, che si può riguardare come 
diretta interpretazione del l’esultante di f{xìj) = f(y) = 0 
e = = espresso come iirodotto delle difterenze 

delle radici. 8i consideri un fascio di rette parallele, p. es. le 
parallele all’asse y? ^ ciascuna di queste si riportino in 
grandezza e seguo, a partire dall’asse a;, le mn distanze fra 
i iiiiiiti intersezioni della retta con f e (m e n designano 


(h Giornale di Mateiuaticlie, t. 36. 

(-) Journal tur ALith., Bd. 8. Cfr. « Traité des propriétés proiectives », 
t. ir, (1886), II. 240, pag, 223. 
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i rìs2)ettìvi ordini delle due curve che si sin)2>oii^’oiio non 
l>assai'e i)er il punto all’iiitìiiìto, 0, dell’asse //); oli estremi 
dei S(^omenti così dediiiti descrivono ima rurva^ che Ponchlet 
( lenoniìna « derivata dì f e 9 ». 

L’ordine di questa curva derivata si ottiene osservando 
che essa non contiene 0 ed è segata da ima retta per O 
(parallela all’asse y) precisamente in mii punti. Ora le mu 
intersezioni della suddetta curva all’asse x corrispondono 
alle mn intersezioni di / e 9. 

Sì noti che la curva derivata di Poxcelet permette 
ancora di riconoscere che « un 2)iiut() r-plo per f ed s-plo 
per 9, con tangenti diverse, assorbe intersezioni delle due 
curve ». Per ciò è siithciente osservare che in tale ipotesi la 
curva derivata avra sull’asse un punto di luoltiijlicìtii rs senza 
esservi tangente; si riconosce anche come la uioltexilicita d’in¬ 
tersezione auiiienti «piando vi e un contatto fra i rami delle 
due curve. 

8) Dimostrazione di Chasles col lìrineipio di corrispon- 
4 Ìeiìza ( 1872 ): cfr. L. T, \ 18 . 

14 . Nota sulla teoria generale della eliminazione 0 sulle 
intersezioni delle varietà algebriche. — La teoria della eli¬ 
minazione si estende al caso di più equazioni contenenti iiin 
variabili, iiwt «piesta estensione dà luogo a una difficoltà che 
conviene prendere in esame. 

Osserviamo anzitutto come si risolva il luoblema di deter¬ 
minare le soluzioni conniui a «lue eipiazioni in tre variabili 

f{xyz) = 0 , 9(^7/-) = 9 , 

cioè la eiirva gobba intersezione delie due superficie f Oi 9. Il 
l)roblema sì riduce alle considerazioni svolte nel precedenti^ 
l^aragrafo in uno dei due modi che segue: 

1) Oonsideriamo / e 9 come funzioni della sola z, e 
calcoliamo (piindi il loro resultante che sarà funzione razio¬ 
nale dì y: 

l{=ll{xy)', 


l’equazione li{xy) — 0 rai)pres(uira la iiroìi^zioiui sul piano (.^7/) 
della curva goliba /=9 = (); codesta curva K viene in gene¬ 
rale d’ordine mn^ designando con m e n gli ordini di/ e 9, 
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6 ad ooTii suo i)auto generico corrispoiule un punto coimiue 
alle due superlìcie. Oasi di eccezione si i)reseiitauo solo iu 
rai)povto a particolari posizioni de«iL assi: (piando le due 
suiieriicie coutengoiio il punto all’iulinito all’asse z l’ordine 
di li si abbassa; (piando la curva o ima sua parte risulti 
una curva doppia (o multipla) ogni suo punto è proiezioiie 
di due (o i>iii) punti della curva couuine ad/e 9 (distinti o no). 

Il) conclusione: due sìiperficie d’ordini n hanno comnne 
una curva d^ ordine che eventiialuiente piu) con tenere mia 
curva di contatto, oiipnre ima curva uiiiltipla per una o per 
ambedue le superlìcie, da contarsi più volte. 

2) Il metodo precedente estende direttamente quello 
adoperato jier la ricerca delle intersezioni di due curve lùaue; 
possiamo invece ridurci direttamente al resultato di codesta 
ricerca seguendo la via che Monge (1795) ha indicato per 
la costruzione gralìca delle intersezioni di due siiperficie. 

Si ponga nelle eipiazioiii di / e cp 

z = ax-\-hy -\r 0 

con a^ c costanti generiche (di regola si potrà prendere 
seiupliceiueute z = c)^ si ottengono allora in un piano due 
curve d’ordini ni, n che liaiuio mn intersezioni; risulta così mn 
l’ordine della curva gobba comnne alle due superficie. 

Ora passiamo a deteruiiuare le intersezioni di tre superficie 

f(xìjs) = 0, = 0, <P(XÌJ3) = 0 

d’ordini ?», n, p, supponendo che esse non abbiano una curva 
coiiuiiie. 

Il primo metodo che si presenta alla menle, come gene¬ 
ralizzazione di quello seguito i)eT due curve piane, consiste 
nel considerare/= 0 , 9 = 0 , = 0 , come eitnazioui iu Zj dete)- 

iniuando (piiiuli le equazioni resultanti 

=Kp («.'/)= 

eliniiuaudo y fru queste equazioni si ottern'i ima equazione 
iu X: Itdlplim) = lipmix) = 0, elle dovrà necessariamente 
essere soddisfatta nei punti comuni alle f, <p, 4 *. IMa codesta 
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equazione = che è del ^mdo mu • np = mìypj coii- 

lie[ie anche delle soluzioni estranee, come ebbe a riconoscere 
Bézout ( 1779 ), il (inale sembra per primo aver deterniiuato 
il numero delle intersezioni di tre superfìcie. 

Il sigLiilìcato di tali soluzioni estranee si rende chiaro 
dal plinto (li vista geometrico; infatti le curve 

e = 0 

sono le proiezioni ortogonali sul piano (xp) delle due curve 
gobbe (fy) e ora un punto conume ad pro¬ 

viene non soltanto da un punto couunie alle due curve 
gobbe (fy) e (9']^), ma anche da due punti appartenenti rispet¬ 
tivamente a queste curve che si trovino sopra una parallela 
all’asse 

Per scartare le soluzioni estranee della che 

non corrispondono a intersezioni delle /, :p, occorre consi¬ 
derare accanto alle curve B^, B,^^^ anche la 22„(ó;7/) = i^(yij>) = 0 
che passa per mia parte soltanto dei punti conunii alle prime 
due e precisaiuente per quelli che convengono al nostro pro¬ 
blema (escluse soltanto particolari posizioni degli assi). Ora i 
punti couuiui alle tre curve predette verranno dati annul¬ 
lando il inassiino couniii divisore D{x) dei inolinomi 

Per valutare il grado di P e (piindi il uuuiero dei punti 
eonuiui alle tre superficie /, cp, si luiuuo vari metodi che 
porgono così diverse dimostrazioni del 

Teorema di Bézout: Tre superficie degli ordini ui, 
non aventi in comune una curva^ posseggono mnp intersezioni 
(distinte o no). 

1 ) Bézout cerca di detenuiuare tre polìuoini fSp^lfz)^ 
modo che 

risulti indipendente da ìJj z; ciò conduce alla risoluzione di 
uu sistema di equazioni lineari che si trovano in ninnerò 
snfiìcieiite quando si i^reiidano /^, 9^, rispettivamente di 
grado mnp — m, mnp — a, mnp — p. 
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fif + 

cosi detenmuataj si annulla evideiiteraeiite nei punti i)er 
(*iii —'^ = 0; ma la diiiiostrazioiie che reciprocameli te 

o<>ni radice di essa coiTispoiide in generale a uii iiìinto comune 
alle tre superiì(de, esige un esame assai delicato che è stato 
portato a conipiineuto rigoroso soltanto in tempi recenti, da 
SciiMiDT (1886). Aggiungasi die il polinomio -Z)(a;), costruito 
— come sopra è detto — quale fattore comune delle due 
resultanti Jipniy facilnunite porre sotto la forma 

^^(*)=/l/^-?lT•+-'Pl'^ (')• 

II) Il metodo di Eulbro-Ouaimrr, esposto nel prece¬ 
dente jiaragrafo, opportunamente esteso da Poisson (1799) 
permette di determinare la condizione necessaria e sufficiente 
perchè tre equazioni fra due variabili 

/{xy} = 0, :p(xy) = 0, ']i(xy) = 0 

abbiano un punto-radice comune. A tale scopo si considerino 
i punti (Xiifi) comuni alle curve / e 9 e si costruisca il 
prodotto 

immilli) ■ 

i 

Questo essendo una funzione siimuetriea delle radici della 
resultante (costruita rispetto ad a; o a y) sarà anche 

una funzione razionale dei coeffiidenti di / e 9; il suo annul¬ 
larsi dà evidentemente la condizione necessaria e sufficiente 
lierchè U) tre curve /, 9, 4^ passino per un medesimo punto, 
e tale condizione verrà definita come « equazione resultante » 
delle f{xìj) = 0, 9(.t;?/) = 0, ^h(;xy) = 0. 

Se le /, :p, '1 sono di grado rispettivo m, u, l’equazione 
resultante predetta trovasi (èssere di grado lun nei coefficienti 
di 4^; ima poiché la sua dclìnizioiie è simmetrica rispetto 
ìffi /? T? '4^5 deduce che il suo grado rispetto ai coefficienti 
di / vale vp e rispetto a (pielU di 9 vale mp. Ciò che occorre 

(9 Cfr. per es, Capkllt. « Istituzioni », n. 1025, pag. 557. 
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riehiaiuiire ii tale scopo è soltanto che iiii’(‘qiiazioue al<>‘<‘- 
bvica fra più varia})ili ridotta a forma in((0*a resta detìiiita «lai 
suoi zeri a meno di un fattore uinnerico. (Cfr. L. J% § ‘2, 

IKI»-. 11). 

Ora se sono date tre equazioni dì ^rudo m, lì fra (re 
variabili 

fixìjz) = 0 , = 0 , ) ■-= 0 , 

formiamo la loro resultante ri^Jiardaudole come equazioni 
ili :r; questa resiiltauie contenendo i coetticìenti di /, 9, 
ai gradi npj mp, mìij sarà, in generale, di grado mnp rispetto 
ad x; dal che segue il teorema di Bézout, 

Giova anche notare che la indicata resultante di /, 9, 4^, 
rispetto ad Xj coincide colla D(a;) = 0 detìiiita, cercando il 
massimo coiniin divisore di e ^onie sopra è 

detto. 

Ili) Ai metodi precedenti debbono aggiungersi i metodi 
geometrici che coudiicoiio a deteriiiiuare in modo pili gene¬ 
rale le intersezioni di una curva gobba con una superfìcie. 

È una circostanza degna di rilievo che la coucezioiu' 
geometrica dei iiroblemi algebrici conduce spesso ad ima 
posizione nuova e pili generale di essi, cosi come la consi¬ 
derazione tisica suggerisce un piu largo modo di jiorre e tivat- 
tare i problemi delle equazioni differenziali (ciò che Poinoauk 
ha avuto luogo di mettere in luce, in maniera particolarmente 
efficace e suggestiva). 

La ricerca delle intersezioni di tre superficie 9, 4^ si 
riduce alla ricerca dei punti comuni alla curva (fy) — inter¬ 
sezione delle i>rìine due superficie — colla siiperiicie 4^. Ma 
questo xirobleiua, considerato sotto l’aspetto geometrico, rientra 
in quello più generale d’intersecare una curva gobba con una 
superficie; la pura Algebra attinge più tardi dalla Geometria 
la visione di questo jirobleuia ove sono date più eijuazioiii in 
tre variabili aventi ima semplice infinità di soluzioni comuni, 
alle quali si aggiunge ima nuova equazione indipendente. 

Ora il teorema di Bézout risulta come corollario del 
seguente 

Teorema: Una curva (algebrica) gohia iV ordine n e una 
superficie (algebrica) ordine m (che non contenga la curva 
o una sua i)arte) hanno nin punti comuni. 

Ili (piesto enunciato figura l’ordine della curva gobba che 
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«i definisce come iininero delle inteTsezioiii della curva con mi 
piano generico (*): questo numero non cambia al variare del 
l^iaiio, eccepito il caso die la curva contenga come parte una 
linea giacente in esso. Infatti prendendo su un piano due 
centri di iiroiezioiie generici A e Bj hì ottengono due coni 
proiettanti la curva il cui ordine e(piivale al ninnerò delle 
intersezioni di essa col dato piano; segue da ciò che tutti i 
coni iiroiettaiiti la curva da punti esterni sono del medesimo 
ordine, e quindi ecc. 

Ora del teorema sopra enunciato ricordiamo le più note- 
\o\i dimostrazioni. 

a) Dimostrai ione basata sulla (ìegenera^^ione della super¬ 
ficie in m piani. 

Allo stesso modo die la dimostrazione analoga pel caso 
di due curve piane (notata nel precedente paragrafo) questa 
dimostrazione ha come presupposto il principio di continuità 
di Poncklet; il Salmon vi ricorre nel suo Trattato sulla 
Geometria analitica dello spazio (n. 331 ), e così sostanzial¬ 
mente il Cremona nel n. 21 dei suoi « Preliminari ad una 
teoria, geometrica delle superfìcie (^). 

Giova notare che al ragionamento precedente si può dare 
immediatamente forma rigorosa nel caso cui si riferisce il 
teorema di Bézout, ove si tratta delle intersezioni di tre 
superficie f{xys) = 0, ^{xyz) — 0, ^{xyz) = 0, giacche a tal 
uopo basta conoscere l’esistenza dell’equazione (resultante) 
D(ir)=0, definita, come si è detto in principio, quale fat¬ 
tore comune delle due resultanti e i^^„(ir). Così 

appunto, per valutare il grado di D{x)^ procede il Capelli 
nelle sue « Istituzioni » (n. 1020 , i^ag. 578 ), tradncendo in 
forma algebrica il concetto della degenerazione di una sii]>er- 
tìcie in piani. 

b) Dimostrazione di Poncelet ( 1831 ) (^), estensione del- 
l’analoga per le curve piane. La curva derivata di una curva 
gobba d’ordine n e di una siqìerficie d’ordine m si costruisce 
ai>puiito, come nell’analogo i)roblenia piano (cfr. § 13 ), in rai)- 
l)orto ad una stella di rette parallele e ad tin piano fisso 
secante; essa riesce i)ariniente d’ordine mn e le sue vin inter- 


(b Cfr. pi‘r t*B, Enuiques. « Geometria Descrittiva », Parte II, 21. 
(b Acc. (li Bologna, 1865-67. Cfr. Opere, t. II, pag. 303. 

(^) L. c., n. 241; « Traité », t. IL pag. 224. 
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sezioni col detto piano forniscono le intersezioui della super- 
lìcie e della curva date. 

Alla dimostrazione di PonceIìET, che seniì)ra esser stata 
dimenticata dai jt>'(muietri, si può dar forum proiettiva; ci 
soOeriuereino un luomeuto su ({inasta traduzione, in vista di 
ulteriori oeueralizzazioni di cui faremo cenno i)iù avanti. Per 
semplicità di discorso supporremo dato il teorema di Bézout 
nel piano, da cui se^me che due snperlicie d’ordine m, ìi 
hanno comune una curva d’ordine mu. 

Sia / mia superficie d’ordine m e C mia curva d’ordine ny 
la quale venga proiettata da un punto generi(m secondo un 
cono 9 dello stesso ordine. Le snperticie/e 9 avranno couiuiie 
una curva K d’ordine ni», di cui debhousi determinare le 
intersezioni con (7. A tale scopo, poiché (7 e A" giacciono sullo 
stesso cono 9 , eseguiremo una trasformazione biunivoca sopra 
il cono, che sostituirà alla curva C una sezione piana (arbi¬ 
trariamente scelta) C del cono 9 (non passante per il vertice) 
e alla curva A" ■una curva K' del medesimo ordine mn. 

L’accennata trasformazione sopra 9 si può definire come 
segue: una generatrice del cono incontra (7 e C" in due punti 
A e A! che sono sempre distinti dal Aertice 0; si può quindi 
deteriuinare sulla retta mia proiettività in cui 0 sia punto 
unito ed A, A' punti omologhi, bastando aggiungere per es. la 
condizione che la proiettività stessa sia parabolica (PoncuujEt) 
opiuire che sia iuvmìutoria; al Auriare della generatrice si 
ottiene una trasformazioiie biunivoca del cono in se stesso. 
Siccome la curA^a K' omologa a K non passa per 0, ed è iiii er- 
secata da un piano per 0 — come K — in mn punti, segue 
che essa è pure d’ordine mu. (Per prevenire possibili obbie¬ 
zioni si noti che la trasformazione indicata subordina due 
proiettività non degeneri sopra una corda di G per O, che è 
generatrice doppia del cono 9 ). 

c) Dimostraisione col principio di corrispondenza {di y 
% 13) che Fouret del te per il caso delle intersezioni di tre 
superficie (5 marzo 1S73) e che riconobbe poi valere in gene¬ 
rale per le intcu'sezioni di una curva gobba con una superficie 
(h luglio 1873). 

d) Dimostrazione di IIalpiiex (‘) (25 giugno 1873 ) 
basata sulla rappresentazione monoidaìe delie curve gobbe, 

(b Rullettin (le la Soc. Malli., t. 2, pag. 3L 
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Si consideri daiiprinia la curva gobba intersezione coiu- 
j)leta debile due siii)eriicie d’ordine )a, n\ 

(la i>rima è un monoìde cioè mia superfìcie — d’ordine in — 
dotata di un punto {m — l)-ploj la seconda è nii cono col 
vertice in (piel inulto )5 le intersezioni di codesta curva gobba 
con la superfìcie d’ordine ]> 


'\>{xiio) = 0 , 


si detei minano come segue: sostituendo, in 4 ^, ^z=:^f{xy) e 
facendo sistema delle due equazioni 

^(^y) = 0, ^{xy, f{xy)) = 0, 

si trovano mìip punti, che corrispondono ad altrettante inter¬ 
sezioni della curva G con la superfìcie 4^, 

Ora non accade sempre che una curva gobba G sia inter¬ 
sezione completa di un moiioide e di un cono avente il suo 
vertice nel punto multiplo di quello, ina Oaylky (^), (1802) 
ha osservato che ogni curva gobba C d’ordine n può sempre 
ottenersi come intersezione parziale di un cono dello stesso 
ordine avente il vertice in un punto qualunque dello siiazio 
e di un monoide d’nn certo ordine m avente (jnel punto 
come (iu — l)“Ph), i quali avranno comune —■ oltre G — sol¬ 
tanto un gruppo di (m—L)n rette; allora togliendo le inter¬ 
sezioni di queste con la superfìcie 4 ^, si otterranno le np 
intersezioni di 4^ con (7. 

I iirocediineuti algebrici che concernono l’eliminazione 
di due variabili fra tre equazioni, si estendono senz’altro al 
caso in cui si tratti di eliminare n — 1 variabili fra n equa¬ 
zioni, e conducono così alla diretta generalizzazione del teorema 
di Ekzout. 

Date n ecinasìoni fra n variaMliy degli ordini 
le (piali non posseggano infinite soluzioni comuni, vi sono 
ininti-radici che le soddisfano siìnnltaneamente. 


f) CoinpteB liendus, t. 54, pag. 55. 
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3ra, come sopra abbiamo notato, la coiice/ioiio ^eoine- 
trica allarga la posizione del problema; si è quindi condotti 
a cercare in li’eiierale le intersezioni di due o i)iù varietà 
algebriche aventi diverse dinieiisioiii e contennte in un inede- 
siino spazio S^- 

Occorre natinalniente conoscere Vordine di ciascuna varie- 
rieta, desilalandosi come ordine di ima varietà 7^,. ad r diineii- 
sioui in 8n il numero delle intersezioni di F,, (*on un 
generico. Si i>rova che questo numero è costante al variare 
dello tranne il caso in cui tale spazio incontri la varietà 

secondo una curva, superficie ecc., Yale a tal uopo lo stesso 
ragiominnailo adoperato innanzi per le curve gobbe, che si 
estende induttivamente da n — l a n. L’iiiotesi che il teorema 
sia dimostrato per lo porta ad assumere, come è noto, 

che un cono (di prima specie) Vr-^i sia intersecato da 

un Sn—r P^i' iJ vertice scucendo un numero <li generatrici 
(uguale all’ordine del cono) che rimane costante al variare 
dello 8n-^r<t almeno finché resti finito. Ora proiettando una F,, 
<la <lue ^ 57 —r hanno due coni algebrici (L. F, 

§ 23) i quali segano lo secondo due gruppi di gene¬ 
ratrici conginngenti le intersezioni di F,, con lo i <liie 

griii)pi contengono lo stesso numero di generatrici e perciò 
il cono proiettante Vr da un punto esterno qualsiasi ha un 
ordine costante, che designa anche il numero costante delle 
intersezioni di F,. con un (che non abbia con esso a 

comune una linea o varietà). 

Il problema generale che solerà abbiamo i^osto riceve 
risposta <lal seguente: 

Teoutoia eoni)a:mentaee sueue intersezioni in uue 
VARIETÀ AE(^EnRlCHE: Dite (algebriche) ^n-r 

dimensioni r e a — r e di ordini m e hanno in generale mp 
intersec^ioni; fa ecc<‘zione il caso in cui esse abbiano a comune 
una linea o varietà piu estesa. 

Dal tt^orema fondamentale segue che una 17"’'" e una 

dove r-hsZ^)K hauìio in generale a comune una m*. 

La dimostrazione del t<n)rema fondamentale anzidetto 
ri<‘sce una imiiiediata estensione di (piella r<dativa al caso 
di una curva gobba e (li mia siij)erfìcic, finche si tratta 
d’intersecare una curva una ii>ersui)erficie F,,., di 

3ra già nel caso di due sniierficie e di 8^^ l’esten- 




OAPITOI.O IL 


103 


sìolie semhrii dar liioi^o a nuove dittieoltii. Così p. es. il luefodo 
di deoeiieriizioiie non è applicabile, ove ìion sia risoluta i)riiiia 
la (piestione, assai delicata,, se nua siipcnlìcie <li possa seinpi'e 
ridin‘si per continuità a un sisleiua <li piani. 

In ordino storico la prima dimostrazione ^einnale del 
t(‘oreiiia foinlaineiitale è stata fornita da H alimikn (1. c., 1873) 
e — in modo piti completo - da Notilek (*) (1877) esten¬ 
dendo la rapprescuitazione monoidale debile curve ^obbe. Più 
tardi (1888) il PiEUr (^) ha esteso le dimostrazioni di CrrASURS 
e Fouitrrr basab' sul principio di corrispoinhmza, fa(‘eudo uso 
del principio dì cor rispondenza generalizzato a forme lineali 
di più dimensioni (^). 

Mii la più semplice dimostrazione del nostro teorema 
fondamentale si ottiene estendendo la dimostrazione data 
— per 1, — 3 — da Poxcelet (^). A tale scopo ci lafe- 

rir(nno alla forma modificata (die sopra abl)iaìno esposto, e 
procederemo per induzione (completa come segue: 

Pongasi cln^ il teorema fondamentale sia stabilito p(a‘ 

ima e una ^ ^ di penao si sappia che ima 

Tj-P 

e lina V di S hanno generalmente a comune una curva 
gobba d’ordirne mp (segata da un /SV_i in mp punti). 

Ciò posto sieno date in una e una non aventi 
comune una curva. Si proietti la (la un punto generico 0 
secondo un cono K Onesto saia segato dalla v secondo 

u r~i fi — fr 

una curva K d’ordine mp, di cui occiorn^ trovare le interse- 



A tal uopo si porrà sul cono una trasformazione 

che muti }\ in lina S(‘zu>ne iperpiana e A"in una curva 7v% 


p) Piatii. Annalen, lìd. 11, pai». 570. 

(^) Giornale di Mat. di Napoli, voi. 2G, pa^'. 251. 

0 « Una corrifipondenzsi [m, m] in mio spazio possicele in gene¬ 
rale punti uniti, designando l’ordini* della varietà cor¬ 

rispondente ad un S. ». Questa estcìieìoui* del principio di corrispond<‘nza 
Sì riattacca anzitutto a. Salmon (Trenti si* on Aiialytie Geonietry of three 
diinensions, 2'' ed,, 1865, pag. 511); (\apouali i* Pieiii (Rendic. Lincei, 
Marzo 38S7) Inni trattato il caso più generale. La formula relativa al 
piano è stata anche completata da ZEunncN. (Comptes rcndiis, Giugno, 3871:) 
pel caso in cui esista nua curva di punti uniti. 

(b Cfr. Enutques: Rendic. Acc, Bologna, 3915, 
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non i^assiiiite i)el vertice del cono, e (iniiuìì dello stesso 
ordine mp. Ujia siffatta trasfonna/ioiie si definisce per mezzo 
di lina proietti vita soina ogni generatrice del cono fis¬ 

sando die il vertice 0 sia imito e die si corrispondano le 
intersezioni della retta con V^ ^ r ? ^ condizioni basta 

aggiungere die la proiettività anzidetta sia x>arabolica o 
involiitoria. 

15. Classe cruna curva; abbassamento prodotto da iin 
punto doppio 0 multiplo. — Xel seguito escluderemo le curve 
dotate di parti multiple^ e iiorrenio via via alcune restrizioni 
in rai>poTto alle sìiigoìaritii di cui esse si suppongono dotate. 

Si abbia ima curva f d’ordine », dotata di singola¬ 
rità elementari; o nodi e h cuspidi ordinarie. 

Valutiamo la classe, i», di /. A tale scopo occorre inter¬ 
secare/colla iiolare d’un inulto generico 0 ; questa isolare, 9 , 
ha f ordine n — 1 e le sue intersezioni con /, fuori dei punti 
dopili, sono i punti di contatto delle m tangenti ad /coiulotte 
per 0. Ora ^ passa semplicemente per nn nodo di /, avendo 
ivi mia tangente (variabile) diversa dalle tangenti principali 
di /; inoltre cp passa seinpliceineiite per ogni cuspide di / 
toccando la tangente cuspidale (§ 4); le inteTsezioiii di / e 9 
assorbite nel nodo sono dinnine 2 , e quelle assorbite nella 
cuspide sono 5 (§ 12, criterio 7), siccliè sussiste la relazione 

1 ) m = n(n — 1 ) — 25 — 

La quale si può anche esprimere dicendo: La classe d^ una. 
curva generale ordine n vale n{ìi —1); ogni nodo abbassa 
la classe di 2 e ogni cuspide ordinaria di 3. 

Dalla 1) deduciamo per dualità una relazione ove figu¬ 
rano le singolarità tangenziali della curva. 

Si è già accennato (L. T, § 11 ; cfr. anclie L. 2 % ^ ID) 
che al punto doppio corrisponde per dualità la tangente doppia 
e precisamente: al nodo la tangente doppia propriamente 
detta a contatti distinti, ed alla cuspide la tangente di flesso. 
Ora iiotiauio che la polarità permette di precisare queste 
osservazioni (in modo anclie piu evidente che le considera¬ 
zioni del L. 2 '’, § 10 ): 

I) Ìjìì tangente doppia corrispondente per dualità a nn 
nodo è una retta che tocca la curva in due punti semplici, 
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salvo il caso elio una tangente principale del nodo sia ancln* 
tangente altrove oppure tangente di flesso del relativo ramo. 
Infatti, nelle condizioni anzidette, se si sceglie 0 sopra ima 
tangente principale del nodo, la polare di O tocca semplice- 
mente il ramo del nodo, e si vede (piindi die la nominata 
tangente principale conta ima volta sola fra le tangenti alla 
curva per 0. 

2) Ad lina cuspide ordinaria corrisponde jier dualità 
lina tangente di flesso ordinaria, avente contatto tripuiito in 
un punto semplice, escluso il caso die la nominata tangente 
cuspidale tocchi altrove la relativa curva. Infatti nelle <*on- 
dizioni aiizidette, jireso 0 in ini punto generico della tangente 
cuspidale, la sua polare ha nella cuspide un punto dop^iio 
con tangenti diverse dalla tangente cuspidale, dove si assor¬ 
bono 4 anziché 3 intersezioni della polare stessa con la curva. 

Suppoiiiaino che la curva /, riguardata come iiivilnpiio, 
possieda parimente singolarità taiigeiiziali elementari: t tan¬ 
genti doppie (a contatti distinti) e i tangenti di flesso (ordinarie). 

Sussisterà la reìazione duale della 1): 


2) n =m{ìn — 1) — 2r — 3/. 

Nel caso delle cubiche, essendo 
n = 3, T = 0, 

si deduce 

3i — ììi{m — 1) — a ; 

e,, per le ruhiclie irriducihili^ si hanno i seguenti casi: 


7t = 0, VI = fl, i — 1) 

1 , li flj VI = 4, i = 3 
0, li — 1, Vi = 3, i — 1. 

Aggiungasi che: i flessi di unu euhica irriducibile (indi¬ 
cati nel quadro che precede) sono sevipre distinti fra loro e 
distinti daìV eventuale lìunto doppio (nodo o cuspide). 

Infatti si esclude la possibilità che due flessi della cubica 
coincidano in un punto semplice, osservando che questo 
sarebbe un i)mito di contatto della liessiana e i)er<) un punto 
ove la tangente ha contatto qiiadripniito (§ 7). Si esclude 
a priori che un flesso i)ossa sov rai)i)orsi ad un punto dopi)io 
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(senza bisogno di esainiiuiTe il comportamento della hossiaiia, 
che analizzeremo pili avanti); basta osservare che, oa^c nna 
tangente di desso venisse a sovrapporsi ad mia tangente 
principale della cubica nel punto doppio, questa inetta avrebbe 
<piattro intersezioni colla cubica e però se iie staccherebbe. 

Le forinule 1 ), 2) si possono estendere al caso in cui la 
curva / possegga singolarità pili elevate. Limitiamoci al caso 
di un punto r-plo ordinario 0 (r;> 2 ): la curva / consterà, 
in generale, di s (<r) rami per 0 , degli ordini e 

containlo volte la tangente all’ /-ino ramo si otterrà il gruppo 
delle r tangenti principali ad f in O (v^ + 4 ^ .... + r). 

Allora la polare di un xninto generico risxietto ad /pos- 
siederà in 0 un xmnto {r —I)-plo, e nel grnx>x )0 delle sue 
tangenti xiriiicijiali figlirerà — l volte la tangente ad un 
ramo d’ordine 'q. ;> 1 di /, giacché le tangenti xirinciiiali della 
curva xiolare costituiscono il grnjijio violare ris^ietto alle tan¬ 
genti princixiali <li / (§ 4). 

Così ad ogni ramo ciisxiidale d’ordine ( > 1 ) di /, cor¬ 
risponde un ramo cnsxiidale d’ordine — 1 della polare (non 
escluso il caso di degenerazione in rami d’ordine inferiore). 
Si deduce (§ 12, criterii S) e 10)) che il nmnero delle interse¬ 
zioni di / con una sua jiolare generica, assorbite in 0 , vale 


r(r — 1 ) + 3](v^ — 1 ) = r(r — 1 ) - 1 - (r — •^) : 


JJìì i)ì(ììt() r-plo ordinario con s (< r) tangenti principali 
distìnte, abbassa la classe della curva di r(r —l)+(r — s), cioè 

equivale nella formuhi 1 ) ad ^ doppi, fra cui r — s 
cuspidi. 

Correlativaiiieiite: nna tangente r-jila di/, con <*ontatti 

<listinti, e<|nivah^, agli etfetti della foriniila 2), ad * 
taiìgeiiti doiipie, fra cui r — s tangenti di flesso. 

II (T)n<*etto di riguardare nii xmnto multiplo di mia curva 
<‘()ine eiiuivalente ad nn certo ninnerò di xmnti do^ipi, agli 
effetti delle relazioni fra i caratteri della curva, aiixiartìene 
al CAYriKY(*); esso può essere illustrato mercé seiiixilici con¬ 
siderazioni di limite. 


(0 Qiuirfcerly Joiiriuil, t. 7. 
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Ooiiiiriciaino dal caso piu semplice (limostrando (‘Ire: 

Un pHUio r-[)1o^ a tangenti distinte^ fil 2 >itò riguardare come 
r(r — 1.) 

limite di — - - nodi. 


(Questa proirosizione ha carattere intuitivo, quando ci si 
riferisca a ima curva f con r rami reali irassantì per un 
punto 0; basta invero spostare di poco codesti rami, x>ercliè 
essi — in luogo di iiassare xier un inedesiiuo x>riirto — s’in¬ 


contrino a due a due in 


r(r^-2) 

*> 


X)iinti. Questa oxierazione si 


})uò tradurre analiticamente come segue: si consideri un ramo 
(lidia curva /. ra^q) reseli tato dallo sviliqipo in serie 


cambiamo questo ramo in 


7/ = E + 4- 


dove £ è siifficienteineiite x>iccolo; in tal guisa si fa subire al 
ramo stesso una jiieccola traslazione. 

Oxieraiido analogamente sui vari rami, ed (^scindendo 
relazioni iiarticolari fra gli e, resta definita, in .senso diffe- 
renzialej cioè ludP intorno del 0, una curva formata 

di r rami, o elementi, vicini ai rami di / e inters<'cantisi a due 

— I \ 

a due in ~ nodi. Questa curva,/, ha i>er limite/, eia 

sua (amsiderazioue vale a farci riconoscere come il xmnto r-i)lo 0 
abbassi la classe di u(a — 1) unita, ci<') che ha ricevuto innanzi 
una dimostrazione diretta. 

Ora giova osservare che la ciirv^a /, dotata di - -—- 

nodi tendenti al xiniito ^-jilo 0, è stata definita soltanto in 
senso dilt'erenziale; ove si consideri la / in .senso integrale^’ 
mercè la coiitinnazioue analitica delle funzioni che la deter¬ 
minano, si ha invero una curva d’ordine ru (formata da r 
curve trashite di /) che x)ossied<^ altri punti doxqii e anche r 
X)untì r-pli. Sorg(‘ <|iiiiidi la (luestione di dimostrare che: 

Una curva /, dotata di un punto r-pìo 0 a tangenti 
distinte, ])uò riguardarsi come limite di una curva algebrica 

r(T — 1 ) 

(Icllo stesso ordine possedente - - - nodi ehe radano a con¬ 

fluire in 0. 
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A tale scopo si consideri il sistema (non lineare) ]f[ 
costituito dalla totalità delle curve d’ordine n die iwssej'gono 
mi punto r-plo; tenuto conto «Ielle due costanti arbitrarie 
da (!ui dipende la posizione del punto, la dimensione del 
sistema è: 

r(iH- 3) r(r-f-l) ,, 

e qiiiiuli, i>er r> 2 , è minore della dimensione del sistema JcpJ 

costituito dalla totalità delle curve d’ordine a con — 
punti doj)pi, poiché quest’ultima dimensione vale 

/I (u -4- 3) t( V — 1 ) 

2~ 2 

(o risulterebbe superiore al detto numero ove qualche i)nnto 
dopt)io fosse conseguenza dei rimanenti). Ora si potrà affer¬ 
mare che una f è limite di curve 9 , ove si faccia vedere che 
il sistema ]f{ è contenuto in ossia che le condizioni 

algebriche per l’esistenza di un punto r-plo per una curva 
d’ordine n rienirauo come caso particolare nelle condizioni 
r(r — 1) 

j)er l’esistenza di - - - punti dopj)i. 

Per vedere la cosa con la massima chiarezza e precisione 
sotto forma geometrica (^)j ed anche in vista degli sviliii)pi 
che seguiranno, facciamo ima trasformazione per dualità, con¬ 
tinuando a chiamare /e 9 le curve duali delle precedenti: si 

rtr — 1) 

verifica che una tangente r-pla 0 deve contarsi per —- 

tangenti doppie sovrapposte, osservando che con gli r ]nuiti 

di contatto si possono formare — coppie, ciascuna delle 

•(piali è coppia di punti di contatto di una hitaiigente che 
(‘oincide con la 0 . 

Ora se la tangente r-pla o della curva/non è a contatti 
distinti, ma possiede p(u* es. ini contatto d’ordine v <^oii >> 1 , 
accade che una curva 9 , di ugual ordine e classe di/, avente 


• d) Per ottenere bi verifica algebrica dell’asserto, occorre scrivere le 
condizioni perchè una ciirva algebrica ]>osseggii un certo numero di punti 
doppi; le quali sono date in forma semplice ed elegante in una lettera 
di Ukumitr che si trova nel voi. 84 del Journal fiir Matbematik (pag. 298). 
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per limite /, iiossiederà ^ tangenti doppie prossime 

ad 0 , fra le ((ualì vi saranno v — l tangenti di desso; infatti 
la 'p i)ossiederà v—1 intersezioni con la sua liessiana pros¬ 
sime al contatto (v + l)-piinto di o con /. Pertanto il teorema 
precedente può csseie completato come segue: 

Se una curva f possiede idi punto r-pìo ordinario con s 
rami (d’ordine -4-.... + = r) essa può riguardarsi 

come liniite di una curva p, di uguale ordine e classe, dotata 

yl/f' _ ^ 

di - - - punti doppi, fra cui r — s (=^(v—1)) cuspidi. 


10 . Numero dei flessi d’una curva: abbassamento prodotto 
da un punto doppio o multiplo. — iSTel seguito s’intendono 
escluse^ non soltanto le curve possedenti parti multiple^ ina 
anche quelle curve riducibili che contengano delle rette come 
purti^f casi in cui una curva / lia infiniti punti a comune 
colla sua liessiana 8). 

Appunto per mezzo della liessiana /i, e delle sue» inter¬ 
sezioni con la curva /, vogliaiuo determinare il numero dei 
dessi di f che, se l’ordine u 3, non può piò essere desunto 
dalle formule 1) e "1) del precedente paragrafo. 

Una curva f generale d^ ordine n (priva di punti doppi) 
possiede 3u(u — 2) = n{^^n — C) flessi, intersezioni di / colla 
sua hessiana. 

]\ra (juesto numero si abbassa iii corrispondenza a punti 
multii)li di /, giacché questi appartengono pure, come mul¬ 
tipli, ad 7i. 

Calcolando le intersezioni di f ed 7/ che vengono assor- 
bite in 1111 punto dopx)io, diinostrereino il 

Teorema. Un nodo della, curva f aìdìussa di il numero 
dei flessi; tale abhassaìnento può superare G soltanto nel caso 
die una tangente principale sia tangente di flesso per il relativo 
ramo; una cus 2 )ide ordinaria assorbe precisamente S flessi della 
curva. 

Sussiste dunque la formula 

1) 3a(n — 2) — 03 — 8fc, 

dove i designa il numero dei flessi, coinpntati gli eventuali 
dessi relativi ai rami di nii nodo, e dove un desso d’or- 
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dine s (in cui la curva lui s-\-2 interseziojii con la tan.u'ente) 
conta per s flessi del 1"* ordine. 

La dimostrazione del teorema eiinnciato, cioè il computo 
delle intersezioni di / eolia liessiana h assorbite in nn punto 
doppio, si svolge come segue: 

a) Nel caso in cui la curva / abbia nn nodo 0, sap¬ 
piamo (§ 7) che li possiede pure 0 come do])pio ed ha ivi 
le stesse tangenti principali. Per questo fatto si assorbono 
in 0 p = 6 intersezioni di f ed /#; per escludere che se ne 
assorbaiio di più bisogna mostrare che i rami tangenti di/ed h 
posseggono diversa costante caratteristica e quindi diversa 
parabola osculatrice. 

h) Se 0 è una cuspide ])er /, sappiamo che li ha in 0 
un punto triplo e che due tangenti ad lì coincidono con la 
tangente cuspidale di /. Per questo fatto vengono assorbite 
in 0 p =: 8 intersezioni delle due curve; ad escludere che ne 
vengano assorbite di più basta mostrare che h possiede un 
ramo di second’ordine avente una costante diversa da quella 
di f (§ 12, criterio 9). 

Ora il calcolo delle costanti caratteristiche riposa per 
ciascun caso su un lemma di ridu!:ioni\ il cui signitìcato geo¬ 
metrico si può esprimere dicendo: se una curva 

f{xy) = «2 -{- a., + .... + 

d’ordine « > 3, dotata di nn punto doppio (nodo o cuspide) 
nell’origine 0, possiede in 0 più che 8) intersezioni 

colla sua hessiana, altrettanto accade per ogni altra curva 
dello stesso ordine che abbia la medesima cubica appros¬ 
simante 

H- = 0. 

Dimostriamo infatti i due lemmi seguenti: 

Lemma di 2 )er il nodo. Se f possiede in 0 un 

nodo, le costanti caratteristiche dei rami di li in 0 dipendono 
soltanto dall’ordine di f e dalla sua cubica approssimante. 

Sappiamo (§ 12) che la parabola osculatrice ad un ramo 
di / dipende soltanto dai coetìicienti e Ora basta mo¬ 
strare che i termini di secondo e terzo grado in li dipendono 
soltanto da 

Scriviamo il determinante hessiano della forma 



lieve si ijoiì^a — L Troviamo: 


! 

1 ?!/■ 

9a;* 


2\f 

dxdjf 


7» = 

d-f 

dxdy 


d\r 

dy- 



S (»■-«•) 

dUi 

dx 


2 (»— i)(»—?•— l)?fj 


Appare allora che i termini di ultimo (più basso) grado 
ili X, y dello sviluppo di li jirovengoiio soltanto dai teriniiii 
di ultimo grado di /, cioè dal deterininaiite 


d~U.y 

d'U-., 


dx^ 

dxdy 


dhi, 

dxdy 

d-ìK 

dìf 



~ s? ~ ~ ’ 

invece i termini di xienultiino grado, nello svilupjio di 7è, 
proverranno soltanto da ^^ 3 , e x)recisameute saranno dati 
dalla somma di tre deteriniuauti; 


costruiti in modo che in una linea figuri e nelle altre 
due Ug. 

Lemma di riduzione per la cnsindex Si abbia ima curva 

f— ^^02?r + ^^3 "h-.... -f- u„, 

dotata di una cuspide ordinaria in 0 ; la Lessiana li (che è 
dotata di un imiito triplo in 0) possiede del jiari un ramo 
del secoud’ordine con la medesima tangente cusi>idale, e la 
costante caratteristica di questo ramo diiieiide soltanto dal- 
r ordine e dalla cubica apiirossiinaiite di /. (Non si e.scUide 
a priori la degenerazione del detto ramo, che corrisponde¬ 
rebbe all’ annullamento della costante caratteristica). Anzi 
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sappiamo 12) che, data una curva con ignito triplo nel¬ 
l’origine: 

= y.,.,xii- -h + =£3,3;®?/ H--.... = 0 =4= 0), 

dotata di ramo ciisi>idale tangente all’asse y = 0, la cosi ante 
caratteristica di questo ramo vale 


fc=rliin'% 

X=-Q ^ 


() dx^ ’ 


sarà /»;=[= 0, ossia si avrà una cuspide ordinaria di 'j?, nell’ipo¬ 
tesi =[= 0. 

Oio posto scriviamo 


n = x,,xìf H- 

ricordando che h possiede in 0 un punto triplo di cui due 
tangenti coincidono con ^ = 0; la costante caratteristica del 

cc 

ramo cuspidale di h sarà fc — — , 

^12 

Ora, nello sviluppo del determinante hessiano, il coeffi¬ 
ciente dipende soltanto dai termini di secondo e terzo 
grado di /; basterà dunque mostrare che anclie dii)ende 
soltanto da codesti termini. INta nello sviluppo di h i termini 
di quarto grado vsi otterranno sommando 0 determinanti del 
tipo 




3^ 


/il 

4\ 



dx* 

dx dy 

(a — 

^ dx 

1 

1 


d^ìf^ 


3h,. 

>li Ur »« ' = 


èx 2ìf 

w 

(a — 




dìt^ / 

dx 

A 

dy 

(n—s){ìì - 

— .S — 1) ìf 

love i r - 

1- .V 

= 8 





a 

>2, r>2, 

«>2, 

11 

o' 



Pertanto dobbiamo mostrare che nei tre determinanti 
contenenti l’indice 4 non tìgnra cioè che, per 2/= 0, si ha 

= ' ff-i ff-Z I = I ^^2 ^^3 I = b- 


a, a. 
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Ter il secondo e il ferzo deferminanfe ciò risulta evideìite 
dall’osservare clie i termini della i)rima linea sono iiiilli in 
quanto = invece il primo detenniiiaiite si annulla 

perche (ino* ?/ —0) sono nulli i termini dell’ultima linea. 

Basandoci sui i)rece(lenti lemmi di riduzione forniremo 
due diverse dimostrazioni del teorema yià eniniciato intorno 
al « numero dei dessi assorbiti in un punto dopi)io di f ». 

Prima dimostrazioue ; calcolo delle costanti carat- 

teristielie dei rami della liessiaua. 
a) Caso del nodo. 

Scriviamo 

avellilo i>reso — i)er semjilicità — come assi a?, y le tangenti 
l>riucii)ali del nodo. Allora sappiamo (§ B2) che la i>araboIa 
di secoiid’ordiiie, oscnlalrice al ramo di/che tocca l’asse y =:<), è 


ciò si verifica intersecando ipiesta iiarabola colla curva /=(), 
l>ercliè l’eiinazione resultante in x viene di 4 '" — anziché di 3 " — 
grado. 

Lo hessiano It di f si jiotrà scrivere : 

V., 4- a^^xy + «30a;® 4- 

e la, parabola di .second’ordine, che oscula il ramo della curva 
U—i) tangente all’asse y = 0 ^ sarà 


Vogliamo (‘alcoìare la ('ostante caratteristica —— del 

«Il 

predetto ramo di /q la quale^ come vedremo, si esprime in 
funzione dell’analoga costante caratteristica — relativa ad f. 
Adottando le notazioni precedenti, abbiamo 


V., = [ I, 

= I i -1- ! I + I ’L I • 


F. KNRIQUES - H, 


8 
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Il culcolo (li ì\y è stalo «ià fntto, seo'ueiulo Riiiriii, in 
condizioni più generali (§ 7 ); appunto da (piel calcolo si 
è dedotto =/c,, ossia (noi nostro caso) r.y=o:^^xy. (Quello 
stesso calcolo, facendo attenzione al cc^eHieioiite trascurato, ci 
pennette di deteriuiiiare ina <>iova invece sviluppare di 
nuovo (per v.y=:a^^xy) il determinante , giacché cia¬ 

scuno dei tre determinanti che occorre poi calcolare i>er 
avere ha due linee comuni con v.^. 

Sì trova COSI 


0 (ìt — 2 )a^^y 

a II 0 {lì — 

- ‘>^>11?/ (a — ^)(a — ^yf,,xy , 

r.y = (u — ])(a — 

= —l)(a — 

Dopo ci(> occorre calcolare il iiriiiio termine di ; 

cioè il valore che r.^ assume per ^ = 0. Si svolgerà semplice¬ 
mente questo calcolo tralasciando addirittura (pielli fra i 
termini dei tre determinanti che danno nei quali liguri 
il fattore y. Con tale avvertenza si trova 


*^. = 1 

1 {il 

ossia 


iWr,,x 

1 

: y=o = j «ii 

I 0 

cioè 

0 

^30 

1 

Si ha poi 

' 0 

0 



3{ii — :i)a.,,x- 
« 1 

0 

(n — 2)a^^x 1 

1 

(il — 2)rt„a: 

0 i, 

:5(»-3) 



— ~ 3(n — 1 )(/j. — 2)a 

1,-2 



0 

1 

2<i^„x 

(h — l^)a,^x- { = 0; 

Il — 2)<l^^x 

0 1 


raniinllamento identico di questo determinante risulta dal¬ 
l’osservazione che i quattro termini situati ai vertici del qua¬ 
drato sono zero, e ([iiesta osservazione rende superfino anche 
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il calcolo, fatto innanzi, degli altri termini del determinante 
medesimo. 

In fine 


”11 

0 


{)( —2)a^^x 


o(— 3 )((.^f,x^ {n — {n — 3 )(>t — ,, 


cioè 


/f, — ~{n— 

Si ricava 


1 n — ! 


I — 2 {n — i){n — «30^^. 


V — 4 


K )?/=0 = — » i » — 

« 30 =— «(«■ — 


e qnimlì, essendo a^^ = {)i — 1)(h — 

_«:!() _ '» «MO 

«n «- -«n' 

Appare così che la costante caratteristica — del ramo 

^"11 

di h difierisce perii fattore lunnerico-—- dalla costante 

u — 2 

caratteristica relativa al ramo tangente di /; e iierò quando 
«30 4= 0 (a > t>) le due costanti caratteristiche sono fra loro 
diverse: i due rami di / ed h non possono avere nu contatto 
d’ordine superiore al ininio. Il caso d’eccezione: «30=0 cor¬ 
risponde all’ipotesi che l’asse x abbia 4 intersezioni riunite 
con /, cioè sia tangente di fiesso per un ramo di /; nel qual 
caso la cubica ai>prossiinante contiene il suddetto asse come 
l)arte. 

/>) Caso della cuspide: 

Scriviamo, come innanzi, 

/= -H+.... = « 05 ?/■ d-« 30 + ((,^X-II -h -+- «03 ìf -1- .... ; 

verrii 

h = 1-3 d- V, d- ....= 0 C^^Xìf d- « 03 .'/' -+- +■ 
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essendo — per il calcolo di Biull (§, 7 ) — 

Vs = ?/' ^2^ = r(<'«30« -I- .'/)• 

Lo stesso calcolo dì Bkill, facendo attenzione al coeffi¬ 
ciente trascurato, i^ermette di determinare (e anche «^3 
che non ci interessa); ma giova qui sviluppare di nuovo diret¬ 
tamente il calcolo di giacche i determinanti che si pre¬ 
sentano servono i>er il calcolo di quelli che daranno poi 
.Vvrenio 

— I «2 'U3 ' + I «2 «2 + ' 'L ^2 - 

Ora, poiché ìi^ = a^,if- non contiene .t, i termini della 
prima linea nei due determinanti . naUongl, sono 

nulli. Besta 

i 6 «3oSC + 2 a,,,?/ — — 

— 0 2«„, 2 (n — 2 )a^^y 

0 2 {u —2)rt„,// {n — 2 ì(h— 

dove abbiamo omesso di calcolare il se(*ondo e il terzo ter¬ 
mine della prima linea che non hanno influenza sul valore 
del determinante. Sviluppando si trova 

1 n — 2 I l 

2 * 6( H — 2 )o^o xìf 4 - 2 • 2 { n — 2)^21 «02'' 

2 n — 3 2 

ossia 

a,2 = — 12(h. — l)(n — 2 )u^^(i^.f. 

Dopo ciò occorre calcolare il primo termine di 
cioè il valore che ì\ assume per y = 0. Avremo: 

u, '^2 f 'L 'b I 'L 'L 'L + 

4 - II., u, , 4 - U3 H, « 3 .- 1 ”; i(. lì, Us . • 

Ora il secondo, il terzo e il sesto determinante si annul¬ 
lano identicamente i)erché, come già è stato notato nel calcolo 
di ^3, i termini della loro prima linea sono identicamente 
iinlli. Anche il primo e il quarto determinante si annullano 
per ?/ = 0, giacché sono nulli per ^/ = 0 i termini della loro 


n—2 
H — 3 
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terza linea, già sopra (letorniinati nel calcolo di Per conse¬ 
guenza resta 


G«30^ 

0 


2 ( 1 ,, X 


3(?^ — 

0 


?>(n — — 3)(i< — 

Sviliii^iìaiido si trova 

2 1 I 


=0 — 3(?? 3)«Qy ^3 


3 (?< — 8 ) il — 4 
«40 = — 3 (« — 1 )(« — 


0;“* — 3(i? —1)(« — 3)a(^2 


Ricordiamo che, come si è visto inuanzi nello svolgimento 
del lemma di riduzione, la costante caratteristica del ramo 

(cuspidale) di li tangente all’ asse y = 0, è dato da — — ; 

^12 

questa costante vale dunque 


_ ?40 ^ 1 (» —3) 

«u 4(Ji—2)«„/ 

Aj)i)are così che la costante caratteristica del predetto 

ramo di /t, differisce da quella [——] di f per il fattore ini- 

\ ^^02/ 

I (^i _3 

merico — - ^, e però quando 0 (n > 2) le due 

eostanti caratteristiche sono fra loro diverse: i due rami di/ 
e li non possono avere più di 0 intersezioni assorbite nel¬ 
l’origine. Ciò ò vero anche nel caso n~3, in cui, l’anzidetto 
ramo di li si riduce all’asse y^i) contato due volte. Il caso 
d’eccezione : «3^ = 0 corrisponde all’ ipotesi che 1’ asse y = (S 
abbia 4 intersezioni riunite con /, caso in cui / non possiede 
più una cuspide ordinaria e che da luogo a una degenera¬ 
zione della cubica approssimante. Aggiungasi l’osservazione 
che essendo 4= 0, n > 3, risulta «40 4= ^ ^ }>evò li possiede 
seinj)re un ramo cuspidale ordinario tangente ad y = 0 . 

Seconda dimost ra clone fondata sulla degenerazione della 
curva /. 
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Invece di sviliij)inire il calcolo delle costanti caratteri- 
sticlie dei rami di /, si i>iiò ragionare come segue. 8e alla 
curva /, d’ordine n, si sostituisce una curva dello stesso ordine 
avente la medesima cubica approssimante, il numero delle 
intersezioni di / colla liessiaiia assorbite in 0, cioè l’abbas¬ 
samento del numero dei tiessi prodotto dal i>iinto doi)i>io 0, 
non cambia. Ora osserviamo che, i)er n = 8, e supposta f 
irriducibile, il numero (p) che si tratta di determinare vale 
l^recisainente (> o 8 secondochè 0 è un nodo o una cuspide 
(Cfr. la tabella relativa alla cubica nel § 15 ). Se a > 4 , è 
lecito sostituire ad / una curva sj^ezzata in una cubica 

<?3 — 

e in una residua curva 

9n-3 = «’o + + •••• + 

non passante i)er 0 {ì\ 0), tale che nella sua equazione 

manchino i termini di primo grado infatti la curva 

avra come cubica api)ros8Ìmante la medesima cubica 

<''o?’ 3 = +*^0 » 3 = 0 - 

La 9^—3 potrà snpi)orsi priva di punti dopici. Allora la 
hessiana della curva composta = d’ordine 3 u — G, 

segherà la curva stessa: 

1) nei — y punti comuni a 93 e 9^—3, assorbenti 
ciascuno almeno G intersezioni; 

2) nei a tiessi di 93 (tre o uno secondochè 0 è nodo o 
cuspide) e negli {n — 3 )( 3 u — 15 ) flessi di 9n^3; 

3 ) infine nel punto 0 , che conta i)er p intersezioni, dove è 

p> y — a. 

8i avrà così 

ìì{ 3 n — G) > G( 3 u — fi) + (a — 3 )( 3 a — 15 ) + a -L.p, 
e quindi 

> 3^"^ — Ga — y + a + p, 


a -4- p y, 
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sicché si conclude: 
cioè i)er 


e lìev 


p = 9-ha, 

a = 3 , p = iì^. 

a = 1, p = S 


c. d. d. 


La (limostrazioiie precedente suppone n > 4 . IShi se fosse 
p > 9 — a per lina (piartica 


/= ?(, + «3 ir^ — O, 


sommando ad f una (uirva 

9 — ^0 “L ^*2 + 

si otterreblx*. una curva 

/cp = 0 


avente la inedesiuia cubica aiiprossimante 

Vo'lt, + = 0 , 

e si dedurrebbe quindi che anche per codesta curva (d’ordiue 
>4) l’abbassamento del nninero dei flessi prodotto da 0 vale 
p>9 — il che contraddice il resultato stabilito. 

Così la dimostrazione viene resa completa per tutti i casi; 
sotto la condizione espi^essa che la cubica aj^prossiinaute di/ 
sia irriducibile, il che esclude i nodi iiossedenti un ramo dotato 
di flesso e le cuspidi straordinarie. 

O.^servaohne. La diiiiostrazioiie che precede si i)iiò ren¬ 
dere indipendente dai calcoli su cui abbiamo basato i lemmi 
di riduzione, mei’cè semplici considerazioni di continnità.VeA' 
semi>licità di discorso riferiamoci al caso del nodo. 

Anzitutto dimostriamo che: per una curva (jeneralc d’or¬ 
dine a >4 uu nodo, dove le tangenti principali non siano 
di flesso, diminuisce di G il niiniero dei flessi. Infatti fra le 
curve f dotate della suddetta singolarità, vi sono curve dege- 
iKU'i in una cubica e in mia residua curva d’ordine n — 3 , 
imr le quali l’abbassamento del numero d(d flessi prodotto dal 
nodo vale G e non jiiii di G; nieiitre (*odesto abbassamento 
può annientare, ma non diminuire, i>assando dalla curva ge¬ 
nerica di una determinata famiglia ad una curva imrticolare. 
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lijuifce (li eKsa. Ora se per jjjui particolare curva / accade clje 
un nodo abbassi di più che G il numero dei Gessi, bisogna 
che uji flesso della curva generica, avente per limite /, venga 
a sovrapporsi al nodo, cioè che una tangente principale ac¬ 
quisti contatto tripnnto col suo ramo (qnadripij))to con la 
curva). 

Lo stesso ragionamento si può ripetere per la cuspide, 
dimostrando prima che (per una curva d’ordine u ^ 4) la 
cuspide ordinaria diminuisce in generale di 8 il jmmero dei 
flessi, e jjotajido poi che quando — per jjna curva parti¬ 
colare — im flesso veJiga a sovrapjjorsi alla cuspide, la tan¬ 
gente cuspidale acipjista contatto (piadripunto, sì che non si 
ha pili una cuspide ordinaria. 

È ovvio che il caso hz= 4, escluso nelle precedenti con¬ 
siderazioni, si tratta come innanzi, sommando alla quartica 
luj’altra curva. 

l^assiamo a valutare rabbassamento del uiunero dei flessi 
che viene j)rodotto da un punto r-plo ordinario, per r 
Si tratta di determinare le iJiterse/ioni della curva / con la 
hessiana /i, che vengono assorbite in un tal piuito 0 , 

Supponiamo che in 0 si abbiano s<r tangenti princi¬ 
pali distinte, corrispondenti a rami d’ordine e sia dap- 

j)riina s ;> l. Il coujportamejito di h iii 0, dato dal teorema 
di (§ 7), permette di affermare che le intersezioni di / 

ed h assorbite in 0 sono almeno 

rOW - 4) + r + ^(27 — 2) = Gr(r ^ 1 ) + 2(r - s) ; 

infatti h ha in O nn pimto (3r — 4)-plo e i>ossiede in gene¬ 
rale come tangenti principali le r taugeiiti di/, più altre 2r — 4 
tangenti che formano il grnppo liessiano delle r noiniiiate 
nel fascio 0; per ogni ramo d’ordine v >> 1 di / a(*cade che 
altre 2v — 2 tangenti di li vaJino a coincidere con una tan¬ 
gente di /. Si può dijnostrare che il jiumero delle interse¬ 
zioni di / ed li assorbite in 0 è precisamente quello espresso 
dalla formula preccdejite, salvo il caso che vi siano rami 
liiumri di / dotati di flesso; a tale siaipo occorrerebbe cahmlare 
in questo caso, come già si è fatto per r = 2, le costanti 
caratteristiche dei rami di 7i, escludendo conlatti superiori al 
contatto semplice. 
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Lo stesso procedimento è <Tpp]icnl)ile al caso s= I (ramo 
cuspidale d’ordine r); occorre soltanto ricordare clic in (piesto 
caso h i>ossiede in 0 un punto di molteplicità f>r — 3 aiizicliè 
3 r — 4, e che 2r — 2 tangenti principali di li coincidono con 
la tangente di /; così — dopo aver escluso contarti sni)eriori 
incompatibili con una cuspide ordinaria — si concluderà che 
il numero delle intersezioni di li ed f assorbite in O vale 

r(3r 3) + 2r — 2 = 3r(r ~ 1 ) -h 2{r — L), 

resultato che coincide con (luello cìn» verrebbe espresso dalla 
formula precedente per 1 , 

Iviassnuìelido otterremo il 

Teorenia: Un jìnnto r-pZo ordinario con s ram?\ i cui ranti 
ilncari non lìosseggano jfefisi, assorlic 


3r(r—l)4-2(r —,v) 


Jìeasìj equivalendo così a ^ ^ i>nnti dojypi, fra cui r — s 

cuspidi. 

In luogo di giustificare la deduzione precedente, svilup¬ 
pando il calcolo delle costanti caratteristiche cui si è sopra 
accennato, basterà giustificare l’equivalenza qui enunciata, 
fondandoci sulle considerazioni di limite del precedente pa¬ 
ragrafo. 

llicordiamo dunque che se una curva f possiede un punto 
r-i)lo ordinario 0 , con s rami, essa può ritenersi come limite 


di una curva di uguale ordine e classe, avente 


r(r — 1 ) 


punti doppi, fra cui r — s cuspidi (cfr, pag. 108), Ora fra le tam 
genti condotte alla 9 da un punto generico, P, del piano, iioii ve 
ne è alcuna il cui punto di contatto sia prosshuo ad 0 , giacche 
il punto r-plo abbasserebbe la classe di piu che r(r — 1 ) -P (r—js) 
unità. Se dunque il punto P viene preso sopra una tangente 
propria p di ' 4 ), il cui punto di contatto sia prossimo ad O, 
al limite la retta p deve diventare nua tangente principale 
di /. Effettivamente jier un punto P, preso soi^ra una tan¬ 
gente princii>ale (fuori di 0), accade che la retta PO assorbe 
un’altra tangente condotta per P alla curva; nò può assorbire, 
invece che una, due tangenti di i)iù, se essa non ha r-\-2 
intersezioni con / in O, caso che deve escludersi — oltreché 



122 


LllìliO TKUZO 


per i rami cuspidali ordinari — anche per i rami lineari di/, 
in virtù delle nostre ipotesi. Ciò posto risulta che la curva 9 
non possiede alcun desso prossimo ad 0 (nepi)ure sul ramo 
di un nodo); in conseguenza il numero delle intersezioni di / 
ed li assorbite in 0 si ottiene come limite delle intersezioni 
di <9 con la propria hessiaiia che vengono assorbite nei nodi 
e nelle cuspidi in vicinanza di 0 , ond’è dato da 


G 



+ 2 (r — s). 


c. d. d. 


17. Le formule di Pllicker e Tequazione del genere. — 
Kiassumiamo le formule ottenute nei pi-ecedenti paragrafi. 

Si abbia una curva /, che per semplicità supporremo irri¬ 
ducibile, dotata di singolarità ordinarie, e se ne designi: 
con n l’ordine, 
con S il numero dei nodi, 
con li il numero delle cuspidi, 

valutando come equivalente ad punti doppi, fra cui 

r — s cuspidi, un punto r-plo con s rami; si designi similmente: 
con m la classe, 

con r il numero delle taugenti dox)i)ie a contatti distinte, 
con i il numero dei flessi, 

valutando come sopra l’equivalenza delle tangenti multiple, e 
includendo nel numero i ogni flesso che eventualmente appar¬ 
tenga al ramo lineare d’nu punto multiplo; allora 
i sfi caratteri 

II, s, m, T, i, 

soìio legati dalle tre relaoioni indipendenti \ 


1) m = n(u — 3 ) — 25 — 

2 ) n — m{m — 1 ) 

3) i = 3a(u — 2) — C5 — 8ft. 

Le i)riine due relazioni risalgono a PoNcnnKT (1818-1831) 
che vi giunse con considerazioni di continuità (cfr. L. 2 % 
§ 19 e il Gap. IV di questo Libro): PnucKEU (1834-1839), 
oltre a svolgere la dimostrazione di codeste relazioni, vi ha 
aggiunto la formula 3) ed altre formule che ne dipendono; 
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j)er<‘iò l’insieme bielle relazioni fra i sei caratteri a, 5, /t, w, t, i, 
ha ricevuto il nome di gruppo delle formule di Pluckeh. 

A questo gruppo di formule appartengono le seguenti, 
die si deducono (cfr. L. 2% § 21, Yol. I, pag. 2G()) combi¬ 
nando le 1) 2) 3): 

4) le = Sm{m — 2) — (>r — Si, 

5) ^ = ~ — 1) — ()](254-3A:) + 

+ 25(5 — 1) + G3/t + ]y le{1e — 1), 

G) 0 = m{ìn — 2)(7a- —D) — [m(m — I) — G] (2r + 3i) + 

U 

+ 2r(T —1) + G:?:+^^ i(i — Ij, 

3>h — i = 3a — /^, 

afa+ 3) . + . 0,5 


T) 

8 ) 




(u 


\)(n~2) _ g _ (»f — T)(w 


-9A 


— f. 


La dimostrazione del gruppo di formule ])....9) importa 
sostanzialiueiite la dimostrazione di formule: per esempio 
della prima, da cui si deduce per diialitji la seconda, e della 
terza, che Puuokeu ottiene col calcolo diretto del numero dei 
flessi; questo calcolo ha preso forma i)iii significativa mediante 
l’introduzione della curva covariante di IIesse (1844). 

Ora, in luogo di basarsi sulla formula 3), si può dimo¬ 
strare in modo diretto qualcuna di cpielle che seguono, x>er 
esempio valutare il numero delle tangenti doppie d’una 

curva d’ordine >#, che vale in generale j^n(n — 2)(7#^ — 9), 

ricercando poi la diminuzione prodotta sul detto numero dalla 
presenza di punti doppi. A questo proposito Puucker stesso 
osserva (’) che la diminuzione del numero delle tangenti 
doppie prodotta da un punto dojipio 0, viene data dalle 
tangenti per G alla curv^a, ciascuna delle (piali è da contare 
due volte per ragioni di continuità (cfr. Oap. IV). 


(9 « Theorie der Algebmischen Curven », pjig. 209. 
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La determinazione delle tang^enti doppie ad una curva 
d’ordine n si può fare con calcolo diretto, assegnando una 
curva che segdii la data nei ijunti di contatto delle tangenti 
dopjìie; questa via ò stata percorsa anzitutto da Oaylfa' (^) 
nel 184d e poi da Jacotu (1850) (^), il quale sembra non fosse 
interamente persuaso dell’ uso del principio di dualità, a cui 
Plu( REU ricorreva. 

Accanto ai due modi di deduzione delle formule di 
Pliicker, ove si airpreude a valutare (do^w la classe) il numero 
dei flessi o delle tangenti doppie, si presenta un terzo modo 
ove si tratta di stabilire direttamente qualcuna delle equa¬ 
zioni simmetriche fra i caratteri plueckeriani, e segnatamente 
la 9). Questo modo ha grande importanza perchè mette in 
luce il significato d’iin carattere fondamentale delle curve, 
designato col nome di genere (cfr. L. 2"^, ^ 23). Al (piale si 
riferiscono le seguenti considerazioni. 

Chiamasi « genere » l’espressione p — ^ 5 

che figura nella formula 9); essa designa il numero dei punti 
doppi che manca alla curva (irreducibile) d’ordine n per 
averne il massimo. Infatti si è dimostrato (L. 2% § 23) (*he 
codesta espressione è > 0 nell’ipotesi, che qui sottintendiamo, 
della irriducibilità, giacche altrimenti la curva data / avrebbe 
più che ìì{n — 1) intersezioni con una curva d’ordine n — 1 
che passi r —1 volte per ogni punto ?*-plo di / e contenga 

altri — -punti semplici della/stessa. 

Introducendo il genere p, la formula 1) si iniò scrivere 

m = 2n 2p — 2 + 7^. 

Ora ricordando che le rette cougiungeiiti le cuspidi sono 
(la ritenere come tangenti improprie a rami delia curva 
(cfr. li. P, § II; li, § 23) si ha che: il numero delle tan¬ 
genti a rami di una curva d’ordine a e genere p^ passanti 


(9 Journal fiir Math., Bd. 34, può. 37. 

(-) Joìinial filr IMatli,, Bd. 40, ]mg. 37. Cfr. CrEHScri, ibidem, Bd. 63, 
flS64). Altri sviluppi nello stoRRO ordine d’idee apparteno’oiio a Salmon 
(1858) e (Uylev (1859). Cfr. Clehsch-Lindemann, « Lezioni » trad. fr., 
t. II, p. 64. 
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j)ei* un punto .i>‘eiierico vale 


^2ìi -h2i) — 2. 

Questo resultato si i)iiò estendere, valntainìo il numero 
<lelle taii 2 ;eiiti altrove a rami della eurva, che imssaiio per 
iin suo punto semplice o multij)lo. Già nel L. II), 

abbiamo fatto <piesta valutazione per il caso <li un x>niito >-i>lo 
a tangenti distinte; qui, rii)rendendo il calcolo sulla base della 
teoria delle i)olari, imporremo soltanto la restrizione die si 
tratti di punti mnltijili ordinari, 

Sia dunque 0 nn x^imto r-jdo ordinario della curva/(r> 1); 
vogliamo valutare le tangenti alla curva condotte pev (>, 
air infuori delle tangenti xiriucijiali che la toccano in 0 stesso, 
ed escludendo dax)x^riina che qualche taugeute princix>ale risulti 
tangente in (pialche altro x>iiido della curva, opx^ure tangente 
di desso x>er il relativo ramo; tenuto conto delTixmtesi foii- 
<lamentale relativa alle singolarità ordinarie, abbiamo duu<|iie 
che le tangenti x)i'incix)ali in 0 x>osseggono 1, e non x)id, 
intersezioni con /. 

Posto 0 iieirorigine, scriviamo reqnazione della curva 

/tzzz If r+i + •••• “h ^ 5 

le tangenti ad f x^er 0 sono date dalle intersezioni <li f con 
la x)dare di 0, che — passando attraverso le coordinate 
omogenee — si trova esxìressa da: 

= (u — r)u^ {il — r — -h — = 0; 

quindi, x>cr ottenere le tangenti altrove ad f x>er G, occorre 
cercare quante sono le intersezioni delle due curve f e 4^, 
assorbite in 0. 

Ora le curve f e x>osseggono in 0 un uguale 

moltex>li<ntà r, colle medesime tangenti x)i*hicix)ali. Per qneslo 
fatto le intersezioni assorbite in O sono r" + r. Occorre rico¬ 
noscere che i rami <ìi f é non posseggono contatto supe¬ 
riore al contatto semplice, aHiiichè si x)Ossa conchnhn-e che 
non viene assorbito in O un numero d’intersezioni > 1 r. 

IVIa questo riconoscimento è imuiediato se le tangenti 
cix)ali ad / x)ossegg()no (r d- 1) e non x>in intersezioni con /. 
Infatti si assuma (ox)crando un’eventuale rotazione degli assi 
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coordinati) la retta ?/ = 0 come tangente ad un ramo, d’or¬ 
dine V, di /; sarà 

i(y - yll X + ^ =[:= 0 ) ] 

e se la ?/ = 0 è tangente (/-h l)-pnnta di /: 


con 


+-1, 0 ^ * 


Allora la costante caratteristica del ramo di / tangente 
ad ?/ = 0 è data da 


ir 


lini 

x—Q X' 


r-f-i, n 


sicché c=4^0 (cfr. le osservazioni che terminano il § l‘J); l’ana¬ 
loga costante pel ramo tangente di vale 

(il — /*) 

^ r (M — r — T) 

sicché v^c. 

Si coiicliule che le intersezioni di f e à fuori di 0 sono 
ii()i — J) — r(r + l); ma, jier avere le tangenti a rami con¬ 
dotte da 0 ad /, codesto numero va diminnito di 2 per ogni 
punto doppio, nodo o cuspide — o di s(s — )) per ogni punto 
.s*-plo — che la curva / possegga fuori di 0, così come accade 
quando si cercano le tangenti per un punto esterno. Per tal 
modo, designando con 5' il numero <lei punti doppi di/fuori 
di O, il minierò delle tangenti cercate risulterà: 

u(u — 1) — r(r + 1) — 2ò', 

e poiché 

_ (u —J)(»-2) r(r — ì) 


il detto numero verrà espresso da 


2(u — r) -p2p — 2. 


Xel computo precedente si sono esclusi due casi x>*<^**ti- 
colari che, mediante una conveuzione basata sul priìicipio di 
eoutinaitàj si lasciano ricondurre alla foriimla i>recedeiite. In 
primo luogo, se accade che mia tangente inincipale iier O 
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tocchi la curva in un altro punto yl, c chiaro che essa deve 
computarsi fra le tangenti altrove alla curva coiulotte per 0. 
Tu secondo luogo, se un ramo lineare di / per O iiossiede un 
desso, la relativa tangente dovrà ritenersi come tangente in 
mi punto infuiitaineiite vicino ad 0 condotta i>er 0, e ligurerà 
!>recisamente s — 2 volte nel gruppo delle tangenti altrove 
ad f i)er 0, (piando il desso anzidetto dia luogo a un contatto 
.v-puiito; il che, ove uou si voglia ricorrere a considerazioni di 
(continuità si jriuà facilmente irrovare con una veritìca diretta. 

liiassinnendo : 

Si abbia ìfìia carra ìrridìicibUe (V ordine n e genere j) 
(dotata di singolarità ordinarie); il numero delle tangenti altrove 
alla curva condotte per an punto r-plo 0 (r ^O), computate in 
esso le tangenti proprie e le tangenti improprie a rami cuspi¬ 
dali, cale 

2v + 2p 2, 

designando v = >/ — r il numero delle iiitersezioiii variabili 
della curva con le rette per ()• il iiuinero delle tangenti altrove 
viene calcolato defalcando dal numero totale delle tangenti 
per 0 il gruppo delle r tangenti principali contato 2 volte. 

Doi>o avere così rilevato il sigiiidcato (caratteristico del 
genere, ritoruiaino alla formula 9), che si può designare come 
« ecpiazione del genere », in (pianto esprime che « il genere 
di una curva come luogo è uguale al genere della curva 
come inviluppo ». Ora (piesta eipiazioiie potrà ess(ue dimo¬ 
strata direttamente in base ad un teorema generale (P inva¬ 
rianza del genere, tenuto conto della eorrispoudeuza biuni¬ 
voca fra curva luogo e curva inviluppo, dove ad ogni ininto 
corrisponde la relativa tangente. Si avrà così un nuovo modo 
di diinostrazioiie della formula 3), la (piale si potrà dedurre 
dalle 1) 2) e 9), senza ricorrere alla hessiana e agli sviluppi 
dei 7 e 12. 

Converrà premettere le seguenti 

Osservai ioni preliminari sulle corrispondenze birazionali 
fra curve. 

Si abbia ima curva algebrica irriducibile 

poniamo X e 1' funzioni razionali di x e ìf die, ridotte allo 
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stesso doiniluitore possono scriversi; 


o, in fonila omogenea, 

X, == (a;, a-, re.), X, = x., X,, = '^,(rc, re, re^), 


dove, per semplicità di discorso, viene supposto die 9 ^, 9 .^, cpg 
siano dello stesso ordine (liastando altrimenti moltiplicare 
per una potenza di x.^). 

Il luogo dei pilliti che corrispondono ai punti di / nella 
trasformazione a) è ima curva algebrica 

F{XY) ^ F{X, X X,) = 0, 

la cui ecpiazioiie si deduce eliminando le y, oppure le 
fra le relazioni a) e Pequazione/:= 0 . 

In generalo fa ira^\formazìone unlroca che fa lìasmre ddìla, 
curva f alia F è univocaìncute, cioè razionalmente, invertìbile 
fra fe due curve. 

Infatti dato mi punto (XY) di F^ per trovare i punti 
di/clie gli corrispondono nella trasformazione inversa della u), 
occorre risolvere il sistema delle tre equazioni 




Y=: 






le quali debbono essere compatibili e deliniranno, in gene¬ 
rale, una sola coppia di valori x^ y, Per escludere il caso 
particolare in cui ad (XY) corrispondano più xnniti {xy) di /, 

m 

si ])otrà scegliere in modo arbitrario la finizione razionale - 

^3 

la (piale assumerà lo stesso valore in un certo gruxipo G di 

imnti della /, xiiirchè si j)renda i)Oi la in modo che essa 
riceva valori diversi nei punti di G, 

In ci('> che segue supxioiiianio die la corrispondenca fra/e F 
sia effettivamente biunivoca, cioè hirazionale, 3I(‘ntr<‘, a un 
Xmnio generii^o di / corrisponde un determinato punto di JP, 
(e cosi ad un jiiinfo generili di 7^’(*orrisx)onde un punto di /), 
liotranuo esìstere sn /{e analogamente su F) (hd d^ecce- 



(1AIMTOLO Jl 


120 


clone per cui le foriimle dellu trasforma/ione riescono iude- 
leniiiiuile; tali sono i punii di / dove si a)d)ia coiiteuipo- 
raiieaineiite 


Quando si presenta (luesta ecce/joue è naturale chiedersi 
se essa possa venire rimossa, definendo in base alla legge di 
contili aita i mutui rapporti di X^,, X^, che si presentano 

sotto la forma indeterminata A tale scopo svolgeremo le 
considerazioni seguenti. 

Le curve Àcp, + + vcp.^ 0 foriiieranuo in generale mia 

rete; va eccepito un solo caso che considereremo in appresso. 
Ora la trasformazione u) fra le due curve / e F appare subor¬ 
dinata ad una trasformazione razionale A) fra i rispettivi 
])iaui, la quale viene rappresentata dalle medesime formule. 
Questa trasformazione si definisce geometricamente ponendo 
mia proiettirità fra la rete d-“L 3 — ^ piano 

rigato XXj d-|xX, + vXy = 0 , in guisa che ad ogni elemento 
(curva) della rete corrisponda mia retta, e ad ogni fascio <li 
curve un fascio di rette. Appare così che la trasforinazione A) 
non sarà in generale univocamente invertibile, perchè — a 
prescindere dai punti base della rete d- P'fd- = 0 — si 
ilovraiuio ritenere come omologhi di mi punto (X) nella cor¬ 
rispondenza A'), inv^ersa di A), i iniiiti comuni alle curve del 
fascio corrispondente al fascio di rette <li centro (X); il 
numero d di (piesti punti, cioè il ninnerò delle intersezioni 
variabili di dm^ curve della rete (grado della rete) sarà, in 
generale, dz>\^ (Nel caso particolare d = 0 la trasforma¬ 
zione A) farà corrisjiondere ai i)unti (x) del primo piano i punti 
della curva F= 0 , e non sarà invertibile per i punti fuori di 
questa), l^a trasformazione 1), in cui ad ogni punto (X) 
corrispondono d. > I punti (x)j farà corrispondere alla curva F 
ima curva composta della/e di ima parte coniplemeiitare 
che viene descritta dai d —I punti coniugati di un punto 
variabile sn /, ritenendo come coniugati i jiiinti (a;) che liaiiiio 
un medesimo omologo in A). La corrispomleiiza biunivoca 
fra 1(‘ curve / e F può venire ugualmente subordinata ad 
ima trasforuiazioiie razionale fra il secondo piano ed il primo, 
ove si estendano ai punti (X) fuori di F le formule della 
trasformazione inversa di o). 
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Ciò posto toniiaino ii coiisìderai-e un punto base per la 
rete -h v:p. = 0, che designeremo con 7^, nelP ipolesi 

in cui esso appartenga ad/(e diaipiiiuli Iuoììo ad mia eccezione 
pel* la corrispoiuleiiza a). Se P è punto seinpli<‘e per /, le curve 
della rete che toccano / in Pio che liaiiiio in P un contatto 
ulteriore qualora il contatto si avverasse» ^ia per tinte le curve 
della rete) formeranno un fascio a eiii risponderà ini fascio di 
rette, e cosi verrà deleruiinato per eontìnnità l’omologo di P 
sn Fi V (Tcezioìte considerata è soltanto apparnttr. 

j\Ea pongasi invece che P sia doi>pio o r-plo, con r ‘J, 
per /, a tangenti distiate; allora le curve della rete jmssaiiti 
per P e toceanti (o toccanti ulteriormente) un ramo di /, 
foriuauo un fascio; si vede quindi che a P corrispondono in 
generale due o r limiti semplici di F; solo cccezioualniciite 
i due plinti anzidetti potranno sovrapporsi in un punto doppio 
di F, Qualora poi il punto doppio d’eccezione su f divenga 
mia cuspide, i due punti omologhi vengono a coincidere. 

L’osservazione precedente permette di riconoscere che ad 
un punto semplice P di f corrisponde mi punto semplice P’ 
di jF, seniprechc P' non sia eccezionale per la trasfoiuiazioiie 
inversa; sìmilnieute l’omologo di lui punto P doppio o mul¬ 
tiplo, per/, che non sia punto base^ della rete trasformali te, 
sarà un punto P'di uguale molteplicità per P, salvo il caso cln» 
esso sia mi punto di eccezione della trasformazione inversa. 

Le cose dette si estendono al caso, eccepito iuiianzi, in 
cui le appartengano ad un fascio di curve (iinisecauti /), 

siccliè si abbia = le ', o F~X — leX—i) risulti una retta : 

9 . 93 

ai nodi di / coiTispoiideraiino coppie di punti di ipiesta 
retta, ecc. Quindi i resultati ottenuti si potranno riassumere 
nel segneiite enunciato che ha mia validità assolutamente 
generale, anche fuori delle ijmtesi relative alle singolarità 
delle curve in cui per semplicità ci siamo jmsti: 

Una eor rispondenza hirazionaìe fra da e carce può rite- 
nersi htfrniroca senza eccezione ove si pensi eiascnn pnnto ìnal- 
tiplo come resultante dalla sovrapposizione di tanti i)anti quanti 
sono i rami {lineari o cuspidali) della curva che vi passano. 

Ciò posto veniamo al 

Tkoukm.v I)X invarianza nijjj OKNUun. Se fra due curve 
irriducibili dotate di singolarità ordinarie^ lutercede una cor¬ 
rispondenza hirazionale^ le due curve hanno lo stesso genere. 
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Di questo teoreuui fondamentale si posseggono varie dimo¬ 
strazioni (cfr. la Notizia storica che segue); riprodurremo qui 
la semplice dimostrazione dovuta al Brktini (^), 

Iiuinagiuiauio le due curve /e collocate in un medesimo 
piano e proiettiamole rispettivamente da due punti generici O 
•e O' del piano stesso; le intersezioni dei raggi proiettanti i 
punti omologhi descrivono una curva cp che è in corrispon¬ 
denza biraziouale con le/e F; designando con a, N gii ordini 
di J\ Fy la curva jp sarà intersecata dalle rette per 0 in n punti 
variabili e dalle rette per 0' in N punti. La considerazione di 
questa curva ausiliaria permette di riconoscane che le tangenti 
(proprie o improprie) a rami di / condotte per 0 sono anche 
tangenti a rami di sicché f e 9 , essendo intersecate dalle 
rette per 0 ugualmente in n punti variabili, avranno lo stesso 
genere; in modo analogo si trova che 9 ed F hanno pure il 
medesimo genere, e da ciò si comdiide P uguaglianza dei generi 
di / e F. 

Il riconoscimento che le tangenti a rami di /perO coin¬ 
cidono con le tangenti a rami di 9 condotte per il medesimo 
punto, si basa sostanzialmente sul fatto che la corrispondenza 
fra ./ e 9 è biunivoca senza eccezione fra i rami, sicché una 
retta che incontra un ramo di / in due punti infinitamente 
vicini gode della stessa proprietà rispetto al ramo omologo 
di cp, e viceversa. 

Una analisi piu minuta vale a illustrare le circostanze 
della corrispondenza. P(u* semplicità supporremo che f e F 
posseggano soltanto nodi e cuspidi ordinarie; sarà facile vedere 
le luodilicazioiii di ragionamento che occorrono nel caso di 
singolarità ordinarie pìn elevate. 

Notiamo anzitutto come prendono origine le singolarità 
della curva "p. In primo luogo (piesta curva possiederà come 
multipli i punti 0 e 0 '; le tangenti in 0 (e così in 0 ), pos¬ 
sono supporsi distinte e non di fiesso per i relativi rami, in 
quanto passano per i punti omologhi delle intersezioni di 00' 
con U, dove 0 e O' sono — coirne si é detto — punti gene¬ 
rici del piano. 

In secondo luogo nasce un punto doppio di p (piando a 
due piiutì distinti A e B di/, allineati con D, rispondono due 
• punti A' e B' (li F, allineati con 0', oppure quando ad A, B 


(') Orioittiile di MatiMiiiitìcLe, t. 7, (1869). 
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<*on*ispoii(le nn pulito doppio di F, o infine quando si («orrì- 
spoiidoiio due nodi delle due curve; questi ultimi due casi 
possono invero ritenersi casi particolari del precedente. A^'^iiiri¬ 
gasi che il punto doppio di cp, così determinato, deve supporsi 
sempre a tangenti distinte, ove si escludano posizioni partico¬ 
lari di 0, 0\ Infatti vi è in generale per 0 nu numero finito 
di rette contenenti coppie di punti (distinti o sovrapposti in 
uii nodo) a cui làspondono coppie di punti allineati con 0'; 
soltanto quando due fra le nominate rette iier 0 coincidono, 
ciò che si traduce in una equazione fra le coordinate di O, 
può aversi un punto doppio di q? dove la curva è costituita da 
due rami tangenti (singolarità straordinaria detta taoìodo). 

In terzo luogo nasce una cuspide di cp quando si corri¬ 
spondono due cuspidi di/e F, oppure due punti seiuplici P, P' 
dove si abbiano come tangenti le OP e O'P'; ma quest’ultimo 
caso si può escludere evitando posizioni particolari di O, 0\ 

Ciò posto: una i‘etta generica per 0, r, segay in u punti 
distinti a cui corrispoudoiio ii punti distinti di "f ; a noi occorre 
esaminare quando due delle intersezioni di r con /, o con cp, 
vengono a eoincidere. E lecito escludere che 0 si ti*ovi sopra 
una tangente principale in un punto doppio di/, oppure sopra 
una tangente doppia o di flesso. Allora: 

1) Se due delle intersezioni di r con / vengono a sovrap¬ 
porsi ili un nodo, i punti omologhi a questo sono distinti o 
sovrapposti in un nodo di cp; in ogni caso la r non ris-ulta 
tangente a un ramo di cp, altrimenti piu di due intersezioni 
di r con / sarebb(n*o venute a coincidere. 

2) Se due intersezioni di r con f vengono a coincidere 
in nu lanuto semplice di contatto, a questo punto corrisponde 
un punto semplice di cp con la medesima tangente (la quale 
non i)uò essere di flesso). 

3) Se invece due iutersezioiii di f con r vengono a 
coincidere in mia cuspide P, a questa corrisponde un punto 
semplice, P, di cp con la taiigcmte OP, oppure una cuspide. 

lleciprocaiiieiite se due delle intersezioni di r con ^ ven¬ 
gono a coincidere in un punto semplice, altreltanto accade 
per le intersezioni omologhe di /, perchè a punti distinti 
corrisponderehliero punti disriiiti o sovrapposti in un nodo; 
se invece due intersezioni di r con p vengono a coincidere 
in lina cuspide ([uesta corrisponde — come ahliiain visto — 
ad una cuspide di /; la coincidenza di due intersezioni di r 
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ili iiiì nodo di 'p risponde, come ahbiani visto, ad una retta r 
secante / in due punti distinti o sovrapposti in un nodo. 

In conclusione le 

2n -I- 2p — 2 

tano'eiiti altrove ad / condotte per 0 (tangenti in immiti sem¬ 
plici o rette congiiuigenti le cuspidi) sono ugualmente tan¬ 
genti a cp, e perciò 9 lia lo stesso genere 2> /• Altrettanto 

si può dire per ed F, sicché si conclude che f e F liaiiuo 
lo stesso genere p. c. d. d. 

Osserrapioìte. Se i punti 0 e 0' cadono nei punti all’infi¬ 
nito degli assi x e y, la curva aiisiliaria ^:(xp) = 0 si ottiene 
f(xy) — i) colla trasformazione omologica: 

^ x^x 

^i) ' _ ^-,{xy) 

1 y - 

' 93(-W/) 

e dalla curva qi(lf/) — U si passa alla F(XT') ~0 ponendo 




u,) 


I 


X 


Y 


'H^y) 

ih 


’hi^y) %ì^'^(3iy)i 


Cosi la dimostrazione dell’invarianza del genere viene 
basata sulla decomposizione della trasformazione birazioiiale «) 
nelle due trasformazioni omologiche aj aj (fatta prima 
1111 ’eventuale rotazione degli assi coordinati allo scopo di 
escludere jiarticolari posizioni di 0 , (/), 

Qui giova rilevare che le tangenti (proprie e improprie) 
a rami di / condotte per 0 corrispondono ai punti di dira¬ 
mazione della funzione algebrica y(x), o della corrispon¬ 
denza [xy] sulla retta o sul piano complesso (L. 2% §§ 24, 30). 
Da ciò si può trarre una nuova dimostrazione dell’invarianza 
del genere nella trasformazione omologica «J; infatti un punto 
di diramazione di y{x), girando attorno al (jiiale si produce 
lo scambio di due valori di y, risulta pure punto di dirama¬ 
zione per y(à;), dando luogo al medesimo scambio dei corri¬ 
spondenti valori di y. 


Del teorema d’invarianza del genere si può fare ima 
semplice applicazione al caso delle curve razioualu 
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Dieesi razionale una curva i cui punti (xy) corrispoinloiio 
hirazionalmeiìte ai valori d’iin parametro siccliè si aì)l)ia 
lina rappresecitazioiie paranietrica del tijio: 

9Àty ■’ ut)' \ '^2Oc?/) 

dove 9 ;ì, 4*17 ^2 desi^'iiauo dei polinomi. Ora, per <lelì- 

iiizioiie, mia curva razionale è in corrispondenza binnivoe^a 
eolia retta su cui è disteso il parametro t e perciò il siu> 

«enere vale, come per = 1 : p —^^^(1 — 1)(1 — ‘J) = 0. 

Dunque: le enrve razionali .sono di genere zero^ propo¬ 
sizione di cui abbiamo già fornito mia dimostrazione diretta, 
sulla base del principio di corrispondenza, nel L. 1% § 23. 

Notizia storica. La scoperta dell’invarianza del genere 
per trasformazioni birazionali dell’eqiiazioni algebrica/(a:?/)=::0 
proviene dall’idea di Kiumann (1857) di rappresentare con 
un continuo supertìciale l’insieme dei punti reali e complessi 
di /=0: il genere di / corrisponde all’ordine di connessione 
della superfìcie di Ri^nnann (cfr. L. 2"", 34-30). 

Da questo punto di vista viene messa in luce l’inva¬ 
rianza del genere per qualsiasi trasformazione biunivoca e 
continua senza eex^ezione, e (inindi in particolare per ogni 
trasformazione bÌRnivo(*a analitica, cioè biraziouale, eseguita 
sulla/=0. Dopo(diè Cranìsrrr (1804) ebbe rilevato l’impor¬ 
tanza del genere nella teoria delle curve (cfr. la nota storica 
nel § 23 del libro 2"^, voi. I, pag. 285), il teorema dell’inva¬ 
rianza ha ricevuto varie dimostrazioni algebriche: anzitutto 
una verifica diretta basata sull’analisi delle formule di tras¬ 
formazione viene data da OnunsOH e Gohdan (1800) (*), mentre 
il Ckkmona (1860) porge del teorema una <limostrazinne 
geometrica cdie si fonda sulla (considerazione delle superfìcie 
rigate (^). 8e si pongono in piani diversi due curve d’or¬ 
dine n e a', fra cui intercede una corrispondenza biunivoca, 
le rette clu^ uniscono i punti omologhi formano ima rigala 
di grado u-pn'; <piesta possiede una curva doppia il cui 
ordine N si (ispritne per i caratteri plneckeriani a, 5, fc, ed 


(b Cfr. le lezioni <li CLEUscn-LiNuiCMANN, frad. fr., t. JII, pag. 9. 

(-) Preliminari di una teoria geoìnethea ddle superfìcie, ii.® 54.. 
Cfr. Opere, t. Il, i)ag. 328. 
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2', I:' (Ielle <lii<^ ciii-ve: 

„n'-h " I 2 I k ii'n H- ~ h 2' I 


(lai <*he si deduce l’ii.miaoiiaiiza d<d oeiuu'i. 

A (jiieste diinosfrazioni s(‘«iie (inelln di Huutjm (18r)l)), 
(die sopra abbiamo svolto. Oltre idia particolare semplicità 
del concetto informatore, questa dimostrazione ha anche il 
pregio di rispecchiare il passaggio che ])iib farsi dalla siiper- 
iìcie di Kieiiianii rappresentativa della curva /alla superficie 
della trasformata. Fiifatti la trasformazione cln^ >si t\seguisce 
sopra (xi/) viene (pii d(^(^omposta in due 1 rasforniazioni ele¬ 
mentari operanti so[)ra una sola variabih»; ora <]uando si 
cambia // in una funzione Yixy) lasciando ferma la x, restano 
iminiitati md piano rappresentativo della x i punti di dira¬ 
mazione, dai (piali dipende la. costruzione (hdia superficie a 
togli che porge la riemanniaiia di / (efr. L. 2’, 34 3G). 

11 teorema dell’in varianza del geiuMii appare sotto una 
nuova luce nella teoria delle funzioni razionali, o serie lineari 
(/' e <f , sopra una curva; al (piale punto di vista si possono 
collegare diverse dimostrazioni del teorema: (Biunn e XiVniEii, 
1<S74; Seuke, 1894; Emikìues, ISÌH), 1914). Così, in partico¬ 
lare, il genere si presenta qui in raj)porto al discriminante 
delle funzioni algebriche o, geometricamente, in rapporto 
al numero delle cnrv(> di un fascio die toccano la curva 
data; la valutazione di (piesto numero si fa direttamente 
in funzione del genere e del grado a della serie segata 

' n 

dal fascio, dal che segue juire una semplice dimostrazione 
del teorema d’invarianza 


18. Nota sui caratteri delle curve gobbe: formule di 
Cayley. — Le relazioni pliieckeiiane fra i caratteri di una 
curva algebrica piana si lasciano estendere alle curve gobbe 
— apparbumnti allo spazio di tre dimensioni — ed anche 
alle curve ii>erspaziali. La prima estensione e dovuta a 
(Iaylev (1845) (^), la seemndu a Veronese (1881) (^). Noi d 


(b Cfi. ìv Lezioni (li Cluhscu-Lixukmakn, trad. fr., t. HI, pa 
(b Journal (le Piatii., t. 10, pag. 245; Cainbritlgc» and Diiblin. 
Joiinial, t. 5, pag, 18. 

(b Matli. Annaien, Ibi. 19, pag. 195. 


g. 8. 

Piatii. 
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limiteremo a indicare brevemente come sorgano le forniiile 
di Oayley. 

Premetteremo mi lireve riassunto di: 

Nozioni generali sulle curve gobbe e sulle rigate. Eicor- 
diamo anzitutto la definizione delle curve al(»ebriclie dello 
sjiazio (*), conforme a quella generale delle varietà negli spazi 
a quante si vogliano dimensioni (L. 1% § 23, Voi. 1 , pag. 137): 
dicesi curva algebrica il luogo dei punti (xy^) che viene rap¬ 
presentato da equazioni parametriche del tipo 

'Mav) 

(love ^ sono simboli di funzioni razionali intere, 

e dove 9 ^, 9 ,, 9 ^, possono supporsi in generale dello stesso 

grado. JSe nella rappresentazione iirecedente 9 ^, ^07 %9 ^4 
contengono t*, nel qual caso la :p = 0 si riduce a r = cost., si 
ha lina curva razionale. 

Le curve rappresentate dalle equazioni 1) sono in gene¬ 
rale gobbe cioè non giacciono in un piano. Una curva alge¬ 
brica dello spazio, si potrà sempre detìnire come parte comune 
a due o più superficie che si ottengono eliminando u e v fra le 
equazioni precedenti. Una curva che costituisca l’intera inter¬ 
sezione di due superfìcie Z^^ = (), d) = 0 , dicesi intersezione 
comiìleta. Ma vi sono curve che non possono riguardarsi come 
intersezioni complete di due superfìcie: l’esempio più semplice 
è oft'erto dalle curve gobbe razionali il cui ordine è un ninnerò 
primo, cioè dove 9 .^, 93 e 9 ^ sono funzioni di grado inimo; 
il primo caso è quello notissimo della cubica gobba. 

Ora ogni (uirva (7, comune a due o più superficie alge¬ 
briche, viene proiettata da un punto generico secondo un 
cono algebrico; infatti l’intersezione completa di due super¬ 
ficie viene proiettata secondo un cono algebrico, e perciò) la 
(uirva (‘omiiiie a tre (o piu) superficie sarà proiettata da 1111 
punto (lualnmiiie se(;oiido il cono algebrico (die si otticuie 




(d Cfr., per tK. Enuiqves « G. Descrittiva » Parte IT, Clip. III. 



OAIMTOLO II 


I 


<‘ome parte coniuiK^ dei coni proiettanti le iiitersezioiii com¬ 
plete delle tre siipertLcie a due a due. Se si sceglie come 
centro di proiezione il punto alP iiilìiiito delP asse 5 ^, supposto 
avere rispetto a C ima direzione generica, la G verrà proiet¬ 
tata xmi*alleìameiite alPasse z secondo mi cilindro algebrico 
= 0 , le cui generatrici saranno segate in un sol punto 
da (7; si otterrà (piiiidi una rappresentazione })arametrica dei 
limiti di (7, che rientra come eliso particolare nella 1 ), mediante 
formule del tipo 


x(xìf) — 0 , 

e nella (piale si deve prescindere dalle rette parallele alPasse a 
che si ottengono in corrisjioiideuza ai xninti (xy) per cui 
9 .^ = 0 e 9 ^ = 0 . (^iii giova osservare che la rappresentazione 
precedente non corrisjionde ad una curva gohha generale — in 
rapporto alla detìiiizioiie I) — se non (luando cp^ e soddistìiio 
a particolari condizioni e legami; se 93 e 9 ^ si assumono a lìriorl 
nel modo i>iii generale, accade che la curva rappresentata 
abbia un ordine m superiore alP ordine n di 9 , e passi xier il 
punto alPinfinito delPasse z (con la molteplicità m — n). 

Una curva algebrica gobba dicesi se è proiet¬ 

tata da un punto generico secondo un cono irriducibile; basta 
perciò che sia irriducibile il cono che xiroietta semyaceuìente 
la curva da un limito particolare (per modo che una genera¬ 
trice di esso incontri in un sol punto la curva). 17 irriducibi¬ 
lità di lina curva gobba, come quella di una curva piana, 
(cfr. L. 2% § 32) significa: in primo luogo diesi può passare 
con continuità da un piiuto della curva a im altro qualsiasi, 
cioè che la curva dà luogo a una superficie di Kikmann eou- 
ili secondo luogo che, nel passaggio anzidetto, insieme 
al punto variabile (xyz) variano con contiiinità le derivate 
successive delle sue coordinate. 

Tutti i coni xiroiettanti semxilicemeiite ima curva goblia 
dai jiimti dello sxiazio die sono fuori di essa hanno lo stesso 
ordine, che dicesi ordine della curva e designa il numero 
costante delle sue intersezioni con un piano il ([uale non ne 
contenga una parte (cfr. § 14). (pillando il centro di i>roie- 
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zioiie O viene n cadere sopra la curva il cono proiet¬ 
tante 0{C) si riduce in <»eneTale ordine u — 3, staccandosi 
il piano osculatore in 0. Il detto cono si abbassa all’ordine 
n — 2 , ecc. ove O sia un punto doppio o multiplo della curva, 
cioè tale die ogni piano per 0 abbia ivi due o più interse¬ 
zioni riunite con la C. Si noti che nasce nn punto doppio 
della curva (7, (piando in C si segano due superfìcie aventi 
in O lo stesso piano tangente. 

Così dal punto di vista precedente, come dal punto di 
vista della rappresentazione paranietrica 1 ) assunta come defi¬ 
nizione delle curve gobbe, appare che l’esistenza d’uu punto 
doppio costituisce una particolarità che non appartiene alle 
curve gobbe più geueraH di un dato ordine. Ci(') vale anche, 
rispetto alla stessa rappresentazione paranietrica J), dove si 
supponga ( 5 lie la curva = 0 possegga dei punti doppi, 
purché le 9 ^, cp^, 93 , 9 ^, sieno assunte in modo che si annul¬ 
lino in codesti punti (il che è lecito di ritenere come il caso 
generale). 

Ora risulta da (pianto precede che la proiezione di una 
curva gobba C fatta da un centro 0 sopra un piano è in 
gen( 3 rale una curva d’ordine u, ma si ridinne ad una curva 
d’ordine n — J se O cade in un punto (senipli(*e) della <*nrva. 
Sìc(*ome tutte le proiezioni piane di C sono fra loro in cor¬ 
rispondenza biunivoca, e quindi birazionale, esse avranno lo 
stesso geniere p (cfr. paragrafo precedente), il (piale si desi- 
giKuù come genere della curva. Segue di <ini che la (uirva 
piana d’ordine n proiezione generica della curva gobba (7, 
possiede sempre dei punti doppi (o multipli) all’infuori dei 
])niiti doppi (ihe provengono per proiezione dagli even¬ 
tuali D punti doppi effettivi della (7; iirecisaiuente si avrà: 


-- -e perciò si 


troveranno almeno 


i (u — ^){n 
i 2 



((u -2)( u- 3) 



punti doppi siffatti, cioè tanti punti doppi apparenti^ corri¬ 
spondenti a corde d(dla curva gobba passanti per il centro 
di proit.*zioiie. 

A complemento delle nozioni elementari che (ini riassu¬ 
miamo sulle curve goblie, giova ricordare che le tangenti ad 
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ìiiiu (Mirva ^obba C costif niscoiio mia rigata sriììtppahife^ cioè 
lina rigata generata, come inviluppo, <lal luoviiueuto di nu 
piano (oscnlatore alla C). In tutti i punti di mia generatrice 
si ha il medesimo piano tangente, che è il piano osculatore 
suddetto. Questa proprietà caratterizza, <*orae è noto, le rigate 
sviluppabili, indipendenleimmte dalla algebricità; mentre per 
ogni rigata gohha (cioè non sviluppabile) il piano tangente 
varia col variare del punto di contatto sopra una generatrice, 
per modo che si hanno oo- anziché piani tangenti (Q. 

È pure noto che una sviluppabile, come serie di piani, 
costituisce l’ente <lnale di una curva nello spazio, questi piani 
essendo in generale osculatori ad una curva gobba. In par¬ 
ticolare fra le svilui)pabili figura il cono inviluppo di piani 
come ente duale della curva piana, le generatrici del cono 
i^orrispondendo alle tangenti della curva piana. Qui si avverta 
die P insieme delle tangenti ad una curva piana si può con- 
si<lerare come luui rigata svilniipabile la quale ricopre il piano 
tante volte (piante ne indica la classe della curva. Oorrebi- 
tivamente il sistema dei piani passanti per le generatrici 
di mi cono si riduce ad una stella multipla secondo l’ordine 
del <*oiio. 

Una rigata algebrica, sviluppabile o no, considerata come 
luogo di punti, costituisce mia superficie rappresentata da 
un’equazione — 0; a tali superficie riferiamo le seguenti 

considerazioni, dove s’intende generalmente eccepito il coao (e 
la sviluppabile piana). IP ordine di una rigata, ossia il numero 
delle sue intersezioni con una retta generica, è ugnale al 
numero delle generatrici della rigata incidenti alla retta, e 
sotto questo aspetto si designa col nome di grado delia rigata. 
ha detinizione del grado essendo correlativa di se stessa, il 
grado di una rigata designerà anche la classe dell’inviluppo 
<legli 00 “ piani passanti per le generatrici della rigata; per 
una rigata gobba <picsti piani sono i piani tangenti alla super¬ 
ficie, mentre per una rigata sviluppabile, (‘ostitnita dalle tan¬ 
genti a (7, essi risultano tangenti alla curva C e solo iin])ro- 
priainente alla superficie da <inelle generata. 

La rigata sviluppabile costituita dalle tangenti alla curva 
gobba C, possiede la C come spigolo di regresso o enrra caspi’- 
date: s’intende die ogni punto O di U è doppio per la supcr- 

(') Ct’r., ptu* es, Eniiiques « G. Descrittiva » Pjirte II, Gap. II e VI. 
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(ìeie e dà luogo ad una cuspide per (piaiinique sezione fatta 
con un piano per 0. Viceversa, ogni rigata (die possegga ima 
curva direttrice cuspidale sviluppabile, perche ogni geiie- 
rafcri(!e incontra la curva in un punto, per il quale passa 
anche la generatrice iiifìiiitamente vicina, che riesce così inci¬ 
dente alla prima. Questo teorema infatti appartiene alla geo¬ 
metria differenziale; vale (piindi in particolare per le rigate 
algebriche considerate nella loro interezza, purché irriducibili. 

Una rigata algebrica gobba (irriducibile) non possiede, 
per (pianto si è detto una curva cuspidale; ma agili rigata 
di grado u 2 possiede una curva doppia (e ventilai mente 
sostituita da una curva di molteplicità più elevata) luogo dei 
punti p(n- cui passano due generatrici della rigata, nella (piale 
(essendo la curva nodale) si attraversano due faide della 
superficie. 8i prova l’effettiva esistenza di una curva doppia 
che incontri le generatrici della rigata in n — 2 punti, nel modo 
che segRe¬ 
si mandi per una generatrice p nii piano (pialsiasi a 
che segherà la rigata secondo una iiìt eriore curva Icn—i 
dine n — 1. La lì^n~^i interseca p hi n—1 punti, ma uno solo 
di questi. A, è punto di contatto proprio del piano a con la 
superfìcie, giacche il piano tangente in un punto variabile 
di p varia iier p, descrivendo un fascio proiettivo alla pun¬ 
teggiata dei punti di contatto (teorema di Oiiasles). Per¬ 
tanto gii altri n — 2 punti comuni a e a p, fuori di A, 

resteranno fìssi al variare (hd piano oc per p, e costituiramio 
i inulti doppi della rigata; i quali, al variare della genera¬ 
trice p, descrivono una curva. 

Per una rigata generale, cioè per la più generale super¬ 
fìcie soddisfacente alla condizione di contenere inette (ossia 
per la rigata die corrisponde ad una curva generale della 
([iiadrica di rappresentativa dello spazio rigato — cfr. L. P, 
^ II); voi. I, pug. 118), si ha eftettivainente una curva nodale 
e non una curva multipla di ordine > 2, nò mia curva (Uispi- 
dale. Accader invece die una parte della curva doppia divenga 
cuspidale se la rigata è sviliippubifì^; in ([iiesto caso la curva 
(uispidale, spigolo di regN^sso, t()(*ca sempliceinenti^. le gene¬ 
ratrici, e fuori di essa rimane, per n > 4, una curva nodah^, 
che iutersec.a genetrici in n —4 plinti e che costituisce il 
luogo dei punti p(^r eni passano <liie tangenti alla curva gobba 
spigolo di regresso. L’osservazione preiaMhmfe si giustifica 
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osservando che, nel caso di una rigata s\ ilnppaliile, la jiroiet- 
tività fra i punti di mia generatrice p e i piani per diventa 
degenere; ad ini punto generico corrisiionde runico iiiano 
tangente lungo la generatrice die oscula lo spigolo di regresso C 
in im plinto P, e così ad un piano generico x>er p corrisponde, 
come punto di contatto (iniiiroiirio), Punico pmilo 7^della gene¬ 
ratrice. Ora accadrà die la sezione della rigata con un piano 
])er p, sarà — oltre p — una (uirva l‘n—i avente con p un 
contatto tripinito nel punto 7^; le rimanenti u —4 interse¬ 
zioni di con p restano xnire fisse, al variare del piano a 

jier p, e fornisixnio xnniti della curva nodale. 

A (pianto abbiali! detto vogliamo aggimigere Pavverti¬ 
mento es^ilicito che, oltre la curva direttrice doppia (o mul¬ 
tipla), una rigata xniò anche iiossedere delle gem yatrici doppie 
(o multiple). Così, iier eseinxno, se ima curva gobba C pos¬ 
siede ima tangente dojipia, (piesta costituisce mia geiieratru*e 
dopxiia per la rigata delle sue tangenti; xirecisaniente sarà 
ima retta nodaìe, dove si attraversano due falde della sii]ier- 
licie, se si tratta di mia tangente a contatti distinti; invece 
sarà ima retta vnspidaLe^ nell’intorno della quale la super¬ 
ficie consta di una sola falda, (]|iialora si tratti di una tangente 
di desso della C, 

Passiamo ora a stabilire per le curve gobbe 

Forììniìf di CayiìKV. A (jiiesto scolio essendo data ima 
curva algebrica gobba C, considereremo ima sua proiivàoiie 
X)iaiia C' fatta da un limito generico; i caratteri di C' forni- 
s(i(iiio caratteri di ( 7 , fra i ([iiali si trova mi X)i‘imu griq>iio di 
tre relazioni, in corrispondenza alle fonnide di Pluokiou rela¬ 
tive alla C\ L’api)Iicazioiie della legge di dualità nello spazio, 
ove alla curva gob))a si associ la svilupxiabile dei suoi piani 
osculatori, ixuuiiette di dedurre dalle relazioni trovate altre tre 
relazioni fra i caratteri di (J, Si hanno (^osì (> relazioni indi- 
l)eiidenti, (die costituiscono il gruppo delle fonnnle di Cavlky. 

Xoi snpiioiiiaino (die la curva C\ i)roi(v>ioiie piana geiu^- 
rica di C, sia dotata soltanto di singolarità elementari, e così 
— diialiiieiite — ])er la curva sezione piana della sviliipi)abile 
osciilatri(te formata dalle tangenti a C. In tali ipot('si si 
avranno a considerali^ X)er la curva C i si^giieiiti caratteri: 

1) Ìj^ordiìiv n, die ('^ amdie l’ordine (](dla x>roiezioiie 
piana 6^'; (' (liialiiieiit(‘: 
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2) la iUafise a', cioè il iiiiiiiero dei piani oscMilatori alla 
curva .u'obba che passano per mi piiuto generico; le tracce 
dei piani osculatori della <uir\ a ^ob))a C sul piano di (7' sono 
tan^’cnti di desso per (piesta curva proiezione. 

t^) Il numero d dei paatt doppi ((ppan ìtii, cioè il numero 
delle corde della curva gobba C die passano per nn punto; 
alle quali corrispondono punti doppi della proiezione C\ non 
provenienti da punti doi>pi di C. Dnalinente: 

4) il ninnerò d' delle « rette intersezioni di due piani 
osculatori a <7 » die appartengono ad iin piano generico. 

5) il ninnerò D dei nodi della curva C, e dualmente: 

b) il iniiiiero D' dei piani hiosculatori alla C. 

7) Il unmero /,* delle cnspidi di t7, e dualmente: 

8) il ninnerò le' dei inani stazionaria cioè dai piani 
aventi un contatto (piadripiinto con la curva ( 7 . 

i)) Il minierò t dei piani Intangentì alla curva gobba 
che glassano per un punto generico, cioè la classe della svi¬ 
luppabile costituita dai piani bitangenti; le tracce di codesti 
piani sul piano della curva C' sono tangenti doppie per ipiesta 
curva proiezione. Dualmente: 

10) V ordine t' della curva nodale della rigata sviluppa¬ 
bile circoscritta alla C, 

lutine si avranno ancora a considerare i tre (caratteri 
auto-duali della rigata sviluiipabile circoscritta alla curva 
gobba (7: 

11) il rango r di ( 7 , grado della rigata, cioè il iiiiinero 
delle tangenti a C die sono incidenti ad una retta generica; 

12) il numero T delle tangenti doppie di (7, generatrici 
doppie della predetta rigata; 

lo) il numero N delle tangenti di flesso^ aventi contatto 
tripunto con C, che sono generatrici cuspidali della rigata 
sviluppabile. 

Scriviamo per la curva C\ proiezione piana della (7, le tre 
forinnle di Ib.uiUvKu 1, 2, 7, <lel § 17, dalle (piali seguono le 
altre dell’intero sistema 1.... 1>; otterrinno così le prime tre 
foì'ìnnle di Oavuiov: 

1) r = n(n — 1 ) — 2(d q- 1 )) — oA*, 

2) n = r(r — 1) — 2(t q- T) — 8(>/ I N), 

3) :)iv—n) = {n l-iY)~A*; 
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dalle (piali si deducono pei- dualità nello spazio le altre tre 
foriniile 

4 ) r = — 1 ) — " 2 {(l'-+- D') — 3 /.-', 

5) n — ri r — 1) - 2{t' H- T) - IVii -H N), 

<>) 3 (r — II') - (h + iV) — /«•'. 

(Jiieste sei relazioni sono indipendenti e permettono di 
ealcolare (i fra i caratteri nominati della curva gobba C, 
quando si conoscano i rimanenti. 

A codesti caratteri si pm'i agg-imigere il genere p d<‘lla 
curva gobba, cioè il genere delle sue jiroiezioni i>iane, le (piali 
si trovano in corrispondenza binnivoiai l’ima coll’altra. Del 
genere p si possono dare le seguenti esiiressioiii notevoli : 

p = {n — 1 )(n — 2) — (d -h D) — 1; 

P=^r, (a'— l)(n' — -) — (ir + D') — le' 
p == I (r - 1 )(»■ — 2) — {t + T) —(n'-hN) 
p = (}• — 1 ){r — 2) — {t' q- T) — {n -h N); 

alle quali aggiiuigiamo la formula 

= + —2 —7r, 

elle, per curve gohhe i>rive di cusindi^ si riduce alla forma 

r = 2ìi -h 2p — 2. 

Si consideri una curva gobba C, di dato ordine n, varia¬ 
bile in dipendenza dì x^arametri; accade die la C possa 
acquistare nodi e cuspidi axqniTendo allora come 
zasimie della C generale. Ln modo analogo si x>ossoiio avere, 
I>er C particolari, delle tangenti doti^iie o di flesso, nonché 
dei iiiaiii bioscnlatori. JNIa per (pianto sopirà è stato osservato, 
una curva gohha di dato ordine che sia geuerale ai sensi 
della rax)x>resentazioiie xìarametrica assunta come definizione, 
non jiossiede xniiiti (l(qq>i; similineiite si piu) vedere che essa 
non possiede nexipiire tangenti doppie o di flesso, giacche 
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le rette dello spazio essendo e le tangenti ad ima curva 
l’esistenza di una tangente doppia i)oi*ta due coiidizioiiì j)er 
la curva; infine mia curva gobba generale uoii possiede iiep- 
jiiire piani biosculatori, l’esistenza di un tal piano portando 
per la curva una condizione. Cosi per ìe curve gohhe generali 
si lì a 

D = k= I)r= iY:=0; 

allora le formule di Cavoev perniettono di esprimere 0 carat¬ 
teri delle curve gobbe generali in funzione di due di essi, 
per esempio dell’ordine e del rango (oiipnre del genere, 
essendo r — "ln -]-'lp —2). Avremo le espressioni seguenti: 


1 — !) — ?•( = \ n{n — :i) — (p — 1) (Cfr. 1) 

n' = »3(r — a) = l^{n 2p — 2) (Cfr. 3) 

t r{r — IO) -l~ Sa ( (Cfr. 2) 

1' = r(r — 4) (Cfr. 5) 

1 ;' ^ (ir — 8» = 4( » + — 3^ (Cfr. 0) 

d' = I ] 9(r — iif — 2‘2r 27ti ! (Ofr. 4). 


Vi è luogo a chiedere se possa trovarsi nn’ulteriore rela¬ 
zione che permetta di esprimere anche il rango d’una curva 
gobba generale per il suo ordine. L’analogia colle curve piane 
farebbe credere a (piesta possibilità, indncendo a ritenere che 
le curve gobbe d’ordine dato formino una sola famiglia, i 
cui elementi dipendono da parametri varialiili in modo con¬ 
tinuo, INFa il fatto è che « V ordine e il rango (o il genere) 
f?’ una curva gohha costituiscono caratteri indipendenti ». Ciò 
risulta dalla scoperta fatta da SaIjMOX (1840) (*) di mia seconda 
specie di giiartiche gohbe^ olt re a (|nel le che si ottengono come 
intersezioni complete di due (jiiadriclie e che hanno il rango 8 
e il genere 1. 

Vediamo come si sìa (condotti alla considerazione di tali 
curve trattando il problema della 

Classificazione delle guartiche gohhe. Ib’endiaino le mosse 
<lcll’osservazione che: ogni quariica gobba (irrtMliicibile) api>ar- 

(‘) Caiul)! ì(lo*o jiTuI Diil>lin. Atsitli. Journ;d, t. pjig. 23. 
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tiene ad una superficie del secoiuV ordine o qiiadrica. Infatti 
le qnadriclie dello spazio dipendono linearmente da 0 para¬ 
metri (]’equazione del secondo «:rado in y, s contiene 10 coef¬ 
ficienti) sicché esiste una qnadrica passante jjer 1) punti di 
lina qnartica, e perciò (§ 14) contenente la qnartica. 

Ora sia C una qnartica^ e Q mia qnadrica passante per 
essa. La C dovri\ avere quattro intersezioni con ogni conica 
sezione piana di Q e quindi in particolare colla sezione d’nii 
piano tangente, cioè complessivainente quattro intersezioni 
con due generatrici di diverso sistema della Q. Potrà acca¬ 
dere che la C incontri le generatrici di ciascun sistema in 
due punti, oppure che incontri le generatrici d’ uno dei due 
sistemi in un punto e quelle dell’altro in tre punti. E escluso 
che C x><^ssa incontrare una retta in quattro xninti essendo 
irreducibile, giacche nn piano per tale retta, contenente un 
altro punto di (7, avrebbe cinque intersezioni con 0 e quindi 
dovrebbe contenere l’intera curva. 

Si iiossono effettivamente costruire su Q quarticlui di 
prima specie intersecanti le generatrici dei due sistemi in due 
punti; tali sono le intersezioni di Q con un’altra qnadrica. 
8i verifica che tutte le (piartiche di x^rima sxiecie si ottengono 
in tal guisa come intersezione conìX)leta di Q con mi’ altra 
(jiiadrica, contando il numero dei entrano 

linearmente nella deterininazioiie delle <xnartiche di prima 
sxiecie e delle intersezioni comxilete delle qnadriche con Q, 
Queste ultime sono giacche le qnadriche sono e per 
la curv a comune a due (piadriche/=:0 e cp = 0 passano le ^>0* 
(piadriche del fascio X/+pcp=:0; e altrettante sono le qiiar- 
ticlie di x^ibna sxiecie axipartenenti a giacche tutte si otten¬ 
gono come sezioni di Q coi coni del quart’ordine che le x>i'OÌet- 
tano da un x^^mto 0 di i quali come rette 

doppie le due generatrici di Q per 0. 

IPaltra x>^i*t(^ costruire su Q qiuirtiche di 

seconda specie^ intersecanti in tre punti le generatrici d’nn 
sistema: e in nn x^J^^^to le generatrici del sistema 

opxiosto. A tale scopo occorre segare Q con una superficie 
cubica x>a>'^‘'^‘Uitc x>^i’ ^>5 l3< curva se/fone, x^i’ivata delle due 

rette r/, />, è ima qnartica che sega le generatrici di Q inci¬ 
denti ad a, 1 ) in un invece sega le generatrici 

sghembe ad fe, cioè le generatrici dello stesso sistema, in 
^ tre x)nnti. Sì iirova che tutte le quartiche di seconda siiecie 
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giacenti su Q e secanti a e 1) in tre punti, sono sezioni par¬ 
ziali (li superficie cubiche passanti per a e iiieduaute un 
semp]ic*e computo delle costanti che entrano linearmente nella 
(hdenuiiiazione delle nostre curve. Le superlìcie cubiche dello 
spazio sono e (pielle che passano per le (hie rette date />, 
soddisfano a 4 4-4=8 condizioni, sicché a prima vista vi 
sono quartiche-sezioiii S[i Q‘^ (piesto nuiuero si riduce di t, 
poiché per ogni qriartica passano c>o4 snperlìcie cribiche linear- 
nieute indipendenti, fra cui spezzate in Q ed iu un piano 
residuo. Ordiunpie esistono, su qrrartiche di seconda 

specie intersecanti a e h in tre printi. D’altra parte esistono 
esattamente co* <piartiche di seconda specie intersecanti h‘ 
generatrici a 1) iu tre printi; come si vede contando i coni 
del 4‘ ordine proiettanti la curva da un punto 0 di i (inali 
soddisfano alla condizione di possedere come tripla la gene¬ 
ratrice apparteuente al sistema di a e come semplice l’altra 
generatrice. Si conclude che tutte le qtiartiche di se(*oii(la 
specie si ottengono, s[i come sezioni parziali di sup<n4icie 
cubiche, nel modo anzidetto. 

Ora osserviamo che, essendo C una quartica di prima 
specie, per un punto generico 0 dello spazio passano due 
corde di ( 7 , che sono le generatrici della qiiadrica conte¬ 
nente (7 e 0; così il numero dei imnti doppi apparenti di C 
vale d~2. Invece se la (7 è ima quartica di seconda specie, 
preso il punto 0 in un punto generico della qnadrica conte¬ 
nente ( 7 , vi è per 0 una trisecante di C che equivale a tre 
corde; pertanto (luaiido 0 è un punto generico fuori della 
(piadrica vi sono per esso tre corde di C, e (luindi il numero 
dei punti doppi apparenti di C vale ora d = 3. 

Al diverso numero dei punti doppi apparenti si lega il 
diverso valore del genere delle due qiiartiche: per la (piartica 
di prima specie il genere vale ?>“1, e per la (piartica di 
seconda specie p = (b Ci() é d’accordo col fatto (cfr. § ]7) die 
la (jiiartica di seconda speide è una curva razionale come la 
sua proiezione piana. Le coordinate ?/, ^ dei punti della 
curva si esprimono infatti come funzioni razionali di iiu para¬ 
metro; sì ottiene effettivamente (pi(\sta espr(\ssione paraiiietrica 
cercando l’intersezione variabile della quartica con nu piano 
(indotto per una sua tris(u*anf(*, (piesto punto dipende razio- 
iialinente dal parametro che determiua il piano entro il fascio. 

Viceversa: ima curva goliba razionale del qiiart’ordine, . 
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senza punti doppi, ò una quartica di seconda specie; sicché 
si of-tiene la più generale quartica di seconda specie ponendo 
ir, jy, s funzioni razionali fratte di (piarto ^Tado di un para¬ 
metro t con lo stesso denominatore. Infatti la curva senza 
punti doppi che così viene raj) preseli tata ha l’ordine n = 4 
e il genere p = (), (piindi 

A (pianto abbiali! detto sulla classilìcazione delle curve 
^obbe d’ordine = 4, aggiungiamo che per > 4 non bastano 
neppure i caratteri n e d a determinare una famiglia di curve 
gobbe; intervengono nella classificazione nuovi caratteri indi- 
pendenti, sicché la classificazione stessa viene a costituire un 
problema straordinariamente complesso; al (piale si riferiscono 
gli studi di IlALVKRX e ISriìTiiEU del 1882 (’). 

ISta non è (pii il luogo per trattare di tale argonieido, 
cui si è voluto accennare soltanto a scanso di erronee indu¬ 
zioni o iiiteiqiretazioni dei resultati precedenti. 

Osservacioìie. Nelle formule di Oavley scritte innanzi, 
non si fa differenza fra i punti doppi apparenti e i punti 
doppi effettivi della curva, comparendo in esse la somma d-\-D 
(e similmente si di(^a per riguardo ai caratteri duali). A questa 
circostanza si collega la possibilità che, per variazione con¬ 
tinua, (pialcuno dei punti doppi apparenti della curva venga 
sostituito da un limito doppio effettivo. 

Così, ad es(Mnpio, la curva razionale del quart’ordine che 
si è designata come (piartica gobba di seconda specie, ed é 
rapprissentata parauietricamente dalle (‘(piazioui 

. _ t'^ H- f + d^ t + 

^ ~~ ’W) ~ ']^(«) 

-+- ÌKy { 6*2 i' -I- (/., t H- e,y 
= ^^ 

__ rr, -I- fo., H- c's t' - (\ t + f'., 

<ic<nii.sf.a un 2>iiiit() (lo2)2>iu lU'K’orinine (iiuuulo si fiiceia 
rf, = (\ ~ (l, — e., — (l, — e, = 0, 



(b Halpuen « ^léìuoiro biu' In classificaiioii des coiirbcB gauehes 
algébriqucR » (.lounial do rfìeole iiolytec., 18^*2) j Notueu « Zar Griiiidle- 
jriiui; der Tbeorie dor a igei >rai sci ioti Kniiuikurvon » (Ucrliner Abìi., 1882). 
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(liventiindo tillora coiiiinie ad (jiiadriclie che vengono deter¬ 
minate dal passaggio per il punto doppio e pc^r altri 7 punti 
della curva; mentre nel caso generale quella qnartica appar¬ 
tiene ad una sola ciiiadrica, sulla quale viene segata da una 
superfìcie cubica che ue contiene due generatrici di uno 
stesso sistema. jVEa poiché la qnartica gobba di seconda specie, 
senza punti doppi, possiede tre punti doppi apparenti, risulta 
che quando la curva acquista un punto doppio, questo sosti¬ 
tuisce uno dei tre punti doppi ai>parenti. 

Qui importa avvertire che la qnartica razionale con punto 
doppio, considerata innanzi, si presenta anche (*ome caso par¬ 
ticolare di una qnartica di prima specie, intersezione (completa) 
di due (piadriche, quando queste diventano tangenti; nella 
quale particolarizzazione il punto doppio effettivo non sosti¬ 
tuisce pih nn punto doppio ax)t>arente, ma si aggiunge ai due 
posseduti dalla qnartica di x)rima sj)ecie. 

L’('semx>io precedente mostra che le curve gobbe con 
punti dopx>i effettivi si i)OSSono l'iteiiere generalmente come 
enti particolari di diverse famiglie di curve dello stesso ordine,, 
aventi fra loro diverso genere. 

Chiuderemo questo jìaragrafo scrivendo la 

Tabella dei caratteri delle cubiche e quartiche 
HOBBE generali E DELLA CURVA INTERSEZIONE COMPLETA 
DJ DUE SUPERFICIE. 

Citbica gohha. La cubica, essendo segata dai j)iani .per una 
corda in nn sol punto variabile e curva razionale (L. 2*", § 23); 
si avrà: 

n = 3, p = 0, r = 4 

d = l, 3, t = 0, «'=(), ]c= 0, d' = 1. 

Qnartica gohha di lìrinia specie. 

u = 4, p = 1, r = 8 

d = 2, n'=12, f = 8, t'=8, 16, d'=38. 

»Si osserverà la seguente verifica: il carattere n — Vl sì 
ottiene anche notando che la i)roiezione della quartina fatta 
da un suo punto è ima cubica con fi flessi, e tenendo conto 

che il i)iano osculatore in nn jninto, O, della quartina deve 

contare per tre fra i i)iaiu della svilni)i)abile osculatrice i)as- 
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caliti per 0, poiché 0 è intersezione di tre piani oscnlatori 
infinitamente vicini. 

Qì(artica gohha di seconda specie, 

n=4, p — Oy r—6 

d = 3, 4, t' = (}^ le'= 4^ = 

La classe della curva si può anche valntare, come per la 
qiiartica di prima specie, osservando che la i>roiezione di C 
da mi suo punto è una cubica con punto doppio, che ha 
perciò 3 tiessi. Si verifica anche che la quartica possiede 
4 piani stazionari i cui punti di contatto sì ottengono su 
questa ciirAa razionale come punti uniti di una corrispon¬ 
denza [3, 1]: infatti se ad ogni punto A si fa corrisiiondere 
il punto A\ intersezione del jiiano osculatore in A, si ottiene 
la predetta corrispondenza [3, 1]. 

Curva intersezione completa di due superficie ordine p, v. 

Seguendo una delle Aie che Aengono appresso indicate, 
si trovano, nel caso generale, i seguenti caratteri della nostra 
ciirA^a Ci 

D^le =.D' 

n. — [Vi, d = !iv(n — 1 )(v — J ), p = ixv(v + |x — 4) + 1 

r — pv(v p — 2) 

n tipv(v —|— p — 3) 

t = liv ) ixv(v 4- [i - 2)' - 1 ()(!x 4- V — 1 ) + 28 ( 

= 2 ~ S — -) — 4 ( 

le — iJLv(Gp 1- Gv — 29) 

d- = pv ] 9pv(v L- Il — 3)^ — 22(p 4- y) 4- 71 (. 

In virtù d(dle fonniile di Oayli^y basta calcolare, oltre 
l’ordine a = pv, un altro dei carattiu’i, per (^smiipio d o r o ^ 1 . 
Oaylky (1845), al termine della citata memoria che con¬ 
tiene le relazioni fra i (*aratteri delh^ curve gobbe, dà, senza 
dimostrazione, il Aiilore del numero dei punti doppi appa¬ 
renti di una C intersezione completa di due superficie e 
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(Questo numero si lascia scoprire facilmente, ridiicemlosi 
per coulinnilà al caso particolare in cui, per esempio, la 
degeneri in v avvertirà che i lanuti doppi di 6\ 

comuni a due sezioni i)iaiie, non covrisx)oiidouo a corde della C 
condotte per un lanuto, e quindi non sono limiti di jainti 
doi)pi ai^parent/i. Così il numero dei x^nati dox)X)i ax^x^^^'^ati 
della C si ottiene calcolando le rette x^assanti xa?c au x>anto 
che si apx>a^J,>iiaiio ad una cox^pài di sezioni diin i)nn1i 
distinti, cioè fuori dei |Jt x>nuti che esse hanno in comune: 

— (^j = — 1 ) !^ — 1 ) • 

Lo stesso numero d si x)aò valutare merce un calcolo 
analitico diretto, che si trova svilax>l)ato dal Salmox (^) (J84t)). 
In (inesto modo si prova che i x>^adi (lox)X)i tìi nna x)i‘oiezione 
X>iana C della C si otteii<;ouo se.ii’ando la C'(d’ordine pv) con 
una curva d’ordine ([x — 1 )(v — 1) die x>assa semplicemente 
X>er i punti dox>x>i di C/. Il (jnal resultato si connette ad ini 
teorema x>ertinente alla ,<i’(M)inetria sox>ra una cairva stabilito 
dal Notiikij ('), die dà ragione del fatto che la G viene secata 
in 2p — 2 X)nnti da nna sux>erticie d^irdine \i 1-v—4. 

Indipendeiiteineiite dal numero dei x>anti dox>x)i apx)ai*enti 
della (7, Salmox (1849) ne ha x>nre deterjuinato il ran^o (•^). 
Ciò x>a<'> farsi siiiteticaincntc come sedile. Si tratta di trovare 
il numero ddh" tangenti a G che incontrano una retta a, 
A tal(‘ scopo si consideri un A variabile sox)va a* le 

sue x><>lari risx)etto ad / e cp descrivono due fasci x>i*oiettivi di 
sux)erfì(de (l’ordine \i — 1 e v — 1, le cui intersezioni v<ariabili ^ 
generano nna sux>erlici(' d’ordine (x-pv —2 (cfr. L. 2% § 17); 
(piesta snx)erticie interse(ai la G in pv(|jL-p v — 2) x^iati, (die 
sono i x>aati di (contatto delle tangenti di G incidenti ad 

19. Nota su alcun! caratteri delle superficie; formule dì 
Saliiion. — Un’altra ax>i>licazione delle formule di l^LUCKin;,. 
che ii(^ costituisim nna interessante (astensione, concerne i 
jnaui lìltangiììil dille superficie. 

(*) Cfr. il citaU) trattato di Geometria a tre dimensioni, n, 343. 

(-) Math. Anualen, Ud, 8, 511, (1874). 

(^) Cfr. Salmon, ibidem, n. 342. 
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Sui = i) mia siiperfii'ie al^>'e)>i-ioa venerale (l’iiii 

oerfco ordine u, priva di punii doppi, sic-eliè in un punto 
(pialsiasi (li essa esista mi piano taii,i>eiite determinato: 


2/ 




?/■ 


dX.y 


Ih 




dx, 




11 piano tangente in un punto g‘<Mieric() sega / secondo 
una (UirsiL dotata di nodo; ma vi è su / una curva paraho- 
ìfca, luogo (li punti 1a cui seziono col piano tangente pos¬ 
siede una cuspide. Per nessuna siiperiìcie irreducibile all’in¬ 
fuori d(dle sviluppabili (che sono superfìcie rigate dotate d’ima 
(Mirva cuspidale) i)iu> accadere (die non solo punti ina 
punti sieno parabolici (*). 

Ora: la curva paraholica una superficie generale (Vor¬ 
dine n è la curva gohha d’ordine 1u(h — 2) intersezioni della f 
colla sua liessiana: 




2[f 

dXi '^Xj^ 


= 0. 


Infatti si consideri la hessiaiia di /. Essa è il luogo tanto 
dei punti doppi delle siipertìcie prime polari 



(liianto dei punti le (uii (piadriclie polari hanno un punto 
doppio; la (coincidenza delle diu^ detìnizioni si vede, come al § 7 
(pag. 11)), in base al teorema di pernintabilità di Pm 

Ora se f ed li hanno (comune un punto (senipli(ce) O, 
esisterà, nel piano tangente ad / in 0, un punto I\ diverso 
da O, la cui polare ha in 0 un punto (loi)pio. ^Fa la supertìcie 
judare di P c()nti(uio le (uirve polari di 1’ rispetto alle sezioni 
piane di /, fatte coi piani per la retta Vi). Si deduce che 
tutte codeste sezioni piane hanno la PO come tangente di 
flesso in 0, salvo la sezione col piano taugente, (die ha in O 
una cuspide e la PO (come tang(Mite cuspidale. Fiivero abbiam 
visto 4, pag. 21)) che se un punto dopiìio 0 di ima curva 
è doppio per la polare di un punto P, diviuso da O, occorre 
che O sia una cuspide e PO la tangeiiU^ cuspidale (salvo casi 
particolari di singolarità superiori). 


d) Cfr. per ejs. Enkioues « G. Desrrittivii » Parte II, $ IS. 
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Vi<*eveTsn si prova cbe ini j)inìto 0, parabolico per J\ 
a[)purtieiie alla liessiaiia diinostraiido die la qna<lrica polare 
di 0 possiede mi punto dopjiio P. Infatti si consideri una 
sezione di f fatta con un piano elio conteii<ì:a la tan<>niit<‘ 
principale in 0; rispetto a questa sezione, 0 ha mia conica 
polare dotata di ini punto doppio P, che si trova sulla detta 
tangente principalef ora P è anche punto doppio per la conica 
polare di 0 rispetto alla sezione col piano tangente, la quale 
ha in 0 una cuspide f si deduce che P è doppio per la qiia- 
drica polare di 0 e quindi appartiene all’hessiana. c. d. d. 

I piani tangenti alla superficie /, condotti per un punto 
qnalniKine .i, inviluppano un cono eircoserittOj le cui genera¬ 
trici sono le tmigenti ad f per A, La f essendo una snxier- 
ficie generale dell’ordine a, il cono circoscritto da nn punto 
generico è d’ordine n{ìi — 1), ugnale alla classe delle sezioni 
piane di /, e di classe a(a — 1)", questo numero designando 
la classe della, siiperficie /, cioè il numeri) dei piani tangenti 
ad f che passano per mia retta infatti le polari di due 
punti (pialiiiiqiie di p si segano secondo mia curva d’ordin<‘ 
(a — 1)^ che ha comuni con / i punti di contatto dei piani 
tangenti condotti da p (^); la curva gobba d’ordine a(a — 1) 
secondo cni il suddetto cono tocca è intersezione completa 
di f con la prima polare di A e* dicesi contorno apparente 
di f rispetto ad A ; essa vena designata (!oii C. 

Ora del cono circos(*ritto ad f da A^ conosciamo due 
caratteri; l’ordine e la classe; occorre nii altro carattere pm- 
la risoluzione delle formule di IMaiacmi ad (\sso relative. 
A tale scopo basta determinare, per es., il nniinno delle gene¬ 
ratrici cuspidali del cono, che sono le tangenti a C per cioè 
\o tangenti princijiali di f (rette aventi nn contatto tripunto 
con la siipi^rfìcie) passanti per A. L piUTiè si osserverà che il 
punto di contatto, D, di mia tale tangente principale, appar¬ 
tiene albi seconda jiolari^ di d, e reciprocamente. Cosi le 
generatrici cuspidali del cono A{C) sono date dalle interse¬ 
zioni di C con la seconda polare, (doè sono in numero di 

/; = n(a — 1 )(n — 2). 

INEereè le fornnih^ di Plci kiou si trovano ora: il ninnerò 5 

(U La clapso di una superlìcio ^renerah* fu trovata da Poncklet 
nel 1824. Cfr. Jourual fiir Matti., Hil. 4, (1828). 
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delle geiienilrlci do^ìpie del eolio A{C)^ il imiueio t dei piani 
bilaiigeuli ad esso, e il luunero / dei i^iani stazionari (tangenti 
lungo lina generatrice di desso). Questi caratt(‘ri Lamio un 
significato evidente rispetto alla superficie/, tranne Piiltiuio, 
a proposito del quale giova osservare che: un piano stazionario 
del cono circoscritto A{C) deve ritenersi jiiano stazionario d(dla 
siiperlìcie /, cioè piano tangente ad essa in due punti iiifìnita- 
nieute vicini. I stac^ionuri di f sono i piani tangenti nei 

punti parabolici {Sal:mon, 1847 (^)); infatti se un inano tz sega/ 
sec^oudo una curva dotata di cuspide P, con tangente <aispi- 
dale 21, la tangente p è coniugata a tutte le altre tangenti 
per P, il che sigilitica che il piano tangente nel punto inlì- 
iiitauiente vicino a P su p coincide con tt. (Ciò si a ede anche 
osservando che il paraboloide osculatore è in (piesto caso un 
cilindro parabolico). 

Ciò posto alibiaino che: 

Per un punto esterno ad una superficie generale d^ordine n 
passano 

U = u(a — l){n — 2) 

tangenti principali, 

5=2 »(« — • )(» — -)(» — •") 

rette hitangenti, 

i — 4u(m — 1)(» —-) 

jnani stazionari, e 

T = ^ n(n — l)(a — 2 )(jP — ir + )# — 12) 

]}iani hitangenti. 

Queste formule sono dovute a S.vlatox ('), che iniziò lo 
studio della questione nel 1840. 

Di alcuni fra i numeri determinati nell’enunciato pro¬ 
cedente si può dare ima facile verifica. Anzitutto siccome la 
curva C e intersezione couipleta della / d’ordine n con una 

(b Cfr. G, Analitica a tre diinensìoni, n, 26U. 

(2) Cambridge and Dubliii lirath. Journal t. 2 (1846), t. 4 (1849). Tran- 
sactioni-i of tbe R, JriBh Acad., 23, 1857. 

Cfr. Cuemona; « Prclììiiìiiari di una teoria geometrica delle su]>er- 
licie », parte Beconda, n. 61 e seguenti. Opere, 1. II, pag. 334 e seg. 
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polare d’ordine )i —1^ il iiuuiero dei doppi ai)pareiiii 

della (7, in relazione a iiu x)Uuto generico dello sj)azio, 
sarà 18) 

8 + ìi[ìi — — 2 ). 

In secondo lao<»o i i)iiiifi di confaito dei j)iani tangenti 
stazioiiiiri condotti da A sono le intersezioni del contorno 
aiìpareiite G con la curva paraholica di /, die è d’ordine 
4ìì{v — 2), (piindi, intersecainlo questa linea parabolica con 
la polare di A si avrà: 

i — 4n(n — 2) • (n — 1), 

Qui vi è 1 nego ad osservare che reciprocamente la cono¬ 
scenza di i permetterebbe di <leterminare l’ordine della curva 
parabolica. E così la conoscenza di x ci i)orge il numero delle 
intersezioni che la polare di A^ d’ordine n —-1, ha con la 
curva K luogo dei punti di contatto dei piani bitangeiiti ad/; 
onde si tra<^ Perdine di K: il luogo dei puìtti di contatto dei 
piani hitangenti ad una superficie generale d'^ordine n è una 
curva d'ordine 

nin — 2)(u^ — + a — 12). 


Osservazione. Se il punto A cade sopra la snperlìcie f\ il 
cono circoscritto da A si riduce d’ordine 

a(a-l)-2, 

staccandosi due volte il piano tangente in A ; ora il contorno 
apparente G ac<pusta in A un punto doppio, e le langeiiti 
principali in esso sono le tangenti lìrinciinili di f per A. La 
sc^conda polare di A tocca in A la / e possiede li^ medesime 
tangenti lìrincipali, quindi (se A è punto geuerico di /) la C 
Ila con (iiiesta polare esattamente b intersezioni rinilite in 
si trova così il munero <lelle rette coudolte jici* che lianiio 
altrove un contatto tripunto con la superlìeie: 

// = A: — b = n{n — ì)(n — 2) — b. 

Ciò posto si iKiò calcolare il uiimero o delle liitaugeiiti 
a<l / p<*r A che to<rcaiio f in punti distinti da A; infatti si 
conosce il genere della C die, per l’acquisto di nu punto 
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doppio, dindunisce di uidimità in confronto al caso oenerale; 
sc<>*ne 

3)(u — 4)(?r + n + ‘J). 

Iiiliue calcolainlo il lumiero dei piani bitaugenti al cono 
circoscritto d((7), si troveie])l)e uno di più die nel caso vene¬ 
rale; ma è da osservare che il piano tangente a<l /in A tocca 
il predetto cono circoscritto secondo le due tangenti iirinci- 
pali, giacché le due tangenti principali della curva sezione 
col piano tangmite in A assorl)Oiio 4 fra le tangenti condotte 
<la .1, in confronto ad una sezione generica per A. Così il 
numero dei piani bitangeuti alla superficie condotti per ^1 
cons(‘rva il suo valore t =7. Xello stesso modo il numero dei 
piani stazionari condotti per A conserva il suo valore i 
L’invarianza di r e di i risulta chiara a jìriori se si prende A 
fuori (Iella rigata sviluppabile generata dai piani bitaiigenti 
o, rispettivamente, dai piani stazionari di /, designando rei 
W classi di (*odcste sviluppabili. 

Aiiplichiaino i resultati precedenti al caso delle superficie 
enbìidie: a =3. Osservando che nn inano bitangente sega la 
snperhcie, /, secondo una curva composta di una retta e d’una 
conica, si deduce: La superficie culnca generale contiene 27 rette. 

Infatti il cono circoscrit to alla superficie / da nu punto 0, 
sifnato su di (vssa, è iiii cono del 4"" ordine, evidentemente 
privo di generatrici doppie; perciò vi sono 2S piani bitan- 
g(‘iiti al (letto cono (§ 17); nuo di questi è il piano tangente 
ad / in 0, gli altri 27 sono i piani proiettanti da O \o 27 rette 
giacenti sulla superfìcie. 

Appunto mediante la considerazione del cono circoscritto 
da nu punto (che egli assume fuori della superfìcie) Oaylky (*) 
(1849), adoperando le formule di Sal:m()x, ha dimostrato l’esi¬ 
stenza di 27 rette appartenenti ad una superlìeie cubica, e ha 
trovato anclie le proprietà foiidaiiientaU d’incidenza (die vi 
si riferiscono. ]\[a la scopmfa delle 27 rette api)artiene a 
8 almon (^), (die vi <3 giunto movendo (bill’e(iiiazione canonica 
d(dla sujHuIicie cubica: /= pone in 

evidenza una retta Annullando il discriminante 

(b Caini)rid>j:e and Dublin. Matli. Joarual, t. 4^. 

(b Cfr. Caylev, 1. e. 
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della conica sezione d’nn j)iaiio -h 0, si ottengono 

5 pianij passanti per la retta die interse(*ano la superfìcie 
secondo ima coppia di rette; così si trovano sopra/10 rette 
incidenti alla p, distribuite in 5 trilateri, di cui p è un lato. 
Ora, partendo da ini trilaterosi troveranno altre 8-h8 = l() 
rette apiiarteiienti ad / die, insieme alla p e alle rette ad 
essa incidenti, danno tutte le 27 rette appartenenti ad /. 
Così appare anche che le 27 rette di / si distribuiscono 

27-5 

in ^ =45 piani tritangenti^ cioè secanti / in altrettanti 

trilateri. 

Per ottenere mediante nn calcolo analitico diretto le 
27 rette della sujierfìcie cubica / si è condotti a vscrivere le 
condizioni perchè una retta r incontri (piattro sezioni i>iane 
di /: (7^, (7,, 6\, se la r si aiipo^gia alle C iu punti distinti, 
essa giace su / ila così procedendo (^) si ottengono anche 
soluzioni estranee al problema, (piali sono le rette che passano 
per un jiiinto connine a due C e si appoggiano alle altre due. 
Valutando il grado della rigata generata dalle rette che si 
a ^^15 si trova 2-3db3 = 54; ma da 

(liiesta rigata si staccano 1) coni cubici, sicché rimane ima 
rigata di grado 27. Questa incontra in 3-27 — 81 punti, a 
cui corrispondono altrettante rette incidenti a (7^, (7.,, (7.^, (7^; 
ina occorre (pii scartare le rette (die passano per un punto 
connine a (7^ e a una delle (7^, 6^, sicché rimangono 

81 — 6-3-3 =1=27 

rette. 

D’altra parte Saemox (1849) ha dimostrato che l’insieme 
delle 27 rette di una snperlìcie cnbma /, costituisce P inter¬ 
sezione completa di f con una snperlìcie (hd nono ordine, di 
cui ha scritto 1’e(jnazione, anche iu forma invariante (1857) (”). 

O-sseruapìone, Aggiiingereuio (*he: un punto doppio coni (‘0 
(le cui tangenti indncipali formano un cono irridiudbile del 
2'" ordine) diminuisce la classe della snperlìcie cubica da 12 a 10, 
e diiuinuisce il ninnerò delle rette di 6; si trovano infatli su /* 

6 rette passanti per il punto dopiiio ed altre 15 rette. Si 

(b Cfr. per es. Enriques. « G, 1 lese ri Iti vn ». Parti* TI, $ 54. 

(b Cfr, aticlie per notìzie coiopU iiieiitari P articolo III, C. (5 fi ili 
E. AIeyeu nella Eocyclopiìilie der hiatli. Wìssonsi'liaftcìi. 
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osservino iilterioniiente i casi in cui la / ac([iiista 2, 3, 4 
punti doppi conici: la siipertìcie cubica con 4 pnnii doppi 
ha il massimo numero di punti doppi che possa avere senza 
possedete mia retta doppia; essa è di classe 4 e contiene 
soltanto 1) rette, cioè i (I spigoli del tetraedro formato dai 
4 punti doppi, ed altre 3 rette incidenti alle tre coppie di 
spigoli oiiposti del detto tetraedro. Tutti (jjuesti risultati si 
trovano con lo stesso metodo del cono circoscritto, e la loro 
<liinostrazione può costituire un utile esercizio per il lettore. 

Aggiiiiigereuio la notizia che Salmon nel 1855 (cfr. Tran- 
sactions of thè Jrish Ac. voi. 23, pag. 461), studiando la svi- 
luppabile circoscritta dei iiiani bitangenti è riuscito anche a 
determinare il numero del piani tritangenti a una superficie 
generale d^ ordine u, che vale 

4u'''+ 7 h"-45u*+114h^—111)1-4-548)1 — 960). 


‘20. Punti doppi delle curve di un fascio. — abbia un 
fiiscio di curve d’ordine a : 


[i-f (a;, x^x.j)=:0. 


Le curve del fascio dotate di un punto doppio si otteii- 
«’ouo annullando simultaneamente i minori estratti dalla 
matrice : 


cioè ponendo: 

I) 




:?) 


3/ 

il 

il 


dx^ 

dx^ 

dcp 


9cp 


dx.. 


2 f d'^ 

_ 9/ 

3cp 

dx., dx^ 

2x., 


df dc^ 


9y _ 

dx,^ dx^ 

_ 

dx^ 

3.C3 

df d(p 

- % 



0;^ 

dx^^ 


Infatti le equazioni 1), 2), 3) si ottengono eliminando X e p 
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l 


df 

dXi 


+ IX 


3^ 

d.c^ 


= 0 




o 


V 

0)y 


elle veng'oiio veL'ificate dalle coordinate di un puato (rt*) doi>pio 
per ima curva del fascio. 

Ora le curve rappresentate dalle eijiiiizioni 1) e 2) sono 
d’ordine 2()i — 1) e s’intersecano in — ìf punti; queste 
intersezioni sono coinnni anche alla curva 3), (luando non 
aj)partensione simnltaneamente alle due curve 


dx.^ 


^0, 


3a:.. 


scartando così gii (n — l)" punti coinnni a (jneste, rimangono 
3(a — 1)' punti doppi per le curve del nostro fascio. Si con¬ 
clude che: ìiu fascio di carré d^ ardine n contieìte in generale 
3(u — 1)~ ciirre dotate di punto doppio. 

Il gruppo dei punti doppi d’nn fascio, rappresentato 
dalle equazioni 1) 2) 3), dicesi grappo jacohiaìio del fascio. 
Esso può detinirsi geometricainente interpretando le prece¬ 
denti equazioni, come segue (*): si considerino tre punti non 
in linea retta (i vertici del triangolo fondamentale per le 
coordinate); le prime polari di questi punti rispetto alle curve 
del dato fascio formano tre fasci proiettivi; il nostro gruppo 
jacobiano è costituito dai punti per cui passano tre curve 
omologhe di questi fasci; invero le curve 1), 2), 3) sono gene¬ 
rate come luogo delle intersezioni delle curve omologhe, da 
due tra i fasci proiettivi auzidetti (Ofr. L. 2", § 17). 

Il gruppo jacobiano può conteuere dei punti multipli, 
oppure può diventare indeterminato, le curve 1)2) 3) avendo 
lina componente comune, nei casi che esamineremo in appresso. 

Intanto giova osservare che, ove le curvi» del fascio siano 
rap}) reseli tate in coordinate cartesiane non omogenee da 

-+- IxSFk?/) = 

il grupi>o jacobiano si ottieni» auiinllando i minori esiratli 


(*) Cfi\ CiiEMONA « Iritrodazioiie»,., », Opere t. I, pn^'. 302. 
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<lalla matrice: 

?/ f 

dx djf 
9^; 9// 


Le tre efjiiazioiii così otfenule: 


I) 

II) 

iri) 


f =0 

dy ^ dy ■' 


d:p 


r 3/ 

dx 2x 


d f 9i^ df 9'^ 


— y ^ = ( L 


9x 9// 9// 9a; 


<ìo\e si faccia .r., = 1, x = x^^ j/==zx,. risuUaiio coiiil)iuazioiii 
lineari delle precedenti 1), 2) e :'>), per il teorema di I^i leiio. 

I^el sistema scritto innanzi, le prime due equazioni sono 
d’ordine superiore alle I), ‘2); ma nella ricerca delle soluzioni 
comuni si debbono scartare le soluzioni improprie all’iulìiiito, 
cioè le intersezioni della retta x.^ = i) con la curva che (pii 
sono state introdotte; per verità queste soluzioni vendono 
scartate aiitoniatìcameute, (luando si passa alle coordinate 
cartesiane fa(3eiido = 

Osservazione. Il gruppo jacobiano i)uò essere deiìnito anche 
in relazione a due curve ordini 

diversi: ?(, m. Ammllando la matrice formata con le derivate 
parziali di f e cp, si determina appunto un .i>riippo di 


(n — ly + (n ~ l)(>a — I) -1- (ni — 1)' 

punti, covuirianle di f e cp, oho dicessi jaeobiano delie due curve. 
Proprietà venerale del «riippo jacobiauo, valida per curve 
di ordine uguale o diverso, è cìn^ i lìunti di esso posseggono 
la medesima retta polare rispetto alle due curve. 

Qui occorre notare che se si s( 5 rivono le equazioni delle 
due curve d’ordine diverso in coordinate non omogenee: 


/(rt7/)=0, 9(0://) = 0, 
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Paiiìinllaiiiento della matrice 

’ dx 2ìJ ^ 

] dx dy ^ 

non rappresenta più il «riippo ja<H>l)iau() delle due curve 
definito iiniaiizi, bensì il gruppo jacobiano del fascio che 
esse determinano fjiiando la curva d’ordine minore venga 
completata con la retta all’ infinito; ed è chiaro che que- 
st’iiltimo gruppo non è legato proiettivamente alle due curve 
nomi nate. 


liiferiainoci al gruppo jacobiano d’un fascio, supponendo 
che esso non sia indetenniiiato, cioè che le curve 1 ), 2 ), 3 ), 
oppure le I), II) III), abbiano in connine mi numero finito 
di punti. Ci propoiiiaiuo di ricercare quanti punti del gruppo 
jaco)>iau,o vengano assorbiti; 

a) in un juiuto che sia r-plo per una curva del fascio 
e cada fuori dei punti base; 

h) in 1111 ])iinto base ?'-plo per le curve del fascio. 
a) Sia un punto P, fuori dei punti base del fascio 
= r-i)Io (con r>2) jier una curva di questo; si 
])uò siiiiporre che P sia r-plo per f e non appartenga, a 9 . 

df df 

Il ]mnto P sarà (r—Ij-plo per le curve ;;^ = 0 ,^ = 0 , 

e (]niudi {r — l)-plo (almeno in generale) per le curve I) II); 
non appartenendo esso alla 9 = 0 figurerà appunto {r — I)^ 
volte nel gru]q)o jacoliiano, salvo a contare un uinnero mag¬ 
giore di volte nei casi (die procediamo a esaminare. 

In primo luogo supponiamo die il punto r-plo, P^ di / 
sia a tangenti distinte e cada nel inulto origine (00). Il detto 


r 1 

punto sara (r — l)-plo per le curve ^’~ = 0 , 


0 , mentre 


è r-plo per /= 0. Tenuto conto die 9 ( 00 )=|=: 0 , si deduce 
di(^ la curva I) ha in P precisamente la molteplicità r — J, 

2f 

e<l ammette come tangenti 1 <‘ r — 1 rette tangenti alla ;^=i: 0 ; 

dy 

siinilnnmte la curva II) ha in P la molteplicità r — le tocca 
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ivi le rette tniii»'eiiti alla = Ma (uieste <lae curve ^- = 0 

dx dx 

df 

e *- = () (pohiìi (lei punti all’infinito (le<>li assi) non hanno 
dy 

in P tanj»enti connini se, come si è supposto, le tan< 2 :enti 
inniKÙpnii della curva/sono distinti^ Si (H)nclnde duinjne cln^ 
liti punto T-plo per una curca del fascio^ che sia fuori dei 
punti base e dorè si abbiano tanyenti distinte, ha esattamente 
la molteplicità (r — If per il gruppo jacobiano, e({ni\nleinlo 
così a (r— 1)' plinti doppi del fascio. 

Il x)unto P assorbe un nnii;.i>ior iiiinnnY) di punti del 
gruppo jacobiano (juaiido lo tangenti ad f in esso non sono 
distinte. La stessa analisi 2 )i*^"^^dente mostra che se v (> 1) 
tangenti coincidono in una retta, (jiiesta figura come v — 1 
tangenti comuni alle due curve I) e II), siccliè: un punto 
r-plo P con tangenti coincidenti conta in generale per 


(r I y H- Ìi(v — 1) 

punti doppi del fascio. Un esame più minuto permetterebbe 
di riconos(*.ere che tale e precisamente 1’e<pnvalenza del punto 
r-plo P, (piando si escluda il caso di singolarità straordinarie. 

h) Pongasi ora che il fascio A/H-|icp=i:0 poss(\gga un punto 
base r-x)lo, P, il (piale cada nell’origine (00). II punto sarà 
allora (2r — l)“plo per le curve I) a It); ma maaide che (pieste 
(Oirve abbiano 2r — 2 tangenti comuni. Intàtli, scrivendo come 
l)iù volte si è fatto: 


f — fr y'r-hi d ■•••? T — T’’ d d“ 

i termini di piu basso grado nella ecjuazione 1) vengono dati 
dal detenniuante: 


2/,- 


3/,- 

dfr 

dy 

J r 


dx 

d(Pr 

9r 

‘ 1 3'f,; 

dy,. 

C// 

, 2v/ 

c.v 


dove il passaggio h giiistìlii^ato dal l(‘or(uua di Eulkro; e 
siniìhneide i t(u*inini di più liasso grado nell’eijuazione II) 


F. KXUIQUES - II. 


Il 
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1()2 

sono (lati dal deierminaute 



(p,. 

' 

dcpr 1 

dx 


, 

1 

Afr 

fr 


ìfr 1 

dx 

1 

■ 1 

dy 1 


Ammettendo die le curve L) e II) abbiano in P contatti 
semiilici, si trova die P assorbe ( 2 r—J)‘M- 2 r — 2 hiterse- 
zioiii delle due curve; ina da (iU(\sto iininero dobbiamo sot¬ 
trarre il uuiiieio r” che desìi»na le intersezioni delle / e c, 
nell’ipotesi che le curve del fas(*io abliiano in P tangenti 
variabili. Così siamo tratti a dedurre <die: punto buse r-plo 

del fascio, a tangenti cariabiìi, assorbe in generale 

(r-J)(3rd-r) 
punti del gruppo jacobiano. 

Occorre riconoscere piu precisanumte sotto (piali condi¬ 
zioni la conclusione viene veraiiKUite giustiticata. Per ciò si 
dov rebbe calcolare le costanti caratteristiche dei rami dell(‘ 
due curv^e (§ 12 ); ma possiamo dispensarci da questo calcolo 
in base all’osservazione che l’ecpiivalenza del punto P può 
essere valutata, invece che per il fascio 119 = 0 , per il 
fascio delle curve approssimanti —h, 

almeno in qiiauto non risidti per quest’ultimo fascio siipi^- 
riore al numero sopra indicato (r — l )(3r + I). Infatti i termini 
di grado 2 r —1 e 2 r nelle eipiazioni I) e II) dipendono 
appunto da 9 ,., 

Ora un fascio di curve d’ordine r+l, dotato di 

un punto base r-plo P, la cui curva generica sìa irriducibile, 
possiede 

(r + 1)^ —r' = 2r - 1 - I 

punti base semplici, che sono distint i da P, se si hanno in J* 
tangenti variabili; invero codesti punti base possono divenire 
fra loro iulìnitameiite vicini, ma non ess(u*e sostituiti da punti 
multipli senza che si distacchi da tutte le curve del fascio 
qualche retia per P. Xel fascio anzidetto, ove si abbiano 
2 rH-] punti ])ase semplici distinti sono conte¬ 

nute 2 rd-l curve dotate di punto doppio, ciascuna delle 
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fjiiali viene deteriniiuiUi dulia eoiidi/ioue di con teucre un 
l)niito geiieiico della vetta PAi. liifalti una tale curva risulta 
composta della PAi stessa e di mia curva residua d’ordine r, 
avente in P un punto (r—^I)“plo, la qualt' generalineute 
segherà PA^ in mi punto D fuori di P, che riesce così punto 
iloppio per la CVhi? ^ viceversa mia die abbia come 

doppio nii punto D, fuori di P, contiene come parte la retta PD^ 
la quale risulta passare per mio dei ‘Jrq-l punti base vi*; 
invero non è possibile die la curva residua (d’ordine r) (*on- 
teiiga essa tutti i punti risultando in tal caso avere 

ir — l)r + {2r + 1) > r{r q- 1 ) iiiterse/ioni con una gmie- 
rica. Così nel fascio anzidetto figurano precisainoile 2r-h 1 
curve dotate di punto doppio, fuori d(‘I punto r-plo P, e 
<juiudi P assorbe 


_ ^2r + 1) = (r — l)(3r 1) 

punti del gruppo jacobiauo. 

Oon ciò resta provato che un punto base r-plo, a tangenti 
variabili, per mi fascio (pialsiasi di curve (7, assorlie i)recisa- 
mente (r— L)(3?"-hl) punti del gruppo jacobiauo, purché la 
curva d’ordine r+1 approssimante la C generica del fascio 
sia irriducibile, e purché ancora le curve approssiinauti 
spezzate (da cui si distacca una retta PA^) non abbiano un 
punto (loppio infiiiitaiueiite vicino a P. E facile riconoscere 
che ambedue (pieste condizioni vengono soddisfatte se si 
esclude che il fascio delle curve date» C contenga una curva 
che abbia in P ima singolarità straordinaria. Invero i 
gruppi delle r taugeuti variabili alle curve del fascio formano 
una o* che ha 2r — 2 raggi doppi: (piesti raggi doppi sono 
tangenti cuspidali i)er altrettante curve C\ e soltanto nel caso 
ili singolarità straordinarie possono (*oiu(udere eou.iiualcnna 
<lcllc2r + l retto PAi^ cìn^ sono tangenti di desso avendo 
r4-2 int(M‘sezioni riunite con la C da esse toccata; ma — (escluso 
ipiesto caso, e (piiudi anello che la (j^ suddetta abbia qualche 
raggio fìsso — sì vede die le curve^ approssimanti alle C 
genericlie devono essere irriducibili, aUriiiKMiti tiilt(‘ \o rette 
p(3T P sarebbero tangenti di desso per le (7, e inoltre appare 
che 1(" curve approssimanti spezzate hanno mi punto doppio 
distinto da P, Coudiidianio pertanto che: un i)unio r-pJo a 
tangenti rariahifl per un fascio di curve, assorbe (r — l)(3rH-l) 
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iniììti (lei gruppo jacohkiuo ; se uu punto di questo gruppo rieue 
a cadere infiìiiUfmente ricino a F, nasce nel fascio una curva 
dotata di singolarità straordinaria (iniuto doppio infìnitii- 
iiieijfe vicino a F), 

TI metodo pn'cedeiite i)erinel te anche di riconoscere ciie: 
per r > J una taìujente fissa nei punto hase r-pJo P non accresce 
la molteplicità di P per il gruppo jacohiano. Jiivero basta 
provare la cosa per un fascio <ii curve (Perdine r+l; allora 
si vede che la curva del fascio che contiene come parte la 
tanaeule fìssa p lia nn punto dox)pio, iiitersezionc di p colla 
parte residua, che sta in venerale fuori di P. 8ia, per es. r = 2; 
abbiamo uu fascio di cubiche (*on un punto doppio P^ nel 
qnah^ è data una tangente fissa p^ e con 4 punti base semplici 
ABGP] si verilica (die la conica ABGDP non to(,*ca in gene¬ 
rale ji, e che — d’altra i>aTte — la conica tangente a }) in P 
e passante per tre dei punti ABCD non riesce tangente alla 
retta che proietta da F il quarto punto; così stando le cose 
la moltexfìicità di P per il gruppo jacobiano d(d fascio di 
cubiche vale 7, come se non vi fosse tangente fissa in P. 

]N[a la coucliisioiie non sussiste per r = l. Infatti in idi 
fascio di coniche aventi un punto base di contatto P, il punto P 
assorbe 2 punti doppi del fascio, mentre nn ininto semplice 
non ne assorbe alcuno. 

Questa osservazione si pini generalizzare; si ha che: 
mentre la presen::a di una tangente fissa (o anche di h<lr 
tangenti fisse) in un punto hase r-plo P non aumenta in generale 
la molteplicità di P per il gruppo jacohiano, tale molteplicità 
cresce necessariamente se sono fisse in P tutte le r tangenti^ 
lud (jiial caso il fascio contiene una curva particolare dotata 
di 11)1 punto (r-f-l)-plo (nliiiciio). llicerchiaino infat ti la luol- 
teplicità di P per il griqipo jacobiano <iiiaudo P sia ?’-pIo 
per/ed .v-plo p<M'eoli .v > r. Allora le curve I), II) hanno 
in P la iiioltepliciti'i (/--f-.s*— l) e (piindi le intersezioiii delle 
due curve assorbite in P sono in gxuierale 

fr d-5 — 1)~; 

amiiiesso che le curve / o 9 non abbiano tangenti comuni 
in P, il nniiiero pr(M*(Mleiite dev(^ essere diiniiinito di rs e 
(piiiidi la nioltopli(dtà di P nel gruppo jacobiano risulta 


(r + .9 — 1)’ — rs. 
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Si può provare die tale, i) non nia<>'<>iore, è preci.sauKuite 
la suddetta molteplicità di l\ cioè che le curve 1) e II) non 
si toccano ili Pj (pullulo le laiigeiiti ad/e 9 in P siano rH-.s* 
rette tutte distinte. Scriviamo invero 

/ = /r + cp = % -h ; 

1 due gruppi di tangenti in P alle due curve I) e II) sono 
dati da 


T) 

2y 

_ 

H) 

r 

dx 

S/r 
■ dx 


Anticipando un teorema sulla indeteriiiinazioiie del gruppo 
jacobiauo che viene svolto in appresso in questo stesso para¬ 
grafo, possiamo ammettere che ove le due curve 1') e II') 
abbiano connine ima retta jj per 7^, questa dovrà essere comime 
ai due gruppi di rette /,. = 0 e = oppure dovrà essere 
coinixuieiite doppia per iiim curva del fascio X/.-p |jicp^ = 0. 
Per escludere la seconda ipotesi basta osservare che tutte 
le curve di (piesto fascio, all’infuori della 9.^ = 0, hanno come 
laiìgenli in P le rette /. = (», e quindi p dovrebbe essere una 
retta doppia del gruppo /,. = 0 o del gruppo 9^ = 0. In con¬ 
clusione: P curve f e 9 hanno comune un punto P dì moì- 

tepìicltà dìverfie^ r e s, a tangenti distinte, e se le due curve 
non hanno tangenti comuni, il punto P conta precisamente i)er 

{r s — 1 )~ — rs 

j)unti doppi del fascio. 

Per = r p 1 si dedu(‘e che: un punto base r-pìo a tan¬ 
genti fisse ha in generale la molteplieità 

3.,.^ ^ 1 )(3,. 1 4^ 1 ) 

per il gruppo jacohiano del fascio. 

Fra le ciriaistauze che accicscouo (piesta uiolleidicità vale 
la pena di notare le seguenti: 

se V fra le tang<mti lisse coincidono in un’unica retta, 
la molteplicità cresce di v— l; 

hi molteplicità (cresce pure di v — 1 se la curva, del 
fascio che possiede incoine (rq- l)-ido ha v tangenti coincidenti. 
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L’nnjllisi (libile iiit(‘rsozi()iii delle curve I) II) — d;i cui 
si lol^iiiio i punti (*uniiiiii ad / e 9 — pciTiiette di ricono¬ 
scere i risultati aiizuìetti e di precisarne i casi di eccezione. 
(H^erc((::ioìi<\ Uìcordianio le ecpiazioni 


dx, 


li - y - = 0 

CO/, 


+lt 

ex., 


d'^ 
dx, 


= 0 




ex.. 


dalle (jiiali — eliminando X e |x — ab))iamo dedotte le I), 2), 3) 
rappreseiitanli il i>rnppo jacobiano d(d fascio ?/-+-= 0 ; se 
fra (| nelle ti*<^ e< inazioni si el ini inailo invece x.,j x.^^ si 
ottiene nn’eiinazione omogenea in \ p: 


4) D(bji) = 0, 

o, per p = 1 , 

Dai=o, 

ove T) designa il (ìiscvinìinante di 

II ^rado del discriminante D si può determinare ricor¬ 
dando che il resultante di tri^ eipiazioni di grailo in: 

è di grado iir rispetto ai coefUicienti delle presi sepa¬ 

ratamente, e quindi è coinplessivamenle di grado 3 ?/r rispetto 
ad essi. Lt‘ equazioni 1 ), 2 ), 3) sono di grado n — 1 rispetto ai 

cc ^ 

rapporti -, e contengono linearmente nei coetflcienti il 

x^ x^ 

rapporto , o il parametro X pen* p — ] ; si deduce cìn^ Pequa¬ 
zione resnltanlc J> -0 è di grado 3(u — 1)^ rispetto a X. 

Questa ecpiazìone 4) svanisce identicamente se vi è un 
punto base nniltiplo oppure una componente tissa del fascio 
a vente intersezioni variabili con le curve residue ; in tutti gli 
altri oasi 1 > non ò identicamente nullo, come risulta dal teo¬ 
rema <Ii Bertixj elle abbiamo dimostrato nel L. 2*’, ^ 5, e 
di cui foruiremo i)iù avanti, in questo stesso paragrafo, una 
<limostrazione algebrica diridla. 
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EiferuiiiiOTi ili cnso in cui il inscio non pos¬ 

siedo pilliti baso nniltipli e il suo <> riipim jiicoliiaiio non diventa 
iiubderiiiiiiiito. Allora ad o^'iii punto del ornppo jacobiano 
(corrispondo ima curva d<d fascio dotata di punto doppio e 
viceversa, triiiim» il caso in cui si ab})ia ima (*nrva dotata di 
due (o i)ìn) limiti doppi, la qinile corrisponderà a una radice 
dopjiiii deire<|iia/ioiie D(X)-~0. 

Ora i plinti del gruppo jacobiano si possono ritenere^ 
(Corrispondenti in modo univoco alle radici di nn’e(|iia/àone 
Z?(.t)== 0, otbniiita coirne insultante delle (‘(inazioni (compati¬ 
bili 1), II), III), dove si suppongono gli assi orientati in 
modo generico. xVvremo dnmiiie in generale mia corrispon¬ 
denza ])iiniiv()(ca fra le radici (belle due (‘qmizioni di grado 

Come abbiamo detto, ad ima radice doppia della Z>(a) —0, 
possono corrispondere due radici di ll{x) = i); ma invece ad 
mia radice doppia di l{.{x) = i) non può corrispondere clic 
una sola radice, die dovrà del jiari ess(‘r doppia, d(dla />(/.) = (). 
Quindi si pu(') dire che, se due punti (l(d gruppo jiuobiaiio 
divengono infìiiitameiite vieini (coincidendo in un punto di 
molteplicità 2 per il gruppo stesso), aiicln* due cnrv(c dotate 
di punto doppio del fascio divengono inlìiiitamente vicine. 
:\ra r avviciiiameiito indelinito di due punti del gruppo ja.co- 
biaiio dà luogo a due casi: 

a) alla presenza di due jiiiiiti base semplici del fascio 
iniiiiitaniente vicini; 

h) oppure ad una curva del fascio dotata di cuspide. 

Qiucsti dine casi corrispondono duiKiue a fasci determi¬ 
nati da (uirve intinitaineute vicine dotate di punto doppio. 
Invece lud L. 2% § 5 (Voi. I, pag. 183) abbiamo dimostrato 
elm se (lue curve dotate di punto dopiiio si avvicinano ilabi¬ 
li intani (uib* restando fissa una di esse, il fascio limite da loro 
determinato possirule (lu(‘ punti base s(miplici iiifinilameiib» 
vieini. Questa (^oiicliisione pu<> sembrare (^ontradetta dal r(‘sul- 
tato dell’analisi precedente^ Convieiu'pertanto rendersi eonto 
in (jiial modo ettettivanieiite (Ine curve dotate di punto doppio, 
elio variano avvicinandosi indelìiiitaiinuite, possono definire 
mi fascio limite contenente una (uirva dotata di cuspide», 
senza (die qiie^sta cada in mi punto base del fascio. A tale» 
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scopo occorre far variare, insieme alle due curve, anche Pan¬ 
inolo delle loro taugenli principali, nel modo che ijrocediamo 
ad esaminare. 

Potremo riferirci ad un fascio di cubiche, giacché ove 
sia dato un fascio d’ordine superiore i)er cui l’origine sia 
l)uiito doi)pio d<d <rriipp() jacobiauo, sarà lecito sostituire alle 
curve del fascio le loro cubiche approssimanti. Assumasi per 
semplicità il fascio di cubiche 


A = ir — 

che con tiene la curva 

y ' — = 0 

dotata, di cuspide nell’ori<>'iue, e la inatta all’inlinito <*ontata 
tr(* volte, sulla quale pertanto si trovano i punti base del 
fascio. Il fascio anzidetto può ritenersi come ìiinite, per s = 0, di 

/a,£ = ir — s'a;' — <» ; 

proveremo che qin^sto fascio variato contiene dm* <*nrve dotati* 
ili punto doppio, cioè la 

y" — or — — 0, 

c una seconda curva, prossima a questa, il cui punto doppio 
si trova sull’asse y —0 a una distanza dall’origine, delìuita 
in funzione di 

Infatti scriviamo che la curva A e possiede un punti> 
doi>pio (x, y); avremo le tre equazioni: 


-3A. 


dx 


ii~x — -Sfcc' = 0, 


8 

^’- = ‘JV/=:0. 

La terza (*qiia/ione dà 

y==0; 

la seconda è sodilisfatta, i)ltri*chè per x = i)^ lau* 


0^2 
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la iii-iiiia, i)osk>vi y = 0, dà , 

Quando £ (die a meno del segno dà il coefIi<deiife ango¬ 
lare delle due faiigeufi pi-iucipali di — t^x^ — kx^ = 0) 
diveiifa infinitesimo, andie x diventa iiifìiiitesiino eoiiie £“, 
e X diventa injiniteslino di terordine rispetto ad x. Questa 
cireostauza s^iiega p(U*die il punto (00) divenga una cuspide 
per la curva /’jq anziché mi xniiito liase di con tatto pel fasiào 
di curve invero (]iiesto fascio sega sulla retta //— 0 

una fj] che ha nell’origine un limito triplo (cfr. L. 2^", § 5, 
Voi. 1, pag. 179). 

Qualituuque il calcolo fatto innanzi sia relativo ad mi 
caso semplice, esso può riguardarsi caratteristico del caso 
generale; il fascio 

— kx^ -h -f- -h ^oi?/ + —•) ^ 

contenente la cubica cusiiidata nell’ origine e non a\ ente 
questo punto come base (^no4^^)? ^ luuite del fascio 

y^- _ £2a;- — Icx^ + X(i,„ + h,„x h^,y + ....) = 0, 
che contiene la cubica 

qj- — E^x‘^ — kx^ = 0 

dotata di nodo nell’origine e mia seconda cubica, prossima 
alla prima, av^ente j)arimente nu nodo (xy)'^ il calcolo etfet- 
tivo permette di trovare le <H)ordinate di questo punto doppio 
e il iiarametro X della curva corrisiiondente, che — a meno 
d’iiilìuitesimi d’ordine superiore — sono: 


2 ^^ 1 b 




3k 

t^x' + kx^ 


Così viene pienamente rimossa l’aiiparente contraddizione 
segnalata innanzi. 


Ora ritorniamo alla questione di contare quanti punti doppi 
delle curve di un fascio vengono assorbiti in un punto multiplo. 
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Le formule sopra rifeiite ap2)arhMig‘ono al Orkmoxa (*)• 
Il OA^Ol^ALT {'") ne ha dedotto ima formula‘molto notevole 
dove figura il numero s dei 2)RBti base, snp2)osti a taiigeiili 
variabili, e il genere p della curva generica del fascio. 

Designando con u Perdine, con le inoltejdicità 

dei 2)uuti base del fascio, e con o il numero dei jjunti del 
gTa2>i>o jacobiano fuori dei 2)nnti base, si lia in generale, 
secondo le formule precedenti: 

5 = 3{n — 1)- — — l){3r A- 1). 

Di (jui. tenuto conto che 

!(/- — 1 )[3r + 1) = ^{37- — 2r) — .v, 

scaglie 

0 = 3(a — — 2^r(r — 1) 

§ z=; 2{ìi — 1 ){n — 2) — J — 21r(r — 1 ) -l s . 

INLi il genere delle curve del fascio vale 

(a — l)(u — 2) r(r — I) 

P- - 2 - 2 -’ 

(jiiindi, mi fascio di cui've di genei'e p con s piniti ì)asc% snn- 
pUci 0 multipli, a tangenti carialnli, contiene in generale 

0 = s -i- 4 p — 1 

curve dotate di un punto doppio fuori dei punti base. 

I casi in cui o risulterebbe minore del numero i)recedente 
si sogliono riguardare come casi limiti, dove (pi al che 2>*into 
do2)2>io del fascio si sia avvicinato indefinitamente ad un jiunio 
base; in tal modo si estende la validità della formula di 
rx\i*ORALi al caso in cui il fascio contenga <iualche curva 
dotata di singolarità straordinaria, intendendo (*he Pes2)res- 
sione ^ fuori dei i)unti base » vada intm’inetata conforme 

(b Soprji alcinii» questioni nella teoria delle curve piane. Annali di 
Matematica, t. 6, 1864. (Opere, t. IT, png. 138). 

(-) Sopra i bì sterni linenri tripbinieiite intlniti di curve alge])ri<‘lie 
piane. (1881), Cfr. « Memorie di Geometria di Ettoke Cafokali », Na¬ 
poli 1888, pag, 171. 
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ili pilncipio di coutiuiiità, cioè escludendo dal gruppo jaco- 
hiaiio del fascio ogni piiuto r-plo a taiigeiiti variabili con¬ 
talo (/•—I)(3r+ I) volte, come vi flgura nel caso generale. 
Per rimuovere Peccezione relativa al caso dì punti base con 
tangenti fisse, converrebbe nlteriorineute dimostrare die un 
tal fascio può ritetiersi dotato di punti base infìnitaniente 
vicini p(u* modo che ciascun punto r-plo assorba intersezioni 
delle ciirv^e ilei fascio. Ma ciò richiede Panalisi completa delle 
singolarità straordinarie, che verrà svolta nel libro quarto. 

Nota, Coi caratteri sn menzionati 5 , .v, p, relativi ad un 
fascio di curve, sì può formare P espressione 

1 = 0 — 5 — 4p, 

la quale avrà costantemente il v alore —1, conninque si scelga 
il fascio anzidetto. Codesta espressione, estesa ai fasci di curve 
sopra una superlìcie, fornisce del pari un invariante die iiorta 
il nome di invariante di Zkuthex-Seore {^). Per esempio 
sopra una (piadrica, nu fascio di coniche (sezioni piane iier 
una ret ta) contiene 2 coniche dotate di punto doppio, sicché 

0 = 2, .s* = 2, 

e per la (piadrica risulta 

1 = 0 . 


Indeterminazione del gruppo jacohiano uìi fascio. Ora 
ric(u*chiamo i casi cP indetermiuazione del gruppo jacobiano 
del fascio 

>/(•'».'/) = 0. 

Anzitutto V indeterminazione assoluta del gruppo jacohiano 
porta la. coincidenza delle curve 0 e 9 = 0, e 11011 può 
quindi avvinarsi per due curve determinanti mi fascio (non 
degenere). Infatti se \o equazioni I) II) debbono essere iden¬ 
ticamente soddisfatte per funzioni / e 9 non identicamente 


p) Cfr, Zeutiien, Math, Annaleii, Bd. 4, (1871); Segre, Atti delPAcca- 
deiiiia di Torino, Voi. 31, (1896); Casteenuovo-Enriques, Annali di Mate¬ 
tica, t. 6, eeiie 3, (1910), pag. 184. 
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mille, f e 9 debbuiio soddisfare alle equazioni a derivate 
parziali: 

Scp 3/ Scp df 

dx dx dy dy 

ossia 

d lo^' 9 3 lo^*/ 3 lo»* 9 _3 \og f 

dx dx ’ dy ^ dy ’ 

e<l integrando si deduce 

9 

- = cost. 

• Pongasi invece che il gruppo jacobiaiio del fascio 
= b sia iiidetevininato nel senso che le equazioni 
I), II) e III) vengano soddisfatte dai punti d’una curva 
— 0 . Possiamo supporre che sia irriducibile, bastando 
altrimenti prendere in considerazione ima sua componente; 
inoltre — escludendo eventualmente posizioni particolari degli 
assi — si può anche ammettere che ò —0 definisca una fun¬ 
zione algebrica irriducibile y = y{x) (non essendo su di essa 
a; = cost). Ciò posto, se la à non fa 2 >^irte di /, sulla detta 
curva ossia i)er y — y(x\ avremo identicamente 


39 




39 

dy 

W 

dy 


? 

7’ 


e moltiplicando la seconda e{iuazione per y': 
ponendo : 

39 ,39 

^ "I" y / 

9 dx dy 


(lìf(x) 

dx 


e coni¬ 


ci oe 


/ df , df df 
dx dy 

d log ^ — d log/; 


<li (jui, integrando, si deduce 


? 

7 


=:COS|-. 


sopra la curva 'J' = 0 . 
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Ciò .sioniUea che la curva sopposta non far parte di/, 
fa jiarte di un’altra curva del fascio, che può addirittura 
assumersi come curva 9 . Allora, per i punti della di, le I| e II) 
danno 

d:p_ _ ^ ^ 

dy dx ’ 

cioè dicono che la d è componente doppia (o multipla) di 9 . 

Tenendo conto anche del caso, escluso innanzi, in cui d 
faccia parte insieme delle curve f e 9 , cioè sia parte fissa 
delle curve del fascio, concluderemo che: 

Se il gruppo jacohiano iF un fascio riesce indeterminato, 
iìi guisa clic di esso venga a far parte una curva irredncihiìe 
questa è una componente fissa per tutte le curve del fascio, 
oppure una componente doppia o multipla per una curva del 
fascio stesso. 

Questo teorema include il teorema di Beutini che « la 
curva generica d’nn fascio non xinò avere xiunti dopjii varia¬ 
bili fuori dei xmnti base o delle x)arti Asse comuni alle curve 
del fascio così questo teorema, che abbiamo già incon¬ 
trato nel L, 2 % § 5, riceve qui una nuova dimostrazione. 

Al teorema dimostrato innanzi si aggiungere 

alcune osservazioni. 

Anzitutto una curva d, che sia com^ionente comune 
delle / e 9 e quindi delle X/4 -|jl 9=:0, è Azeramente aiixiar- 
tenente al grujipo jacobiano del fascio. Ciò è chiaro geome¬ 
tricamente, sia nel caso in cui abbia intersezioni variabili 
con le parti residue del fascio, sia nel caso oiiposto in cui d 
risulta comxionente doii^iia jier una xiarticolare curva del fascio. 

L’esame delle equazioni 1), 2), 3) conferma questa (*on- 
clusione: infatti le curve 1 ) e 2 ) x^osseggono la ^ come 
Xiarte comune^ mentre questa non è contenuta nelle cur\<‘ 

— = 0 , basterà verificare ciò per la 1 ) che scriv<‘- 

dx^ dx^ 

remo, ponendo in essa 





sicché ax)x>are che i due termini non moltixiHcati per si eli¬ 
dono reciprocamente. 
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Ora si può dire che: una vurva 4 ^, (V ordine m, comune 
alle f e 9 equivale a 


— J )“ — [^{ìì — OH — 1)' — m — 2) 

qfUìiti del gruiopo jacohidìio del loro fascio, vestaiido (in gene¬ 
rale) fuori di essa i piiidJ doppi del fascio determinato dalle 
curve residue. 

Cerchiamo invece 1’equivalenza nel gruppo jacobiano di 
una curva 4^, d’ordine clic sia ?-pla (con / > 1) per una 
curva cp del fascio (e non appartenga ad /). A tale scopo basta 
osservare che, nelle equazioni 1) e 2), il fattore 4* compare alla 

3cp > 

potenza i — 1, e che il fattore 4 ^—^ compare pure in ; . Ciò 

c.r^ 

l)osto i punti coiuuiii alle curve 1) e 2), fuori di 4? saranno 


in — 2 — — 3 ) 


3/ 


di (pii si deve togliere il numero dei punti comuni a / =0 

c.v.^ 

e -=::0, che sono fuori di '4, cioè 

(» -!);« l)j; 

si deduce che: dato un fascio ordine n, il quale possegga 
una curva dotata di una parte i-pìa, 4» d^ ordine on (mi a), 
r equivalenza di 4 jacohiano è 

(i — 3)?a)3(9i — 3) — (^ — l)?a (; 

oltre a questa curva si ha mi gruppo jacobiano costituito di 
3{n — 3)' — (i — l)m J 3(a — 1 ) — (i — L)m ( 
punti, fra i quali figurano gli 


m(n — oni) 

punti comuni alla 4 ^ itila parte resìdua (contati ciascuno 
una volta). 

21. Curve singolari di una rete. — Si consideri una rete 
di curve d’ordine n 

\f{^y) -+• iM^y) -t- v'P(.w/) = 0 ; 
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ci i)r<)i)ouiaiiio «li ricercare le curve della rele «lotate <li «lue 
punti doppi e (jiielle dotate di una cuspide. 

Douiaudiauioci anzitutto se la jacohiaiia, liio<>“o dei punti 
(loppi delle curve d( 01 a rete, possegga o meno delle singola¬ 
rità puntuali. A (iiiesta domanda risponde il seguente 

lieinnui. La jacohiana di una rete non possiede in gene¬ 
rale ])nnti doppi. 

Infatti un punto doiìpio pm') nascere solo da quattro cir¬ 
costanze j>articolari che vengono messe in luce dall’analisi 
seguente. 

Pongasi il dato i)iuito doi)i)io nell’origine, 0, delle coor¬ 
dinate. Si piH) semiire supporre che due delle curve scelte 
a determinare la rete, per es. 9 e passino i)er 0 , (‘d anzi che 
abbia in 0 un punto doppio, distingueremo in /, 9 , i termini 
dei vari gradi scrivendo 

,/=/o +/i "b/i "b •—H~/;? ? 9=:=9^ 9., + .... + 9^ , + — + 4 '?» 

Dobbiamo annullare i coettìcieuti dei termini di primo 
grado nel deterininante jacobiano J(/, 9 , ^), iì(d quale manca 
già il termine di grado zero i) 0 ichò si e i)resa con nii lanuto 
doi>pio nell’origine. Codesti termini di i^rimo grado proven¬ 
gono dallo sviluj)i)o di J(/o+/i, Tt? ^ sono «lati da 



0 


/* 

0 


3'-Pi 

34. 

0 

342 

J 0 


dx 

dx 

3/; 


■^3?/ 

l^fi 


= /o 

3cpj 

34-> 

1 

dy 

1 

dx 

dx 


dy 

dy 


Pertanto il coiiit)lesso dei termini di primo gra«lo di J si 
annulla identicamente nei seguenti casi: 

1 ) Se è 

/o = <^ 

cioè se 0 c Ila \ìiinto hiise per la vele. 

2 ) «e è 

dx ~ dij ~ ’ 

cioè ideiiticàmente 

'■Pi — ; 

iu «luesto caso anche la curva 9 , come 4 ? 0 un i)unto 
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dolìpio e quindi 0 è ìin imnto base doppio per un fascio di 
curve della rete, 

3) Se è ideidicnineiite 

'èx ~ dij~ ^ 

cioè 

^, = 0 ; 

in questo caso la rete contiene una curva ('j») che ha in O un 
punto triplo, 

4j Se, non essendo nulli ambedue gii elementi della 
X)rima colonna nè ambedue quelli della seconda, sussiste la 
proporzione 

. 9’]'3 

dx ■ Zij ix ' cìj ‘ 

»^cri\ iamo 

ò., = ax- + 2hxy -h cìf; 

essendo . ^ e ^ * delle costanti, a e si trova 
dx djj 7 0 

a : = a :J}zz=zhi c*, 

da cui segue intanto 

Ir — a c ~ 0 : 

la curva 'j* possiede in 0 una cuspide la cui tangente cuspi¬ 
dale coincide con la tangente di 9, p<*r modo che il fascio 
— 0 possiede tre punti base inliiiitameiite Aicini. 
Aggiungasi die questa tangente cuspidale riesce una tangente 
principale della curva jacoliiuna nel punto dojipio O, come si 
verifica facilmente calcolando i termini di secondo grado di J, 
ov<^ si può assiuner(^ — ìf. Il caso di cui stiamo trattando è 
caral f erizzato dalia (Mrcostanza che: il fascio con tanyente fissa 
determinato nelht rete da una delle curve cuspidate (che sono 
in g(Mierale in uuiimmo lìnito) ha come tangente fissa' la tan¬ 
gente cuspidale, 

I guattro casi (esaminati in cui la jacohiana della rete 
possiede un punto doppio, corrispondono a iiarticolarizzazioni 
della rete, e priaisaniente i casi 1) 2) 4) in^dicano una con¬ 
dizione, lueiitre il caso 3) implica due condizioni. 

Ciò posto consideriamo una rete di curve d’ordine n, 
affatto generale, escludendo le particolarità 1), 2), 3), I); 
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rappresentiamo la rete in coordinate omogenee con recpiazione 


/— uj,{x,x^x.^ + >/,f,(x,x,x,) -H n,f,{x^x.,x,) = 0. 

Eifeiiiimo proiettivamente la rete /' al piallo (y) assii- 
laeiido n^u.^n.^ (H)me (‘oordiiiate di rette nel piano (y), cioè 
(ddaiiiando « rette » le « curve f ». Ciò <H|UÌvale a porre fra 
il i)iano (.r) e il piano (y) la trasformazione razionale 

nella quale, viceversa, ad nu i)nnto {y) cori*is2>ondono gli ir 
punti base di un fascio di curve /. 

Vi è nel piano {y) una curva C luogo di punti per cui 
due degli n' punti base (:r) coiTispoudeuti coincidouo; così 
ad uu punto, di C corrisponde un fascio di curve / che 
X)ossiede in uno degii omologhi A' una tangeule fìssa; questo 
fascio contiene una curva dotata di luinto doppio in A\ e 
perciò A' vSta sulla jacobiaiui di |/|. Ora si può vedere che 
la curva C è Pinviluppo delle rette cui corrispondono le f 
della rete dotate di punto doppio; infatti due /iufìuitameute 
AÙciuc dotate di ininto doppio determinano un fascio con due 
jninti base iufìuitameute aìcìuì. (Cfr. il ragionamento vSAolto 
per il teorema di Buutini nel L. 2*", § 5). 

Cerchiamo di valutare i caratteri della curva C, 

. Anzitutto la classe di C è data dal iniinero delle curve / 
dotate di doiiliio clu^ axiiiarteugouo ad un fascio c 

(|uiiidi vale (§ 20) 

il/ = 3(u— iJK 

L’ordine N di C viene fornito dal numero delle curve/ 
die axipartengono ad un fascio di curve tangenti entro cui 
si trova lina data / della rete; il x^unto base di contatto luu* 
un tale fascio axii>artieue alla jacobiaiia, e così il numero N 
ò dato dalle intersezioni di / con la jacobiana suddetta, 
cioè vale 

iYzi=::(3a —3)ii = r>n(a — 1). 


Oltre a (piesti due inniuMi si trova subito il genere P 
della curva C, x>^>iehè esso (apiivab^ al gemere della jacobiana 
di /, essendovi fra le due curve mia coiTÌsiioiidenza biiiui- 
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voca {{ 17); si trova così 

^ _ (3a —-4)( 3a —5 ) 


La conoscenza dei tre caratteri M, N, F permette <li 
determinare ,<»li altri caratteri i)laockeriaiii della curva C 
(o i loro e(piivalenti), cioè il numero A dei nodi, il numero J\ 
delle cuspidi, il ninnerò T delle tangenti doppie e il numero 1 
dei flessi. 

Eicbiamianio anzitutto le foriiuile di Ifliicker 17): 

M = 2N ^2F — 2 — K, A'^:3=2ì1/4-2P--2 —J, 

(da cui K —J — 3(/Y—iiP); flneste formule ci porgono 
1; K= 3(a — l)(4» — 5), 

2 ) I=^] 2 (a —l)(a — 2 ). 

Alle formule ricordate si aggiungono pure le seguenti: 
M^N{N — 1) —2A —37f, N^M{M~ () —2T—31; 

le quali, ove si iutroducauo i valori precedentemente calco¬ 
lati di K e J, danno 

3) ~ 2 — 8 (, 

4) = — J)0/ —2);3)r —3» — Ili. 

Quale sigiiiflcato hanno i caratteri così calcolati A, /f, Te 1, 
della curva (7? 

Anzitutto a un nodo di C corrispondono nel x)iano {x) 
due coppie di imnti coincidenti, quindi il A dato dalla for¬ 
mula 3) esprime il numero ilei fasci di curve hitangeuti conte¬ 
nuti nella rete '/|. 

Se invece di un nodo si considera una cuspide di (7, a 
questa corrisimide un punto della jnco))iaiia della rete tale 
che le curve di (piesta che vi passano liauiio ivi un contatto 
di sccond’ordine (invece che due punti distinti di contatto 
semplice); dunque il /i, esiu’osso <lalla formula l),c il numero 
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ilei fasci (li curve f dotati (li tre punti Ixise injuiitaniente 
vicini. 

I oaratleri (Inali T e I risponiloiio alla (piesfionc pro¬ 
posta in principio di (presto paragrafo. 

II 1\ espresso dalla formula 4), è il numero delie curve f 
dotate (li due punti doppi infatti si è visto che ad una tan¬ 
gente, p, della curva C corrisponde nel piano (x) una curva/ 
che possiede un punto doppio nel punto omologo al punto di 
contatto di p. 

Infine lo J, espresso dalla formula 2), il numero delle 
curve cuspidate della rete. Infatti la curva / che corrisponde 
ad una tangente di flesso di ( 7 , deve contare per due fra le 
curve dotate di punto doppio in ogni fascio a cui essa appar¬ 
tenga, così come la tangente di flesso conta per due fra le 
tangenti condotte a G da un suo iiunto generico; si deduce 
20 ) che la suddetta /, non possedendo due punti doppi 
distinti, è dotata di cuspide. 

Le considerazioni ed i calcoli precedenti si estendono 
facilmente al caso in cui la rete |/ possegga r(>0) punti 
base semplici o multipli, dove supporremo che sì tratti di 
punti base a tangenti variabili. Designeremo con i la molte¬ 
plicità generica di un i)nnto base, e cosi sarà d = ir — il 
numero delle intersezioni variabili di due curve .della rete 
{(jrado della rete). Codesto punto ^'-plo sarà —l)-plo per 
la jacobiana e — nell’ipotevSi più generale — la rete non 
avrà altre singolarità, sicché il suo genere varrà 

_ (3u - 4)(3u - 5) ^ (3/ — 1)(3/ — 2) 

^ 2 " 2 “ 

Qui conviene ricordare anzitutto che in un fascio di curve 
di genere p con s punti base a tangenti variabili esistono 
— 1 (uirve dotate di un punto doppio fuori dei punti 
base (Ofr. § 20). 

Ora si (tesigni con p il genere delle curve /: 

._2) — i). 

r 2 Zj ' 2 ’ 

e si noti che un fascio’di curve / possiede ^ — 1) 

punti base, giacche un unico punto base /-pio sostituisce i- 
inulti base. 
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Ciò posto avremo per i caratteri della curva C: 

3/ = s ’h 4p — 1 = ir — — 1) 4- 4p — 1 = + r -P lj> — I, 

N^{3ìt-3)n — '^i(3i — l}=3n(ii — l)^3:ùr^+^i=2{d-\-p^ì), 

P = 9p+1 —r. 

Allora, ripetendo i calcoli fatti precedeiitemente, si otten¬ 
gono i valori di A^, J, A, T. Pertanto si conclude che: 

In una retv di curve f, dì grado d e di genere dotata 
di r punti base semplici o muìtijdi a tangenti variabili, risono 
in generale : 

^ ){d -f— pY — 4“ 2/’ 4~ 4:( fasci di curve 

bitangenti, 

K— 3{d 4- Gp — r — 1) fasci di curve osculatrici, 

T — {d 4- 4p + r — 1 )’ — 3d^ — i3p — r 4- 3 ( cu rve do¬ 
tate di due pini ti doppia e 

J=i>4p curve cuspidate Y), 

Nota. Si noterà, come eccezione essenziale al teorema^ 
il caso ili cui la rete possegga curve fondamentali facenti 
parte di curve / spezzate; nel qual caso si troverebbe nn 
fascio (li rette che si sta(*.ca (una o piu volte) dalP inviluppo C. 

22. Caratteri della hessiana e della steiiieriaiia. — L’ana¬ 
lisi (lei vari casi in cui può nascere un punto doppio per la 
jacobiana dì una rete si può applicare al caso speciale di 
una rete di judari, e così permette di stabilire che la hessiana 
di una curva / non possiede in generale punti doppi fuori 
/• QNi giova osservare die questa applicazione aggiunge 
quahdie cosa a quanto abbiamo stabilito. Invero la rete delle 

polari di una curva/d’ordine dipende, come/, da 

(‘ostanti arbitrarie, mentre tutte le reti di curve d’ordine 

(n — ì 4~ 2) 

{n — I) dipendono, come i piani dello spazio ad — — 


forilinl<‘, elle pongono in una forma generale e semplice ì 
risili tati già d:d OiiEMOXA, appari (oigono ni Caporali (Soxira 

i sistemi lineari triplamente infiniti di curve algebrielie piane; 1. c. 
l)ag. 181, 182‘ che le ha cU ilolte dallo stndio della rappresentazione piana 
dell(‘ supcrficii* razionali, o dalla considerazione del cono circoscritto 
ad esse da un punto. 
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dmieusionj, da 3 - - - 6 costanti; perciò appena 

n > 3 la rete delle polari di una / generica appare mia rete 
<li curve d’ordine ii — 1 essenzialmente particolare; si potrebbe 
quindi dubitare che la particolàrizzazione portasse con sè 
resistenza di singolarità della jacobiana che è l’iiessiana di/. 
Ma per escludere il dubbio basta prendere in esame le tre 
specie di singolarità che una jacobiana può possedere fuori 
dei punti base della rete. 

Supporremo per semplicità die la curva / non possegga 
punti doppi, e così la rete delle polari sia priva di punti base. 

1 ) Si ha ima singolarità di prima specie della liessiana 
— caso 2 ) del xirecedente paragrafo — quando esiste un punto O 
che è doppio per un fascio di curve polari. Ora i poli di codeste 
curve appartengono alla retta o, polare di 0 ; ma poiché le 
seconde polari dei punti di o vengono a passare per 0, si 
deduce che tutti i punti di o appartengono alla conica x)olare 
di 0 , e perciò questa conica — contenendo la retta o, polare di 0 
risxietto ad essa — deve ridursi alla retta o contata due 
volte. Siccome fra le coniche del piano (concei)ite come 
luogo di,punti) ve ne sono degeneri in una retta contata 
due volte, cosi la condizione che la conica jiolare del punto 0 
si riduca ad una retta contata due A^olte implica tre condizioni 
semi>ìjci, e l’esistenza di un i)iinto 0 siffatto, di cui non venga 
prefissata la i)osizioue, cioè resistenza di una singolarità di 
X)riina specie per la hessiana di /, si traduce in una condizione 
l>articolarizzatrìce della /. Questa si iniò scrivere facilmente, 
in base all’analisi del precedente i)aragrafo. 

Pongasi infatti 0 nell’origine delle coordinate, e o nella 
retta all’infinito. Affinché le curve 

3 /* 

3- = «io = 

^ = « 0 . + + 2a^,>i + .... = 0 

abbiano iiu punto doppio in 0 si hanno 5 condizioni lineari 
nei coefficienti di /: 

«10 = «so = «Il = «01 = «02 = 

Queste equazioni debbono xmtersi soddisfare quando si 
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eftettui una trasformazione <li coordinate in cui si dispone 
di 4 costanti essenziali (le coordinate di 0 e di e); ciò implica 
una condizione di compatibilità che è una relazione partico¬ 
lare fra i (‘oefticienti di f. Giova notare che se mi punto 
doppio di prima specie della hessiana viene a cjidere sulla 
sua retta polare o, accade che la prima polare di 0 passi 
per 0 e abbia ivi un punto doppio, dal che se^ue che O 
diventa doppio per /. 

2) Si ha una singolarità di seconda specie per la hes¬ 
siana (li / — caso 3) del precedente paragrafo — quando 
esiste una curva polare, 9 , dotata di punto triplo. Designaino 
con 0 (piesto punto e con O' il polo della 9 ; si vede allora 
che la cubica polare di 0 deve avere un punto triplo in 0\ 
cioè deve constare di tre rette per 0\ L’esistenza di un 
punto G, triplo per una curva polare, si traduce in due con¬ 
dizioni i)er /. 

Invero pongasi 0 nell’ orie^ine e assumasi come punto 
coiiin^ato 0 ' il punto airinfinito dell’asse delle afiìnchè 
la polare di questo 

abbia 0 come punto triplo si hanno le 0 condizioni lineari 

(jiieste equazioni debbono potersi soddisfare disponendo delle 
4 costanti (essenziali da cui dipende la posizione di 0 e 0\ 
sicché eliminando (pieste costanti si ottengono appunto due 
relazioni fra i coetììcieiiti di /. 

3) Una singolarità di terza specie della hessiana di f 
caso 4) del precedente paragrafo — si ottiene quando esista 

un fascio di polari osculatrici che contenga una curva dotata 
di cuspide n(d puulo di contatto 0. Per una / generale vi è 
1111 numero linito di fasci di curve polari osculatrici e un 
numero lìiiito di polari cuspidate, ma quelli non contengono 
(pieste. Pongasi invero che hi retta o, polare di 0, sia la retta 
all’inlìnito e che 0 cada nell’origine; inoltre la polare del 

0 /* 

punto all’infinito dell’asse delle .r, cioè la ^^== 0 , sia la curva 
cuspidata nel fascio; si trova allora la condizione aggiuntiva che 
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df df 

la della / = 0 sia la huio'eiife cuspidale della ' = 0 . 

^ dlf r> 1 2x 

Scrìvendo qnesfa condizione si riconosce che essa riesce iiuli- 

peiidcnfe dalle riinanouH, che pare sono indipendenfi fra loro, 

l)er modo che essa implica una pardcolarizzazione i)roietti\a 

della curva /. 

Oonclndiamo che la hessiana di uua curva (jenerale è lìriiUi 
di punti doppi. 

Basandoci quindi sulla conoscenza del ^*enere della hes- 
siana, sì possono ofleuere i caratteri della curva Htiincriana^ 
luogo dei punti la cui polare rispetto ad / possiede un tenuto 
dopi)io, ossia luogo dei punti doppi delle coniche polari di / 
(§ 7). A tal line occorre tener presente che la corrispondenza 
fra i polì e le curve polari e proiettiva, cioè che ai punti di 
una retta corrispondono le polari di un fascio 4). Se poniamo 
fra il piano (x) della / e un piano (?/) una reciprocità, il piano 
rigato (//) risulta riferito proiettivamente alla rete delle curve 
polari di / e quindi, come nel paragrafo precedente, vi e luogo 
a considerare in {//) la curva O inviluppo delle rette corri- 
spomhmtì alle 9 dotate di punto doppio; ora la (7 è la curva 
reciproca della steiueriana di /. Si deduce che: 

Per ima> curva gcnvraìe ordine a, i caratteri della steine- 
riana (ordine, classe, numero dei nodi, delle cuspidi, delle 
tangenti doppie e dei tiessi) sono dati da 

v = 3(a - 2)% 

|i —3(u— I)()i — 2 ), 

l-= 12(u —2)()i —8), 

t = ÌJ0*-2)(«.-3)(3«-^ 

i = — 2)(4» —!)). 

I punti doppi della steiueriana corrispondono alle polari 
dotate di due punii doppi e le cuspidi alle polari cuspidate ; 
le tangenti doppie in vece corrispondono ai fasci di polari hitan- 
genti e le tangenti di flesso ai fasci di polari osculatrici. 

Gli sviluppi <lel precedente paragrafo pennetrtono di rico¬ 
noscere in qual modo si inodilichiuo i nnnuu’i precedenti 
quando la curva foiidamoiitale / i)ossegga un nodo; il caso 
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hi cui essa possegoa una cuspide esige esauio più minuto, 
(tlova poi notare che: 

se una ciirra possiede tiu punto triplo la sua steineriana 
è indeterminatay e viceversa. 

Infatti se la f iiossiede un i)unto triplo tutte le polari 
liauno in esso un punto dopi>io; viceversa se tutte le polaiù 
hanno un luiuto doiiiiio, per il teorema di Eertini (L. 3®, 
§ 20) esso è uu imnto base della rete e quindi è triplo per la/. 

Osserva;:ione, Se (.t) è un punto variabile della hessiaua h, 
ad esso corrisponde in generale uu punto readella steine- 
riaiua, la cui polare lia in («;) uu punto doppio; questo punto 
coniugato (?/) si ottiene in fnu/àone razionale di (^r); 

Vi — ^ 

aggiungendo a queste tre (equazioni la (npuizioiie della hessiana 

li{x, X,X.,) = {) 

ed eliminando x.^ si ottiene Pequazione .^ = 0 della 

steineriana, che è anche data direttamente annullando il discri- 
minante della curva polare di {y). Ora quando f acquista uu 
punto triplo 0, s si annulla identicamente, ma le relazioni 
yi~*^i{x^x.^x^ conservano il loro signiticato, annullandosi le 
tre ìji solo quando (x) cada in 0, Così la curva descritta dal 
punto (y) quando {x) varia su h, porge uu nuovo covariante s 
che prende il posto della steineriana. 

Si vede senza difficoltà che l’ordine di .v' e in generale 
di 7 unità inferiore a quello di 5, giacche il punto base 
do])pio 0 conta per 7 nel gruppo jacobiaiio di uu fascio quii- 
lunque della rete delle polari di / (Ofr. ^ 20). 

Notizia storica. Che la hessiana di una curva generale 
sia priva di punti doppi fu ammesso dal Ouemona, il quale, 
basandosi su questo implicito presupimsto, ne dedusse i carat¬ 
teri della steineriana (Introd. n. 118, Opere, i, I, pag. 420). Il 
Okemoxa — in luogo del genere — valuta il numero dei flessi 
d(dla steineriana; a tal uopo egli considera la curva /f iuviliqqm 
delle rette polari dei iiiinti della hessiana: questa curva 7v si 
compone della steineriana e delle sue tangenti di desso, ma piu* 
averne l’ordine occorre conoscere la chasse della hessiana. 

Nelle Lezioni di Cmmscii-LiNDUMANN si segue una via 
sostanzialmente analoga, da cui erroneamente si vuol desìi- 
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mere il cenere della liessianu dimostrare così che questa 
curva è in generale priva di sliigolarìtn. 

La dimostrazione rigorosa dì ({uesto fatto è dovuta a 
Del Pezzo (^) (1883); il (piale svolge s(islaiizialmente l’aiun 
lisi che noi abbiamo esposta d{q)prima per la jacobiana dì 
una rete e apiilicata pw alle reti di curve polari. 

Quanto alle singolarità della steiiieriana conviene ricor¬ 
dare che anzitutto Steinek (184.S) enunciò come qin^sta curva 
l)Oss(^gga 12(n — — 3) cuspidi. L^oi Cuebscii, avendo Iro- 

vato lo stesso ninnerò di polari (uis^iidate, sospetti') (die i poli 
di questi fossero le cuspidi della sleineriana e dimostrò questa 
proprietà jier il caso di n=4 (I8(il) (~), L’esame completo 
delle singolarità della steineriana aiipartiene al Okemona 
(l. c., 1801) in cui si trova appunto il riferimento di Olebsch. 

23. Notizia storica sulle curve covarianti. — L’introdn- 

D( f ....f ) 

zione del determinante funzionale, ^ di a funzioni 

con n variabili, è dovuta a Jacobt (^) (1841), die lui messo 
in luce il significato del suo annullamento identico, cioè l’esi¬ 
stenza di una corrispondente relazione fra 

Difff.) 

Il significato dell’equazione ^ = Q nel caso di 

D{x,x,x,) 

tre forme ternarie, ò stato rilevato da Hesse ('*) (1844), rife¬ 
rendosi al caso della rete delle polari di una cubica: la curva 
che sì ottiene anunllaudo il determinante delle derivate seconde 
vi<nie ivi definita geometri(mmente come luogo dei punti le 
cui rette polari passano per un punto, proprietà che si estende 
alla jacobiana di tre curve qualunque ("’)• 

Xella stessa memoria di Hesse viene riconosciuto che i 
flessi della cnbì(*.a sono le intersezioni di questa con la nomi¬ 
nata curva covariante; anzi la ricerca di Hesse muove aiipnnto 
dal problema di determinare i tiessi, considerati come j)uuti 
di curvatura nulla. Dal nome dì bessiano dato al determi- 


(^) Rendiconti dell’Acc. di Napoli, t. 22, png. 203. 

(') Journal fiir Math., Bd. 59, i)ag. 131. 

(^) « De determiiiantibiis fuiictionalibns », Journal fiir Malli., Bd. 22, 
pag. 319. 

(^) Journal fiir Alatli., Bd. 28, pag. 97. 

(®) Cfr. Stlvesteu « Pliilos. Tmii^actious » CXLIir. Parte III, pag. 516, 
(1853). — Cremoma « Introduzione » Opere, t, I, pag. 398. 
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— | (Sylvrstkr), è veiiiito quello di curva 

CX^ CXf^ 

hessiaiui di /, dato alla h = 0 (Cremona). Il nome di curva 
jacobiaua di tre curve, osato da Svevestek e adottato dal 
Cremona, ha <lnto lno.<>o alla desi^iiazione « jacobiana di ima 
rete » che, dopo qnalclie iiicertezza, ha lìiiito per prevalere 
«nlla desig'iiazioue « hessiaiia d’ima rete » usata pure dal 
Cremona (cfi\ la nota 77 dei rev isori io « Opere », 1 .1, pag\ 481b, 
lìssaiidosi cosi per la hessiaua il significato più ristretto di 
« hicobiaoa di una rete di polari ». 

.Steiner (^) (J848) riguardando la curva hessiaua di mia 
data «che egli chiama Kerucvrre) come luogo dei punti doppi 
delle sue polari (pag. 4) è tratto a considerare, accanto a 
codesta curva, anche il luogo dei poli corrispondenti, cioè la 
ciir\a che da lui axipinito il Cremona lui designata col nome 
di steiueriana. 

Accanto alle nominate curve vi e luogo a considerare 
anche P iiiviluxixio delle rette die uniscono i inniti coniugati 
della hessiaua e della steiueriana, cioè una nuova curva cova- 
rimira a cui il Cremona lia dato il nome di cayleìjmia^ in 
onore di Caylev che ne sviìuxixiò la teoria per riguardo alle 
eiihiche (^). 

Effettivamente la cayìeyaiia ha xiarticolare importanza 
nello studio di queste curve, giacche in tal caso (‘ouvengono 
ad essa divers<i delinizioni geometriche. Anzitutto Cayley ha 
incontrato tale curva (1844) studiando la corrispondenza invo- 
lutoria che viene <leternnuata sopirà ima linea del terz’ordine, cp, 
da due ]>nnti aventi il medesimo tangenziale: le coiigiungenti 
i punti coniugati invìiujixiano una curva di terza classe, che 
X)iù tardi (185()) ha ritrovato xiartendo da una cubica / <li 
cui 9 sia l’hcssiana (conio vedremo, data la 9 , si può definire 
in tre modi diversi una / <li cui 9 è hessiaua). 

Xella citata memoria del 185b, Cayley ha xiure scoperto 
la iiroprietà fondainentalo che: la cayleyana di una cubica 
ida lui designata col nome di jyiiypiana) ò anche l’invilup|>o 
delle rette che costituiscono le coniche xiolari sxiezzate. 

IjO studio delle tre curve covarianti, hessiaua, steiueriana 


(q Jounial tur Matli., lUL 47, (1854 . 

(-) Journal <le AlatilémutiquoB, t. 9, pag. 285, (1844). Pili Ics. Tra 11 - 
ftiictioutì, voi. 147, i>ag. 415, (11 dee. 1856). 
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e cavleyaiiJi, è stato proseguilo da Oiìemona (*) (1801) e da 
Geehsch (^) (1801, 1805). 

La eaìjìeìjaìia di una carra genrrale ordine a ( > 3) 
ha i segxu'Hti caratteri: 

ordine: 3??(a — 2)(5a — 11), 
classe: 3(a — l)(a — 2), 

9 

nnmero dei ‘pnnti doppi: ~(n — 2)(5?^— 13)(5^r— 19a-l-16), 

9 

numero delle tangenti doppie: {n —2)^(?r^-—2a — l), 
numero delle cuspidi: 18(a — 2){2n — 5), 
numero dei flessi : 0. 

Per ?^ = 3 accade ciré la cayleyaiia, anzicbc essere di 
classe* 0, diviene una curva di terza classe contata due volte, 
d’accordo con la circostanza che la liessiana (coincide con la 
steineriana sicclie o^ni tang'ente della cayleyana nasce qui da 
due anziché da un punto della hessiana. E ovvio i)ertanto 
che non sono più aj^plicabili le formule che forniscono gli 
altri caratteri della curva. 

La molteplicità della curva jacohiana in un punto 
comune a tre curve date, è stata ricercata con procedimenti 
sintetici, attraverso una generazione proiettiva di dal 
Cremona (1. c.), e poi dal Doehlemann, dal Cuccia e dal 
CEunATjDf (^). Questi ha determinato analiticamente i casi in 
cui la jacohiana di tre curve, aventi un punto di molteplicità 
rispettiva r, s, possiede ivi un punto di moltei)licità supe¬ 
riore ad r + s t — 2. 

11 modo (li comportarsi della hessiana in un punto doppio 
della curva (caso generale) è stato riconosciuto fino da 
Hesse (^) (1850). Il caso del punto ^-plo è stato studiato dal 
Biìill nella citata memoria del 1878 e da Kììtter {^) (1888). 

(*) Introduzione. Articoli XX-XXIV. 

(') Jounuil fili* Mntli., Ud. 59, (pn<r. 125) e Ud. 64 (pag. 288). 

Cfr. « Clkrsch-Lindeiviann » trad. Iran ce se, t. Il, pag. 102. 

(^) Circolo Mat. di Palermo, t, 8, (1893-94). 

(h Journal fiir Malli., Bd. 40. 

(^) « Die Ilesse’sche Curve in reiu geoiuetrischer Behandliing ». 
(Malli. Annalen, Bd. 34). 
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Gìovìi notìire die per le siRooliirità straoidinarie, ^>*ià nel caso 
(lei pniiti (loppi, occorrono varie complicazioni, per esempio: 
1111 tacnodo ordinario (punto di contatto ordinario di due rami 
lineari) è in generale triplo per la liessiana (^), ma esso può 
divenire quadruplo anche restando il tacnodo ordinario'^ ci(') 
accade se le curvature dei due rami sono ugnali e di segno 
opposto, caso che viene designato dal SrxinE (1. c.) come 
tacnodo simmetrico od armonico (’). 

Delle singolarità che la In^ssiana d’una curva può avere 
fuori della curva abbiamo discorso nella speciale notizia sto¬ 
rica che chiude il § 22. 

Il teorema sull’indeterminazione della Imssiaiia (esistenza 
d’ini punto u-plo per la forma / d’ordine n) è stato enun¬ 
ciato da Hesse (1851) (^) per le forme con un numero qna- 
luiuine di variabili, uni la dimostrazione è scorretta, ed anzi 
il teorema stesso non vale più per le forme (con parti mul¬ 
tiple) in cui entri im numero di variabili 4 (^). Ciò spiega 
le difficoltà che presenta l’estensione di questo teorema dal 
caso semplicissimo delle forme binarie (cfr. L. 2°, § 5) al caso 
delle forme ternarie e quaternarie (curve e superfìcie), l^a 
prima dimostrazione rigorosa per le curve e dovuta al 
GoiinAri ("), (piella elementare del testo viene svolta in una 
nota di Ciusixi nel Giornale di jMatematiche (1915). 

Il teorema sull’iudeteriniiiazione della jacobinna d’uua 
rete, che qui si prende come base, è dato sostnnzialmente 
sotto forma algebrica dal Pasce (1881) (^) ed il suo enunciato 
geometrico s’incontra in A. Levi (1890) ('^j; noi ne abbiamo 
dato una dimostrazione ijiù diretta, aggiungendo poi la ele¬ 
gante dimostrazione geometrica dovuta al Bertim (1. c.). 


(q Cfi\ Segre « Giormde di ]Matenuifciclie » voi. 311, 4'^. 

(q Cfr, aucìie Segre *« Reudìc. Lincei » (19 Bctt. 1897). 

(q Journal fiir Matìi., Ud. 49, pag. 117. iCfr. lid. 56, pag. 263). 
(q Gordan e Xother « Matli. Ann. » Bd. 10, ])ag. 547, (1S76). 
iq Sitzinigber. der pliys. ined. Soc. Erlaugen (13 dee. 1875). 

(®) Matìi. Ann., Bd. 18, iiag. 84. 

<q Giornale di Mat,, t. 34. 
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La cubica piana 


24. Il teorema di Salinoli e la condizione di proiettività 
fra due cubiche. — Ci proponiamo di applicare la teoria della 
polarità allo studio delle cubiche: coiisiderereiiio sempre 
cubiche irriducìhiìl e, dove non si avverta il contrario, senca 
imnti doppi. 

Ricordiamo anzitutto i risultati ottenuti, cioè che: 
una cubica senza imnti doppi, è di classe G (§ 17); 
per un punto di essa possono condursi in generale quattro 
tangenti altrove alla cubica (ibidem); la hessiana e la steine- 
riaua coincidono in una medesima curva del 3' ordine (§ 7), 
la quale sega la curva data nei suoi 9 flessi, tutti distinti fra 
loro (§ 15). 

Dimostriamo ora r;he: 

Le quattro tangenti condotte alla ciitnca da un suo plinto^ P, 
formano un hirapporto costante al variare di P sulla cubica (*), 
che dicesi anche modulo di questa. 

Per dimostrare che il detto hirapporto non varia, basterà 
far vedere che, spostando V sulla di un in tini tesiino rf.v, 
il hirapporto assume un incremento infinitesimo d’ordine 
superiore rispetto a ds. 

Sia dunque L' un punto della cubica infinitamente 
vicino a Z\ La conica polare del punto P, che è tangente 
in (§ 4) e quindi passa per P\ sega ulteriormente la in 
quattro punti: Qn Q.; le rette FQ,, PQ,, PQ,, PQ,, 

sono le quattro tangenti uscenti da P. La conica polare 
di P' intersecherà la in quattro punti Q^' 


(b Cfr., anche }>er la (liiuostnizÌ4me, Salmon « Jonrìial tur I^fath. » 
B(l. 42 , x>5ig. ‘.^ 74 , (1851). Un^aKni diiiiostrazioue del teoiemii si è iucoji- 
trata nel L. 2% $ 22, 
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inflnitnineiite vicini ai punti le rette 

P‘Q/, P'Q:\ P'Q-I^ Qa quattro tangenti uscenti da P'. 

Per il teorema di STnrxnK il birapporto delle (jiiattro rette 

PQ.. PQs^ 

è Ugnale al birapporto delle (piattro rette 

F'Q,, F'Q, F'Q^, 

essendo F' sulla conica polare di F. Se diinostrereino che 

l’angolo formato dalla co])pia di rette 
P' 

p'Q.. p'q: 

è, come gli altri tre analoghi, un iniìnitesimo 
d’ordine superiore rispetto a FP\ sani dimo¬ 
strato che il primo birapporto differisce dal 
secondo per intìnitesinii d’ordine superiore. 
P(‘rciò notiamo che Q^\ l^iinto di O.^ infini¬ 
tamente vicino a <^17 trova sulla tan¬ 
gente PQ^. Ora l’area del triangolo Q^Q/P', 
che ha la base intinitesiina, è un infì- 

nitesiino d’ordine superiore rispetto PP'‘ ma 

(piesf area è - F'Q^-PQ^ • seii Q^F'Q*^ quindi 

Zi 

l’angolo Q^F'Q^ è nu infinitesimo d’ordine 
superiore rispetto a FF\ , c. d. d. 

Il birapporto a delle quattro tangentij condotte alla 
da un suo punto F^ che abbiamo dimostrato risultare indipen¬ 
dente da P, costituisce un invariante assolato rispetto alle 
trasforma:::^ioni proiettive della cubica. Per verità a dipende 
irrazionalmente dai coefficienti dell’equazione della cubica, ma 
in seguito vedremo che l’invariante assoluto, introdotto nel 
V 4 del L. 1*^ come funzione del birapiiorto, cioè 

j _ 4(1 — a + 

(a — 1 fici — 2)X2a — 1)’^ ’ 

si esprìme razionalmente i>er i coefììcieuti suddetti, cioè iiorge 
un invariante assoluto ragionale della cubica stessa. 

Se la ([uaterna delle tangenti condotte da P alla è 
arinonica {x=— l) ojipnre equianarmonìca (a = 1 + e = — e^), 
la cubica si dice rispettivamente armonica ed equianarmonìva. 
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iSe nella quaterna aiizìdelta <liu‘ tnng’enti (‘oineidono, si 
lia (o^ e la cubica possiede un ])Hnto doppio. Il 

biraiìporto o: diventa indetennUutto soltanto se tre tangenti 
(Iella quaterna coincidono (b. J", §4 )cÌ(k^ iier le cubiche dotate 
di cuspide. 

iritorniaino alle cubiche (^ 3 , senza limiti doppi. Quando il 
punto P da cui si conducono le <iiiattro tangenti alla C.^ si fa 
variare sulla curva fino a cadere in un divsso 7^^, la quaterna 
delle tangenti si riduce alla tangente di flesso e ad altiv^ tre tan¬ 
genti. Rsseudo F un punto della liessiana la sua conica polare 
si spezza, e poiché F è semplice per la cubica, questa conica 
non può avere in F un ]mnlo doppio 4); deduciamo che 
la nominata conica si compone della tangente in F (tangente 
di desso) e di un’altra retta che contiene i tre punti di con¬ 
tatto delle tangenti iis( 3 enti da F., la (piale riceve il nome di 
polare armonica del desso. Allora il birapporto costante della 
cubi( 3 a viene espresso come birap]>orto di (piattro imnti 
appartenenti alla polare armonica di un desso, cioè delle 
intersezioni di questa retta con la cubica e con la tangente 
di desso. Da tale osservazione si trae (die: 

Con dipio ne necessaria e sufficiente perchè due cubi eh e C, e 
siano proiettive, è che esse abbiano lo stesso invariante asso¬ 
luto (ossia lo stesso modulo). 

Si ripete (pii il ragionamento già svolto nel L. 22. 

Che la condizione sia necessaria, cioè che due cubiche 
proiettive fra loro abbiano lo stesso invariante è cosa evi¬ 
dente: resta quindi a dimostrarsi (‘he la condizione è anche 
sudiciente, cioè che due cubi(die e C,'^ aventi lo stesso 
invariante, possono proiettarsi l’ima nell’altra. 

Sia F un desso della C.^^ e IIKLM le intersezioni della 
polare armonica di Fc^on la tangente di desso e eon le altre tre 
tangenti uscenti da sia inoltre F' un desso di Cy e IFICL'M' 
i quattro punti analoghi di HKLM-, per ipotesi sussiste l’ugua¬ 
glianza fra i birapporti 

(IIKLM) = (II'K'L'M'). 

Sia ora P un punto qualunque della e sia Q l’intersezione 
di FP con la polare ariiionica di F- e sia Q' il punto della 
polare armonica di F' tale che 


(H'K'FQ') = (HKLQ), 
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P' una delle due ulteriori intersezioni di C.^' con la retta F'Q\ 
Ooiisideriamo la proiettività die trasforma il piano della 
nel piano della C\\ in modo ehe i quattro punti cadano 

nei punti F'II'K'P'. Questa proiettività porterà il punto 
intersezione di IIK con Fl\ nel pulirò Q' intersezione di H'K' 
con F'P\ e inoltre, essendo 

{JIKLM) = {ll'JCL'3n 

{HKLQ)r^{lVK'TJQ'), 

Xiorterà anche L in L' e M in e qniinli trasformerà la 
(albica in una cubica che coinciderà con la avendo 
a comune con essa dieci punti, di cui tre sono riuniti in F\ 
(Ine in K\ due in L\ due in M' e il decimo è dato da P\ 
Ilicordianio che esistono quattro periiiiitazioni per (mi resta 
invariato il birapporto di quattro elementi in posizione gene¬ 
rica: quando però si voglia tener fermo uno prefissato fra i 
(]uattro elementi, vi ò la sola identità che lascia invariato il 
birapporto suddetto. 8e inveire i quattro elementi formano un 
gruppo armonico vi è, oltre Pidentità, una sola permiitazioiu^ 
che non ne altera il birapporto; mentre, se i <|iiattro elementi 
formano un gruppo equianannonico si hanno, oltre P identità, 
due i^ermiitazioni silìatte (L. l"", § 4). Ora Pornografìa (5he tra¬ 
sforma la nella (7/, trasformando il gruppo FlIKP nel 
grui>po FIFK'P', dt‘ve portare uii flesso (hdla in imo dei 
0 flessi della (7/e portare P una nelP altra le relative tangenti 
inflessionali, iinfltre dev e trasformare il gruppo delie altre tre 
tangenti uscenti dal flesso medesimo nel gruppo analogo; si 
può invece scegliere il punto P\ omologo di P^ fra i due punti 
intersezione di C..' con la retta F'Q\ Da (pianto pr(M:ede si 
deduce immediatamente che: 

Fsistoìio 9-2—18 omografie cliè trmfonnaìio V una nel- 
V altra due eahiche di aguale modulo se qn(‘sto iia un v alore 
generico, ma queste omografie diveutano - 2 • 2 — 30 se le due 
cubiche sono armoniche e 9 - 2* 3 — 34 se sono equianannoniche. 

In particolare: ^.er una cubica generale esistono 18 omo¬ 
grafie che la trasformano in sè stessa; ne esistono 30 [n r una, 
cubica armonica e 64 per ìina cubica equl((narnkonica, 

Ossercazioìic, Dal fatto che Puguagliai za dei birapporti 
delle quattro tangenti, ossia degli iuvin-aini assoluti (hdle 
relative quaterne, esprime la condizione di ^ lettività di due 
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ciibìclie, si (lodnee die: la cnhica lìossiede un solo invariante 
assoluto. Questa coiidiisioiie si aeeorda con la ciTCostauza che 
l’equazione della cubica contiene 9 parauietri essenziali, mentre 
vi sono c>o^ oino^ratie piane e vi ò in ^^enerale un niiineTO 
Unito di oino^ralie die trasformano una cubica in se stessa. 

Possiamo completare i risultati precedenti dettuininando 
le trasforinazioni proiettive di due cubiche con punto doppio; 
(jiiesto caso corrisijoiide al valore J= \ dell’invariante asso¬ 
luto, ma sfng'(»e alle considerazioni fatte, dove era essenziale 
riferirsi a (piateriie di tangenti con elementi distinti. 

Qui occorre fare mia distinzione secondo che si tratti di 
cubiche dotate di punto doi)i)io a tangenti distinte (reali o 
no) oppure di cuspide, ricordando che: nel primo caso jier un 
flesso jiassa ima tangente altrove alla curva fuori della tan¬ 
gente di flesso, mentre nel secondo caso non ve ne e alcuna. 

I) Se due cubiche C.^ e dotate di punto dopi^io 0 
e O', si debbono trasformare proiettivamente l’mia nell’altra, 
bisognerà anzitutto che 0, (/ e le relative tangenti princi¬ 
pali si corrispondano; se inoltre ad un flesso F di si as¬ 
socia uno F\ fra i tre flessi di (7'^, la i^roiettività in cui si 
corrispondono F e F' farà anche corrispondert5 le tangenti 
condotte da F e F' alle due ciiliiche, e lìrecisaniente fra loro 
le due tangenti di flesso e le due taiigenli altrove, nonché i 
loro x>Jniti di contatto P e P\ Si vede così che le condizioni 
X)recedenti determinano, in sei modi diversi, (pnittro copx)ie di 
rette omologhe nei C^:{ C'./, cioè le FP e F'P\ 

PO e P'0\ le due tangenti di flesso e due tangenti principali 
risx>ettivamente in 0 e 0' (scelta x^ossibile in due modi). Con 
ciò resta xirovato che nna trasformazione x^Toiettiva di in 
e suscettibile di sei determinazioni al x>iò. jNla d’altra x^^^rte, 
fissando — in uno dei sei modi anzidetti — quattro cox^pie dì 
rette omologhe nei x>i‘^MÌ di C.^ e di (7/, si determina un’omo¬ 
grafìa che trasforma la x^^'òna cubica in un’altra avente a 
comune con (7^' dieci x)nnti (cinque riuniti in 0\ tre in F' e 
due in P') e x>erò coincidente con 6Y- ^i conclude che: 

l)ue cuhìclie dotate di nodo sono trasformahUi proiettiva- 
niente P una nelP altra in 6 modi diversi^ e in x><**‘ticolare ogni 
cuhieacon nodo ammette 0 trasforma:^ io ni proietUre in se stessa. 

Il caso delle cubicdu^ con cuspide si x>nò trattare come 
limite del Q^^i stabilire umi iiroiettività 
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fra le due cubiche G.^ e si dovranno associare : le din' 
cnspidi 0 e 0', i due dessi F e F' (ciascnna curva ne i)os- 
siede nuo solo) e le relative tangenti, cioè le tangenti cnspi- 
dali e di desso; in tal guisa si ottengono soltanto tre coppie 
di rette omologhe, e j)er determinare la proiettività è lecito 
ancora scegliere arbitrariamente sulla seconda curva il punto Q\ 
corrispondente ad un punto ^ prefissato sulla prima. D’altra 
parte una omografia così determinata fa (corrispondere a C.^ 
nna cubica avente con (7/ dieci punti comuni (sei in 0\ tre 
in F\ e uno in Q) e pere') coincidente con essa. Si conclude che: 

Fne cìthiche dotate dì cuspide sono trasfornuthiìi proietti¬ 
vamente V una neìV altra in modi; iu particolare mui euiica, 
coìi cuspide ammette trasformazioni proiettive in se stessa^ 
essendovi una trasformazione che porta Pnno nell’altro due 
punti generici della curva. 

Questa conclusione è d’accordo col fatto che vi sono 
omografìe piane, le quali lasciano invariata la famiglia delle 
cubiche dotate di cnsj)ide. 


25. Invarianti di Aronliold o ecpiazione normale. — Cer¬ 
chiamo di esprimere l’invariante assoluto J di nua cubica 


f — ^aipx^y^ = 0 {i-\rl^< 3) 

in funzione dei coefficienti a. Designando con a il birapporto 
costante delle (juat tro tangenti condotte alla curva da mi suo 
punto, si ha — per definizione — 

4(1 — g + aT 

-(a_l)=(a-2)-^(2a-J)^’ 

sicché J risulta indipendente dall’ordine delle (piattro tan¬ 
genti e perciò univocamente definito in rapxiorto ad /; sarà 
dunque J funzione razionale dei coefficienti a: 




iViji) 


dove A Ci B sono polinomi aventi lo stesso grado, dovendo J 
dii)endere soltanto dai raiiportì dei coeflìcìeiitì. 

Vov determinare il grado dì A e 7?, basta (?er<*are quante 
sono le cubicdie di un fascio che posseggono un dato inva¬ 
riante assoluto; è chiaro infatti che mutando i coefficienti a 
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in a-\-laj il ^r^do di A{a-h'/Jt) e B{a~\-l(t) rispetto a X è 
j) recisameli te il grado coinidessivo rispetto ai coefficienti a 
dei due inolinomi A e B. 

Si consideri ini fascio generale di cubiche e sia P imo 
dei suoi punti base, che collochiamo iiell’origiue delle coordi¬ 
nate. Sopirà una retta p per P, (die non conbniga altri punti 
base, le cubiche del fascio segano una involuzione di copine 
di punti (cfr. L. 2 *", § 2 ), che ha due punti doppi; perciò vi 
sono due cubiche del fascio tangenti a p. Segue di qui che 
le quaterne di rette tangenti alle nostre ciibiclie per P 
formano, nel fascio di raggi una serie (razionale) d’ìndice 2 , 
cioè una serie tale che una retta determina due quaterne: 
il parametro X delle cubiche del fascio lìgura al secondo grado 
nell’equazione di una quaterna. 

Ora le (piattro tangenti condotte da P = (00) ad una 
cubica del fascio verranno rappresentate annullando ima 
forma del quarto grado: 9 (a;y) = 0 , e l’espressione dell’inva¬ 
riante assoluto è (L. 4) 




dove i è di secondo grado e / di terzo grado nei coefficienti 
di 9 . Siccome questi cocffiicieuti cont(nigono X al secondo grado, 
segue che: 

J) J contiene X al dodicesimo grado, cioiè ri souo 12 cii- 
hiche del fu se io per eni V invariante assoluto assiune un valore 
generico. In particolare vi sono 12 cuhiclie con punto doppio 
per cui , 7 = 1 , d’ac( 3 ordo con la deduzione del § 20 : ciò risulta 
anche direttamente ove si riprenda la costruzione delle cubiche 
del fascio tangenti ad una retta p per P; considerando come 
omologhe due rette per P tangenti a una medesima cubica 
del fascio, si ottiene una corrispondenza [G, G] i cui 12 raggi 
uniti vanno ai punti doppi delle cubiche del fascio. 

2 ) Ma vi soìio nel fascio 4 cuhiclie eqitianannoniche per 
cui P = 0, le quali conteranno ciascuna per 3 in rapporto 
alle radici dell’ecpiazione che si ottiene anunllando il nume¬ 
ratore di J:A = 0. Sarà d!ni<iue A il cubo di una forma di 
<luarto grado nei coefficienti di /, cioè 

A = S% 
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dove S desigiiii uii iiivaviaiite razionale di quarto grado (e 
di pe.so 4) della cubica. 

3) Siniilineiite ri sono nel fascio 6 cuhiche armoniche 
2 >er cui J = oo^ a così l’equazioiie £ = che si ottiene amiiil- 
laiido il deiioiiiiiiafcore di J, annnette (5 radici doppie, ossia 

B = T\ 

dove T designa uu iiivariaute razionale di sesto grado (e di 
peso G) della cubica. 

In conclusione: 

La cubica piana possiede un invariante di quarto grado, 
e un invariante di sesto grado, T, per mepzo dei {jaaìi si esprime 
V invariante assoluto : 



le condizioni 

^3=0, T = 0, 

esprimono che la cubica è, rispettivamente, equianarmonica ed 
armonica. 

L’unicità dell’invariante assoluto, già osservata nel para¬ 
grafo precedente, ])orta che ogni altro invariante della cubica 
si esprime razionalmente per S e T, lii i:>articolare gli inva¬ 
rianti S e T sono definiti dal loro grado a meno di fattori 
numerici; il discriminante della cubica viene dato da 
(/ = 1 per le (luaterue con raggio dopi)io) e così i fattori 
numerici che compariscono nella definizione di S T sono 
il quadrato e il cubo d’ima medesima costante. 

Nota, Gli invarianti S e T della cubica sono stati intro¬ 
dotti da Jkoniioli) C) (1849); ma il loro significato geoiue- 
trico viene in chiara luce soltanto con la scoiierta di Saemok 
relativa al birai)porto delle (piattro tangenti condolfe per 
un punto P della cubi<*a. Walimox, iiartendo dalla ricerca di 
questo birapporlo, ritrova gli invarianti di Auonjioli), <ian- 
done il calcolo etfìdtivo. 

Qui giova avveri ire che ove si assuma l’esjiressione del¬ 
l’invariante assoluto in rai)porto alla soi)ra nominata quaterna: 


(9 Journal fiir Mudi., BtL 39, pag, 149. 
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^lou è lecito ritenere a priori che i e j siano funzioni razio¬ 
nali (lei coefficienti della cubica /, ciò die abbrevierebbe le 
considerazioni precedenti. Infatti, a differenza dell’invariante 
assoluto J, gli invarianti relativi i e j dipendono non soltanto 
dalla quaterna delle tangenti per P, ina anche dal sistema 
delle coordinate a cui (niesta (}uaterna viene riferita (L. P, 
§ 2 ); ora i tre raggi fondainentali di questo sistema non 
vengono definiti razionalmente in funzione delle quattro tan~ 
genti nominate, siccdiè i ed j sembrano dipendere irrazional¬ 
mente dai coefficienti di / (^). 

Se, richiainaiido la notazione simbolica, si scrive la cubica 
sotto la forma 


si possono costruire due invarianti del quarto e del sesto 
grado in base al teorema del libro primo, § 15, (voi. I, 
pag. 08), e così si ottengono — a meno di fattori numerici — 
le i^spressioni di S e di T: 

S = {a1)c)(al)(l)iacd){l)cd) 

T = {ahc){al)d){ace){hef){deff^ 

dalle quali è facile jiassare alle espressioni effettive. 

Il calcolo dell’invariante assoluto di una cubica diventa 
pjirtieolarmeiite semidice (juando l’e(]uazioiie di (piesta sia 
ridotta ad una forma normale^ cui si riatraccaiio importanti 
conseguenze. 

Sia data una cubica Og, senza punti doppi, di ecpiazione 
f{xy)=zO. 

Con una proiezione di Cg, equivalente ad uua trasfor- 
inazione delle coordinate, si può fare in modo che un flesso 
di O 3 divenga il punto all’infinito dell’asse y e la sua isolare 
armoui( 5 a divenga l’asse x (cioè y = 0). Di più sarò lecito 
supporre che la tangente di flesso nel punto all’infinito del- 

d) La rappresentazione degli invarianti e covarianti della forma 
binaria dtdle quattro tangenti = 0 i)er mezzo delle forine invarian- 
tive di /, è stata data completamente da Harnack « Matli. Annalen » 
Bd. 9, ]>ag. 218. 
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l’asse y sia divemita la retta all’inlìiiito del piano. Presciii-* 
diamo — per mi iiioineiito — da quest’ultima supposizione. 

In ogni caso la curva C.^ sarà intersecata in due punti 
simmetrici rispetto all’asse ;c, + y ^ dalle jierpeudico- 

lari all’asse x. Perciò y'^ Scarà finizione razionale di del 
3^ grado, cioè 



L’equazione della cubica sarà 

<lel 3° grado, e perciò è di P grado e si può porre (divi- 
dell do eventualmente i)er una costante) 


r!j(:r) = — a. 

Per x~a si ha y=:oc-^ cioè la retta = a è la tangente 
di flesso di C.^ nel punto all’influito dell’asse y. Se dunque 
si suiipone che codesta tangente sia la retta all’infinito, 
l’equazione della cubica fliventa 

ìf = (p(x), 

dove è un polinomio di terzo grado 

9(cc) = a^x^ + a.,x^ -f- a.^x . 

Allora, poiché 9 = 0 è l’equazione delle quattro tangenti 
condotte dal punto all’infinito dell’asse y alla cubica, si ottiene 



dove i e j sono gli invarianti del iiolinomio 9 considerato 
come polinomio del quarto gtado col primo coefficiente ugnale 
a zero; e perciò si deduce 

S=pH, T = 

con p fattore numerico arbitrario. 

Con una nuova trasformazione di coordinate, cambiando x 
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in X — f, l’<;(|iiii/ioiH< (l(‘l!ii cubica si ridurrà alla forma 
y- =: l-(x^ — px -I- q) ; 

e cambiando ancora y in Vlc-y, l’equazione i)recedcnte assn- 
meni la forma normale 

y- = — px + q . 


Parteialo da questa eciiiazioiie si calcoleranno gli inva¬ 
rianti della cubica. 


Si ha (L. 

1°, § 5; Voi. I, 

34); 


i = ‘òp, 


e (pjindi 

S^Sfp, 

T = ~9\. 


D(derminiaino il fattore nnnieri<‘<) p prendendo per conren- 
zione p=l, risulterà 


S [Vp, 





è (piindi il discriniinante della cubica 

= 2 ^ - ) cl'e, nel 

§ 4 del L. l*" (Voi. I, pag. 30), abbiamo detinito come discri- 
niiiiaiite della quaterna 9 ^ 0 . 

La cubica è eqiiianarnionica per p = 0^ e armonica 
per (/ = 0. 

Di qui si deduce l’interpretazione degli invarianti SeT 
data da Auoniioli) (1849). In ininio luogo: 

La forma cubica ternaria f^xyo) {equianarmonicu) per 
cui S = i) si può esprimere come somma di tre cubi^ cioè, per 
una scelta conveniente del piuito unità: 


differisce per il fattore - da 4^>^ 




+ ìf 4 - 
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Si ha infatti dalla precedente fornui normale 

e basta cpiindi ridurre la forma binaria (p(ys) = — y-e-\-s^ a 
una somma di due cubi, il die si effettua considerando i due 
punti imiti della proiettività dedica del terz’ ordine definita 
dalla terna di XJunti (p(ys) = 0 (Ofr. L. 1°, § 5). 

L’ e(|iiazioiie 

-I- 7/3 ^3 „ Q 

UK'tIe in evidenza edie: la Itessiana di una cnìnca eqnianar- 
mo'ììica Sì ridìive a un trììattro; infatti lo liessiano della forma 

X^ -I- 7/3 ^ (y^XìJO. 

Questa proiirietà e eai atteristica per le cubiche ecpiianar- 
moiiielle, come vedremo più avanti (§ "28). 

In secondo luogo: la cuhiea {armonica) fcr cui T — () c 
la liessiana della proiìria liessiana. Infatti il deterininante 
liessiano della forma 


e 



Qx 

0 


— 


f =x^ — — i)xa' 


(^i = 0 ) 




— 2?/ — 2px 


24xy^ + 


e (calcolando lo bessiaiio di h si trova 


Vedremo più tardi che la proprietà espressa dall’enun¬ 
ciato precedente caratterizza le cubiche armoniche (Ofr. § 28). 
E degna di nota la circostanza che il fascio 

qf — — px (Z), 

definito dal variare di X, è costituito tutto di ciibìclìc di ugnai 
modulo: l’invariante assoluto J che, come abbiamo visto, si 
esprime (piale funzione razionale fratta di 12° grado in X, si 
ridinm (pii (istante, cioè indipendente da X. Non è questo il 
solo caso in cui si pn^senta tale circostanza particolare, cioè 
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l’ainniìhimento dei eo(‘ftìeienli <li X nell’espressione dì J(X)- 
anzi si lianno diverse famiglie di fasci di cubiche di ugìial mo- 
dìilo^ di cui qualche esempio è stato incontrato da S, Kantoh 
e che sono state classilìcato da O. CursiNi (^). Fasci siffatti, 
dove non sieno formati di cubiche con punto doppio, «odono 
della proprietà che J non può assumere il valore 1 senza 
divenire in pari tmnpo iudeterminato, sicché h» culiiche dotate 
di punto doi)pio appartenenti al fascio d<‘bbono possedere 
una cuspide o una singolarità derivata come caso particolare 
dalla cuspide, cioè spezzarsi in conica e retta tangente o in 
tre rette per un punto, (^luesf ultima circostanza contrassegna 
il fascio 'ìf ~ X(x^ — lìx + q) sopra nominato : per X — 0 si 
ottiene infatti una cubica spezzata iiella retta all’infinito e 
nella retta ?/=:0 contata due volte, e per X = oo .si ottengono 
tre rette parallele 

— px ([ = ^ > 


Aggiungiamo l’osservazione die anclie le cubiche coìt 
2 >iiìito doppio possono essere rappresentate da un’equazione 
normale del tipo 

y- = ^{x) = x^ — px + g. 

L’esistenza d’un punto doppio porta che ^{x) — 0 possieda una 
radice doppia: 

r^{x) ~{x — af{x — c), 

e, affinchè manchi il termine in x^^ 

c ~ — 2u : 
p — 3u^, q = 

Se poi il punto doppio della cubica deve essere una 
cuspide^ occorre che cp{x) — 0 abbia una radice tripla, e quindi, 
ridiiceudo alla forma normale priva di termine in a;-, 


9 (-^) = 

2> = r/=n:0. 


(b Reiiiliconti del Circolo matematico di Palermo, 1916. 
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Si noti in (ine cln^ l’equazione iioiiuale della cubica con 
cuspide : 

y"=x% 

pone iìi evidenza le iìifliiìte trasformazioni lìroiettive della 
curva (§ 24): 

x' — 'x:-x, y' — a^y, 

dove cc è un parametro arbitrario. 

26. Forma delle cubiche reali. — La riduzione della cubica 
alla e<piazioiie normale, implicando la scelta di mi flesso (e 
della relativa polare armonica), non si effettua razionalmente 
in rapporto ai coefficienti della cubica; ma se questa ò reale, 
cioè rapi)resentata da im’equazione a coefficienti reali, Pequa- 
zione di nono grado dei flessi xiossiede certo almeno una radice 
reale, e jierciò è sempre iiossibile ridurre la cubica alla forma 

if = ]c{x'^ —px -h q)^ 

con lina trasformazione reale. Ora, x)er ridurre 7i alP unità, 
occorre cambiare y in \1v-y^ ciò che costituisce ancora una 
trasformazione reale se 7r >>0; se invece Jc è negativo, lo si 
ridurrà jirinia xiositivo cambiando x in —con che Peqiia- 
zioiie x>i‘(^<^(^<lciite diviene 

qf — 7,:(— + px -\~q) = ^ ]c(x^ — px — (f), 

cioè assume ancora la forma normale, dove non è fatta alcuna 
ipotesi circa il segno di {p e di) q. 

L’equazione normale della cubica 

— <:p(x) = X^ — + q 

I)(U*mette <li riconoscerne la forma. A tale scojio convunie 
distinguere due casi : 

1) La '^(a;)=:0 ammette tre radici reali a, c, dove 


Allora 


a <ih <Co, 


e si vede che 


cp{x) = {x — a.){x — h){x — 6'), 

2/ = A #0 
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n\ilc soUiiiito per 

e per 


a :<x^ h, 

X> €. 


(■orrispoudeuteuieute si hanno due rami reali di C^: un ramo 
(diiuso a forma di ovale die è intersecato da ogni retta, 
non tangente, in due o in nessun punto (ramo pari segato 
da una retta qualsiasi non tangente in iin numero pari di 
punti); e un ramo aperto, segato da ogni retta non tangente 
in uno o in tre punti, uno dei (piali può anche essere il punto 
airiidìuito dall’asse y (ramo impari incontrato da (^gni rotta 
non tangente in un numero dispari di punti). 

Ora si vede che il ramo pari di non può possedere una 
tangente di desso: questa infatti, dovendo avere un numero 
pari di intersezioni col ramo stesso, e avendone già tre riu¬ 
nite nel flesso, dovrebbe averne almeno (piattro, il che ò 
assurdo, appartenendo il ramo a una curva del terz’ordine. 
Ili vece il ramo impari possiede due flessi simmetrici rispetto 
all’asse x (oltre quello all’infinito). Si arriva a questa con¬ 
clusione considerando una retta 
per il plinto c, congiungente un 
altro limito del detto ramo, e 
perciò secante il ramo in tre 
plinti c, (?, € ((Z < e). Infatti assii- 
iniaiiio questa retta (secante il 
ramo in tre punti) come asse x^ e 
consideriamo quindi la funzione y, 
distanza dei punti del ramo e d e 
dalla nominata retta. Questa fun¬ 
zione si annulla in tre punti c, (Z, e, 

(piindi, per il teorema di Bolle (*), 
la sua derivata si aniuilla fra c e (Z, e fra d ed e* ma fra le 
due radici della derivata prima c’è una radice della derivata 
seconda, perciò (picsf ultima si ainuilla in 1111 certo punto 
fra c ed c. Uove la derivata seconda si annulla ivi è im 
flesso, quindi tra e ed e vi è almeno un flesso, c. d. d. 

Semplici considerazioni intuitive mostrano ancora che 
non ci sono altri flessi reali sul ramo impari, poiché se ne 



(b Cfr, per es. S. Pinciierle « Lezioni di Calcolo infinitesimale ». 
Bologna 1915, x>ag. 116. 
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dedurrebbe resistenza di taiigeuti doppie (a contatti distinti). 
]\ra per dar forma rigorosa a tali considerazioni occorre entrare 

in iin’analisi delicata che — indi¬ 
pendentemente dalla particolaiàzza- 
zione metrica della cubica a cui ci 
riferiamo — fn svolta da IMbmus (^) 
(cfr. Gap. IV). Si può evitare questa 
analisi, adoperando il teorema di 
Mx\c-LAaKix, che fu già incontrato 
nel libro l'", §22 e di cui porgiamo 
una nuova dimostrazione nel i>ara- 
grafo seguente: «la retta congiun¬ 
gente due tiessi sega la cubica in 
un terzo flesso ». 

1 tiessi del ramo aperto di 
si presentano a coppie simmetrici 
rispetto alPasse x; se vi sono più 
coppie di flessi, vi sarà al disopra dell’asse x un primo flesso 
a cui segue, per ordine di ascissa, un secondo flesso K,. Desi¬ 
gnando con il flesso simmetrico di il segmento F^F^\ 
insieme con Parco determinato 
sul nostro ramo dai medesimi 
estremi, forma una curva chiusa 
fluita, in cui non penetra la tan¬ 
gente di flesso in (altrimenti 
vi sarebt)e una quarta interse¬ 
zione di questa retta con la cu¬ 
bica). Si deduce che il punto F.^ 
giace al disopra della nominata 
tangente di flesso in F^^ e perciò 
la retta F^F^ penetra nella re¬ 
gione limitata dalla suddetta 
curva chiusa, e quindi sega Parco 
di curva F^F/ in un punto F^^ 
di ascissa minore che F^; questo punto F^^ dovrebbe essere 
un flesso; ma tale conclusione è assurda giacche, per ipotesi, 
non vi sono flessi di ascissa minore che F^, 

In conclusione la cubica possiede in tutto ire flessi reali 

(U Uel)er die Grundforni(‘ii der Linieri dritter Ordiiung. L(*ji»ziger 
Abliaiidlangeii, I5d. I, 1852. 








CAPITOLO Iir 


205 


(uno dei (inali è all’iiitiuito) (^) .soi)ra il ramo impari; (piesta 
curva si i)reseiita damine come nua lìarahola eamixniiformìs 
ciiììi orali, secondo la deiioiiiiuazione di Nkwtox. 

2) La 9 ( 0 :) = 0 i)ossiede una sola radice reale x=-a e 
due radici immagiuaiie <*oning‘ate. 

Allora si ha 

9(:j;) = (o: — 


dove 'h{x) è un x>olinoniio di T grado, che conserva sempre 
Io stesso segno, p. es. 

'|(a:) > 0. 

Si vede quindi che 

y = \ 9(a:) —\x — « V 


riesce reale X)er 


x> a, 


e si ha corrispondentemente un solo ramo allerto, sul quale 
— come nel caso x)rece(leute — si trovano due flessi reali, oltre 
qìiello all’ infinito. L’ andamento 
d<‘lla curva riesce lume caratteriz¬ 
zato dalla designazione di para¬ 
bola pura eampanifonnìs, datole da 
]^TAVTOX. 

La riduzione al tix )0 normale 
essendo ancora [possibile in modo 
reale per le cnbicln^ (irriducibili) 
dotate di X)iinto dox)X)io o di cusx)ide 
(giacche in ogni caso vi e un nu- 
uiero disx)ari di flessi e quindi al¬ 
meno uno reale), X)ossiauio studiare 
la forma delle cubiclu'; dotate di 
jninto doi^pio, a cui si è condotti 
dalla discussione dei casi seguenti. 

‘ 3) L’equazione ^{x) = 0 ammetta una radice doi>i)ia 
= e un’altra radice reale c; sicché, riducendo 9 (:ì:) alla 



(b I adipe udentemente dalla visione della forma particolare della 
cubica considerata, l’osservazione fondamentale che la retta congiungente 
due flessi reali coiitien<^ un terzo flcRso reale, permette di riconoBcere che 
« una cubica reale non può avere più di tre flessi reali ». Infatti, se ne 
sono dati (pmttro, si arriva a costruire più di nove flessi reali, il che è 
assurdo. 
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forma normale in cui manca il termine in x‘' (c = — 2a): 
y = = {x ~ rt) V X 2« ; 

si vede pertanto che la curva è composta di un solo ramo 
corrispondente a — 2a, 

Vi è un j)nnto doppio per x~a ìò questo ò un nodo (a 
tangenti reali) o nn imnto isolato^ secoiido(diè 

0 oppure « <; 0 ; 

corrispoiidentemente si hanno la parabola nodata e la jfai’a- 

boia piuiotata di Kewton. 

La para])ola nodata, non 
possiede alcun flesso all’in¬ 
fuori <li quello alP influito. 

Per dimostrarlo si può 
ricorrere a diversi melodi; 
<liamo qui la preferenza al 
metodo die si fonda sulla 
razionalità della cubica do¬ 
tata di punto doppio, poiché 
esso vale a mettere in luce 
la differenza fra la para¬ 
bola no<hita e la parabola 
puiictata. 

Jai cubica (7, essendo 
dotata di punto doppio, 0 , si 
lascia rappresentare (i)er pi'oiezione da questo) sopra una retta r 
in guisa che alle terne di punti segate dalle rette <lel piano 
corrispondano su r le terne di punti di uiPinvoluzione di 
secomla specie g\ Ora se la C x^ossiede due flessi, a questi 
corrisx^ondono su r due e ^ che, contati tre volte, 

apx^artengoiìo alla mentre al x^^irL) dopx)io 0 corrisxìonde 
una cox)x>ia di punti, 0^ e 0 ^, apx^^artenente a oo‘ terne della 9 ^- 
Si deduce che la copx>ÌR ax)X)artiene a una terna 

della determinata da e J5^, cioè a una terna della x>i*oiet- 

tivltà ciclica del terz’ordine che ha come x>^iRti uniti A a B. 
]Ma questa conclusione è assurda se B, 0 ^, 0., sono insieme 
reali: quando ^4 e J5 sono reali, la x>i'oiettività del terz’ordine 
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risulta iinmagiiiaria, e così la coppia 0, Og risulta pure imina- 
giiiaria, cioè il iiuiifco doppio della cubica, 0, deve essere iiu 
punto isolato anziché uii nodo; se invece 0^, 0^ sono punti 
reali, uno almeno fra i punti A e B (corrispoiideiiti a flessi 
della cubica) deve essere iniiiiagiiiario. 

[La diinostrazioiie indicata si può svolgere in forma lie¬ 
vemente diversa, ove non compare più la nozione della razio¬ 
nalità della cubica con punto doppio. Se mia. cubica dotata 
di punto doppio 0 possiede più di un flesso reale, essa ne pos¬ 
siede tre ABC^ ai)i>art(uienti ad una retta a. Allora la è tra¬ 
sformata in se stessa da due omologie armoniche che scambiano 
AB e ACy e quindi dall’omo¬ 
grafia prodotto che scambia 
ciclicamente ABC. La proiet- 
tivita ciclica del terz’ ordine, y 

così deiìnita sopra a, possiede 
come punti uniti le traccie 
0^0^ delle tangenti alla cubica : 

nel i)un(o doi>iJÌo 0 : segue che : 

e O.^ sono immaginari]. i_ 

Il ragionamento che pre- ; 

cede prova che la parabola ; 

nodata non può aviere altri ■ 

flessi fuori di quello all’infi- : 

iiito, mentre esso permette di = 
costruire una cubica razionale 
dotata di due — e quindi dì 
tre — flessi reali, il cui punto 
doppio deve essere nn punto isolato. 

D’altronde si riconosce direttamente che la parabola 
iniìwtata possiede, oltre quello all’ infinito, due flessi (reali) 
siuimetrici rispetto all’asse rr, ripetendo qui il ragionamento 
fatto in generale per il ramo impari di una cubica senza 
inulti doppi. 

4) L’etpiazione tp{x) = 0 ammetta una radice tripla 
a=h = c: 

— «f, 

o 

(p{x) — (a = 0) 

riduceiulo 9 alla forma — yx -i- q che abbiamo assunta come 
normale {p z=q = 0). 






208 


LIBRO TERZO 


In questo caso la cubica y‘^ = ^(x) lia una cRsi)Kle ncl- 
Porio’hie e viene designata da Njowtox come paranoia cuspi¬ 
data (semicuMca). Questa curva, i)er le formule di Pl’Ùcker, 

non possiede altro flesso che il luiiito 
alPintìnito dell’asse y. 

Ora i cimine t ipi di cubiche, con 
tangente di flesso alPinlinito, sì rac¬ 
colgono sotto la coinuiie denomina¬ 
zione <li paralìoìe divergeutìy che bene 
ne esprime Pandamento. La riduzione 
deli’equazione della cubica a forma 
n ormai e si può interpretare come una 
pioiezione, sicché essa esprime il ce- 
lel)ie teorema {gcnesis curvarum per 
uml>ras) enunciato <la ISTewtox al ter¬ 
mine della sua Enumeratio: 

Tutti i tipi dette cnhielie reati si 
deducono proiettivamente dai cinque 
tipi delle paraòote divergenti: parabola cainpaniforine con o 
senza ovale, parabola nodata, punctata e cuspidata. 

Per quanto sopra abbiamo detto, la proiezione <li inni 
cubica in una parabola si effettua mandando alPinlinito una 
retta di flesso (Ohasles (^)), ed è anche lecito aggiung^ere la 
condizione che il diametro fornito dalla polare armonica del 
flesso alP infinito risulti normale alla direzione s<\gnata <lal 
flesso, e quindi sia asse di simmetria ortogonale. 

Dal limito dì vista metrico si debbono distìnguere i vari 
casi cui dà luogo la posizione della retta alPiìdinito rispetto 
alla curva; nn ramo di ima parabola divergente può dare 
origine così fino a tre rami, congiunti attraverso alPinfl¬ 
uito. Per tal modo si ottengono tutti i tipi di cubiche 
inetricainente distinti, che sono classilicati nel citato lavoro 
di Newton. 

]\ra, secondo la veduta proiettiva che qui adottiamo, gli 
archi di curva separati da punti alPinlinito si riterranno 
sempre costituire nn unico ramo o circuito\ si avranno (piiudi 
cubiche (unipartite) con un ramo, e cubiche (hipartite) <*on 
due rami. La proiezione di una xt‘^^‘tibola conserva hi parità e 
disparità dei suoi rami, e così: te euhicUe unipartite {senca 


y 



(b Aperta Ilistorique. Nota 20. 
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punto doppio) posseggono un ramo impari dotato di tre flessi 
reali, e le eiihiclie hipartite posseggono tin ramo impari con tre 
flessi reali e vn ramo pari senza flessi. 

Aggiungeremo che la disMiizione fra rami pari e impari 
per le curve algebriche, risulta subito dalla legge di con¬ 
tinuità x)er cui le intersezioni reali con un ramo j)ossono 
<li\eiiire immaginarie soltanto a cox)i)ie, attraverso uii con¬ 
tatto. Ma questa distinzione vale iiidii>endeiitemente dalla 
algebricità, potendosi fondare sulla natura topologica del 
piano in*oiettivo, e sulla distinzione che ivi ricorre di due 
siiecie di linee chiuse, seguendo Staudt e jNEobils, Queste 
considerazioni ci riserviamo rli)rendere e sviliii)i>are lùà avanti 
(Cap. IV). 

Per una migliore intuizione della forma delle cubiche, 
giova aggiungere, ai cinque ti^ii delle iiarabole divergenti di 




Newton, i cinque tipi di Ciiasues, che corrispondono ad una 
diversa i)articolarizzazione metrica, mandandosi all’iuliuito la 
Isolare armonica d’un flesso, il quale diviene centro di sim¬ 
metria della curva. E basterà airuoi)o disegnane due figure 
con riferimento alle speciali cubiche, la prima uuix>artita e 
la seconda bii)artita, di cui viene indicata l’e(piazione. 


F. ENRIQUES - li. 
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Osservazione. Sylvester lux avvertito e Cremona (‘) (1854) 
lui diinostrafo, die si può riconoscere se mia cubica sia mii- 
l>artita o bipartita, in funzione del segno del discriiniiiante 

D = S^ — T\ 

Eidiiciauìo l’equazione della cubica alla fornia normale 

y- = — px q, 

dove 

8 = np, T = ‘^^q, 

Allora si vede die; per D>0 l’equazione = 0 

lia una sola radice reale, mentre per 7) <; 0 essa ha tre radici 
reali (caso irriduciliile dell’equazione di terzo grado). Si de¬ 
duce die le cnhieììe con discriminante lìositivo sono imipartite 
e quelle con discriminante negativo sono l)Ì 2 )artite. In parti¬ 
colare \}ev T= q = 0, il segno di D è uguale a quello di S ossia 
a quello di le cìihiclte armoniche jxer cui sono 'ani- 

spartite e quelle con ^<1 0 sono se anche S = 

la curva ha una cuspide^ d’accordo con la iiideterniiiiazionc 
del valore del birapporto relativo alle sue (juattro tangenti 
condotte da un juinto. 

Si aggiunga che, per 

D = 4p^—27q~:=^0, 

si ha una cubica con nodo o con punto isolato secondo che 
T 0 oppure T 0 ; infatti l’equazione -x^ —+ (Z hi 

questo caso una radice doppia a e una radice semplice — 2a, 

27 

sicché il segno di T — —q — — 21a^ ò l’inverso di quello 

di a, da cui abbiaiu visto dipendere la distinzione fra paraboh' 
nodate e XRiRctate. 

La conclusione ottenuta ixer le cubiche armoniche, cln^ 
esse iiossono essere unipartite o bixiartite secondo il segno , 
dell’invariante >8, sembra contraddire al teorema fondameiitah» 


(b Opere t. II, i)a< 4 '. 300. 

(b Cfr. i)er es. Capelli « Tetituzionì di analisi algebrica ». Cai). XIV, $ 5. 
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che due cubiche sono jiroielHve quriiulo linmio il medesimo 
invariante assoluto, e analoga contraddizione apparisce in 
ordine alle cubiche dotate di punto dopj^io che — estenden¬ 
dosi il teorema fondaineiitnle per il valor(‘ ] dell’in¬ 
variante assoluto — debbono formare^, dal punto di vista 
]>roietti\^o, una sola famiglia. Ma la contraddizione si toglie 
osservando che due curv^e reali, trasformabili l’ima nell’altra 
con una proietti vita complessa, non sono sempre trasforma¬ 
bili con una iiroiettività reale. Accade (pii un fatto analogo 
alla distinzione che si stabilisce nel campo reale fra le 
supertìcie del second’ordine rigate e non rigate, nnmtre nel 
campo complesso tutte le superficie di second’ ordine, che 
non sieno coni, formano una sola famiglia di superfìcie jiroiet- 
tivainente identiche. 

Precisamente si ha: 

CoìHlÌ!:ione necessaria e snfficicnte affinchè (Ine cnìnche reali 
siano ])roiettive nel campo reale, è che esse abbiano ugnale V in- 

■ • 

variante assoluto Jc il segno deir invariante 1\ supposto 

per 2’=0 la condhione di proiettività reale è espressa 
dalV uguaglianza del segno di S valida anche, per cubiche 
irriducibili, nel caso limite ^=0, che porta resistenza di 
una cuspide. 

Infatti si prendano le equazioni di due cubiche sotto la 
forma normale 

y - — px -H g 

y - = — p x -H q\ 


coordinate omogein^.e col sostituire ad x e y 

zip = x^ — + gz^ 

zy^^ — x^ — j)xz~ -h g 

Posto 





Oy iiitrodiu^endo 

X y 
-e * 


si sostituiscano .t, i/, z con 

_ L 

a-, a -^.y, 7.2-, 


(<Z=Nf>), 
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2]‘2 

cou ciò r equazione delia prima cubica, diviene 

e quindi coincide con quella della seconda essendo 


q =r ahi 
e 

j/3 

q- ~ (p 

e però, estraendo la radice cubica reale, 

p = cy^p. 


Ma la sostituzione sopra indicata, che pone due trasforma¬ 
zioni proiettive reali (|uando a > 0 , dà luogo a due trasfor¬ 
mazioni iinmagìnarie per a <05 e poiché vi sono soltanto^ 
nel caso generale, (ine proiettività che trasformano una cubica 
nelValtra facendo corrispondere due flessi assegnati di esse^ 
COSI si conclude che per a < 0 le nostre cubiche non sono 
proiettive nel cami)o reale. Il caso particolare delle cubiche 
equianannoniche (^ = 0 ) non dà luogo ad eccezione, quan¬ 
tunque le trasformazioni i)roiettive che fanno corrispondere due 
flessi assegnati siano ora sei anziché due; imperocché le nuove 
proiettività che nascono dal sostituire x con srr, o con 
dove £ é una i-adice cubica dell’ unità, sono immaginarie. 
Invece il caso T = 0 dà origine ad un particolare esame, 

q' , 

giacché per q = (i=0 il rapporto — é indeterminato. 


Scriviamo le e<(uazioni normali di due cubiche aianoniche 
(T = 0 ) 

y- = — pXj 


ìf — — p'x, 

o, in forma omogenea, 

py' =x^ — px::"^ 


•-> •r / o 

py- = x^ — px::'^^ 


l)osto 


^ sostituiamo rr, ?/, s con 


ir, 


' 2 /? 


1 


Si ot¬ 


tengono così le trasformazioni proiettive della prima cubica 
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Della seconda, che lanciano fermi gii assi; due di queste tra¬ 
sformazioni sono reali per mentre le quattro trasforma¬ 
zioni sono tutte immaginarie per 8 < 0. c. d. d* 

Osservazione, In ultima analisi, come tipi proiettivi reali 
bielle CMibiclie, eqiiianarmonielle ed armoniche si possono pren¬ 
dere le 

y- = ± . 1 , 

e 

y- = x{x^ ± 1 ). 

27. Confìgiirazione dei flessi. — ISTel § 24 abbiamo veduto 
<die una cubica ammette sempre due trasformazioni proiettive 
in se che lasciano fermo im flesso jP, la relativa polare 
armonica e le tre intersezioni di questa con la curva. Una 
di (pieste due trasformazioni è P identità, Paltra è una omo¬ 
logìa armonica: ìtn flesso e la relativa yolare armonica sono 
centro ed asse di una omologia w che trasforma la cuhica in se 
stessa. Ciò è d’accordo col fatto che la conica polare di e 
quindi (staccando la tangente in F) la polare armonica di U, 
viene costruita come luogo dei coniugati armonici di rispetto 
alle coppie di punti della cubica allineati con F (§ 4). Nel 
caso particolare metrico che corrisponde alP equazione nor¬ 
male, Pomologia armonica si riduce alla simmetria die è stata 
notata nel § 25. 

Ora Pomologia armonica di centro F, trasformando in 
se stessa la cubica, deve trasfoimare in se il gruppo degli 
otto flessi alPinfuori di F- e poiché Passe d’omologia incontra 
la curva nei tre punti di contatto delle tangenti eoiidotte 
da F, e però non contiene alcun flesso, si deduce che gii otto 
flessi suddetti sono a coppie su quattro rette per F. Ciò for¬ 
nisce una dimostrazione del 

Teorema di IMao-Laurix (^): La retta che unisce due flessi 
di una cuhica contiene un terzo flesso. 

Le rette che contengono tre flessi sono state da noi 
denominate rette di Mac-Laurin. Basandoci sulla esistenza 
di 9 flessi, abbiamo dedotto, con Pra CKim (1835), che vi sono 

© 1 

7 , = 12 rette di àfac-Laiirin, di cui 4 imssauo per un flesso; 

(b Nel L. 2°, § 22 si è visto come al teorema stesso si pervenga x>ar- 
tendo dalla proprietà foiidaiìieiitale dei nove punti bjise d’iiu fascio di 
cubi die. 
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le quali formano quattro trilateri (inflessìoìkali)^ in guisa 
che ciascun trilatero contenga i nove flessi. Uno di questi 
trilaleri si costruisce prendendo come lato mia retta di 
Mac-Lanriii a-^ per i tre flessi sn a passano, oltre a^ 3*3 = 1) 
rette <li ^rac-Lanvin, siccliò ne vestano fuori due: ò e c; slc- 
conn^ le nove vette anzidetto si ottengono già coiigimigemlo 
i dessi di 1) con quelli a, si conclude che h e c non hanno 
comnue un flesso, e però a, ?>, c formano ini trilatero conte¬ 
nente i nove dessi. 

Ora, volendo ai^profondire lo studio della condgnrazione 
dei dessi, aggiinigereino anzitutto l’osservazione seguente: /c 
tre rette di int trilatero «, />, c, contenente i nove flessi, non 
passano per un medesimo jnrnfc, cioè formano mi effettivo 
triangolo. Infatti i quattro trilateri insieme alla cubica data 
appartengono ad nn medesimo fascio che ha come pilliti base 
i nove dessi; (jnesto fascio ha nn gruppo jacobiano di dodici 
punti; un trilatero h'* cui rette non passino per nn puntone 
fornisce tre, e così si trovano tutti i dodici punti, mentre se 
al fascio appartenesse una cubica dotata di punto triplo, cioè 
se vi fosse lui trilatero costituito da tre rette concorrenti, il 
iletto punto triplo (u)iiterebbe per quattro nel gruppo jaco- 
biaiio (§ 20) C). 

Come abbiamo osservato, i nove dessi di mia cubica f 
sono punti base per nn fascio di cubiche, die verrà deter¬ 
minato dalla f e dalla sua hessiana li. Si ha il: 

Teorema {'). Tutte le cuhiche del fascio \/'+p7i hanno 
come flessi % nove punti ha se. 

Infatti preso nn punto base P, la conica polare di esso 
rispetto a una qualunque cubica del fascio, riesce spezzata, 
staccandosi la polare armonica di Frispetto/; invero quattro 
Xmnti di questa retta si ottengono come coniugati armonici 
di F rispetto alle (piattro coiipie di dessi di/allineati con F. 

Il fas(do }/+|jL/fc = (), di cui le cubiche hanno i dessi in 
<*oniune, sì chiamerà, con Cremona, fascio sizigetico. 

ha costruzione e la xiroprietà del fascio sizigetico sono 
basate iinicameiite sul fatto die la retta coiiginngeiite due 

è) Si può anche fornire una dimostrazione più elementare deiremm- 
ciato, basata uuicameiite sulla proprietà foudameiitale della coufìgiirazione 
dei flessi. 

(-) Cfr. L. 2^^*, $ 22, (voi. I, pag. 274) e il Teorema di IIesse iiel seguente 
I)aragTafo. 
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fra i nove tiessi della cubica coiitieue un terzo desso. Pei- 
taiìto si deduce che il teoreiiia di Mac-Laiiriii esprime la j>ro- 
prietà caratteristica della configurazione dei nove flessi^ cioè: 

Se nove punti del piano sono tali che la retta cong’iiin- 
gentc due di essi iie contiene mi terzo, essi sono i flessi delle 
cubiche di un fascio (che viene determinato da due fra i 
(piattro trilateri coiiteiieiiti i nove punti). 

Lo studio (Ielle proprietà geonicdriche della conligiirazione 
dei flessi, dovuto a ]MAC-LAruiN, Ponckliot e Pluckek, è stato 
da Hesse non soltanto approfondito, coirne vedremo i>iu avanti, 
ma anche messo in relazione con le proprietà doW equaoione 
algebrica dei nove flessi^ cioè delfl eipiazioiie del nono grado 
resultante di /=0 e della hessiana /# —0. Hksse nel 1846 (^) 
osserva che la x>roprietà fondamentale del griix)X)o dei nove 
flessi (conduce ad esprimere una radice della i>redetta equa¬ 
zione come funzione razionale di altre due. Sotto questo x>iinto 
di vista reipiazione dei nove flqssi ax)X>are come estensione 
delle e(|uazioiii di grado primo, risolubili x>c*^‘ radicali, consi¬ 
derate da Ahel (caso metaci(dieo). Hesse rix)renden<lo e svol¬ 
gendo tali ricerche riesce a dimostrare la risoìuMlità per 
radicali deiT equazione dei nove flessi. 

Lo svilupx)o effettivo, in rax>x>oi*to ai covarianti della 
cubica, si trova in una memoria di Akonuold del 1849 (~) e 
X)oi in un’altra di Ci.ebsoh del 1860 (^). Queste iiieiuorie con¬ 
tengono anche importanti resultati ohe faremo conoscere nei 
seguenti x^^^cagrafl; qui vogliamo dimostrare la x>coxn‘ietà anzi- 
detta che « l’equazione dei nove flessi, resultante di /=0 
e à = 0, è risolubile x>^i’ radicali ». 

A tale scopo si risolverà anzitutto un’ecpiazione di 
(piarto grado che vale a staccare uno fra i quattro trila¬ 
teri del fascio À/+|jL/t = 0. Perciò si annullerà il discrimi¬ 
nante di X/+|x/# =0; si otterrà così mi’equazione di dodi¬ 
cesimo grado in ^ che sarà il cubo x>crfetto di un’e<iiiazione 

di quarto grado (costruibile razionalmente), in rax)X>orto alla 
circostanza che il fascio contiene 4 cnbi(die trilatere dotata 

(b Journal fiir Miith., Bel. 34, pag. 193. 

Cb Journal fiir Math., Bd. 39, pag. 140, Cfr. Bd. 55, pag. 97. 

(b Journal fiir Math , Bd. 5S, j)ag. 229. 
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ciascuna di tre iDiinti dopici. Oru, i)er ottenere i flessi, occor¬ 
rerà staccare i tre tali di un trilatero, ciò che conduce a 
risolvere l’ecpiazione cubica da cui dipende la determinazione 
dei tre imnti dopici della cubica trilatera; si dovrà poi inter¬ 
secare la cubica con le tre rette di Mac-Laurin che sono i 
lati del nominato trilatero. 

Osservazioni sulla realità. Abbiamo veduto che, tra i nove 
flessi di una cubica reale, ve ne sono tre reali yt, C appar¬ 
tenenti a una retta reale d. Ora ^li altri sei flessi si distri¬ 
buiscono in tre coppie di punti immaginari (*oniug'ati, e quindi 
fra le rette di Mac-Laurin, che ue cont;iungono due, si tro¬ 
vano tre rette reali. D’altra part<^ vi è almeno una retta reah* 
dì ]\Iac-Laurin per ciascuno dei flessi^, B, C^fiiori della retta r7, 
oiacchè i)er ognuno dei punti suddetti passano quattro rette 
rappresentate coinplessivaineute da un’ equazione reale. Si 
conclude che i)er yl, B^ G lassano risi)ettivamente tre rette 
reali di INTac-Laurin ì), c, congiuu/rentj le tre coi)pie di 
flessi immaginari coniugati. E cosi si ha con Peucker ( IS^à); 
nella configurazione dei flessi di una cubica reale ri sono quattro 
rette di Mac-Laurin reaìi^ di cui tre costituiscono i lati di un 
trilatero inflessionale^ mentre la quarta contiene i tre flessi realiy 
ciascuno dei quali appartiene a un lato del detto trilatero; 
sono pure reali quattro vertici di triangoli inflessionali, cioè i 
tre vertici del trilatero reale e il vertice opposto alla retta che 
contiene i tre flessi reali nel relativo trilatero inflessionale (^). 

Aggiungiamo che nove punti reali did piano non possono 
essere flessi neppure per una cubica imniaginaria. 

Invero una cubica iiuinaginaria 

f{xy) -h rJfiooy) — 0 

(dove f e :p sojio reali), pnò possedere fino a !) pnuti rvaìi, 
comuni alle eubiclie 

f—O, q3 = 0. 

Ma, se vi sono nove i)nnti reali comuni a/=0e:p = 0, che 
sieno flessi per 

/-prf = 0. 


p) Cfr. P1.UCKER « Systeiti der Analytischeii Geometrh », Heiiino, 1835, 
l)ag. 285. 
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tutte le cubiche pei nove punti, e quindi anche le cubiche 
reali /=0 e ^ = 0, liamio i medesimi tiessi. E questa con¬ 
clusione contraddice al teorema che la /=0 possiede sol¬ 
tanto tre tiessi reali, 

28. Fascio sizigetico. — Eisulta dal precedente paragrafo 
che il fascio determinato dalla cubica /e dalla sua liessiaua 
c costituito di cubiche aventi a comune i nove tiessi; perciò 
la liessiaua di una qualunque cubica — passando 

per i nove j)unti base di (pu^sto fascio, deve appai’tenere 
al fascio medesiiuo (L. 1*", § 14). Ora questa proprietà può 
essere dimostrata direttamente, e dalla nuova dimostrazione 
seguono anche notevoli conseguenze nello studio del fascio 
sizigetico. 

rremettiaino il 

Lemma, Le hessiaiie delle cubiche di un fascio formano 
una serie razionale d’indice 3, cioè contengono razionalmente 
al terzo grado il j)ai’ameti’0 del fascio. 

Ciò è evidente, pei'chè il determinante hessiano di/+7r^ 
è del terz’ordine. 

Ora si ha il 

Teorema, Se ad un fascio di cubiche, non contenente una 
terna di rette passanti per nn punto, appartengono le hessiane 
di quattro curve <lel fascio medesimo, tutte le cubiche del 
fascio hanno iu questo le loro hessiane. 

Si ha qui una conseguenza del pi'ecedeute lemma. Vnzi- 
tutto una serie d’indice 3 non può avere pili di tre curve 
comuni con un fascio, senza che questo si stacchi dalla serie 
(nella geometria astratta ciò si traduce dicendo che « una retta 
non i)uò avere piti di tre punti comuni con una linea, piana 
o gobba, d’ordine tre »). In secondo luogo, se la serie delle hes- 
siane delle cubiche di un fascio contiene il fascio, bisogna 
che la vserie suddetta coincida col fascio contato tre volte, 
altrimenti vi sai'ebbe nel fascio qualche curva avente una 
hessiana nel fascio ed una fuori di esso, cioè avente la lies- 
siana indeterminata; e una tale cubica si dovrebbe comporre 
di tre rette passanti per nn punto (§ 8). 

Il teorema precedente si può applicare al fascio determi¬ 
nato da ima cubica (senza punti doppi) e dalla sua hessiana; 
infatti sappiamo che questo contiene <]uattro inibiclie trilatere 
ogiiima delle quali è hessiana di se stessa (§ 8), mentre non 
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vi è nel fascio alcuna cubica costituita da tre rette concor¬ 
renti (§ 27). Si couclnde dunque il 

Teorema di Hessk: Il fascio determinato da loia cahica 
e dalla sua hessiana contiene le hessiane di tutte le sue curve- 
e, poiché la serie — d’indice 3 — delle hessiane si riduce al 
fascio contato tre volte, ogni cubica è hessiana di tre aìtre^ 
le quali aiìpartengono al fascio sìsigetico avente come punti 
base i suoi nove flessi. 

Per apx)rofondire lo studio del fascio sizigetieo conviene 
ridurne l’equazione ad una forma canonica, dalla quale 
appunto Hessk (^) (1844) ha dedotto il suo teorema. A tale 
scopo osserviamo (die le cubiche del fascio hanno un inva¬ 
riante assoluto J varialnle^ giacché questo invariante, che é 
diverso da 1 per le cubiidie prive di inulti doppi, si riduce 
ugnale ad 1, senza divenire iiideterminato, per le cubiche trila¬ 
tere. Segue da ciò che il favscio contiene in generale 12 cubiche 
aventi un dato valore per *7, 4 cubiche eqiiianarinoiiiche e 
b armoniche. Ora abbiamo veduto (con Aronhoei), 1849) che 
l’eipiazione di una cubica eiiuianarmonica si può ridurre alla 
forma 

xf -h xf = 0, 

ed allora la sua lu^ssiana è 

= 0 . 

Si deduce che: il fascio sii^igetico si può rappresentare sotto 
la forma canonica 

x^^ -h x.f + xf — 3À:r^ x.^x^ = 0 (^) 

e, per im conveniente valore di \ questa equazione è atta a 
rappresentare una qualsiasi cubica senca punti doppi. 
Partendo dalla forma canonica 

xf + xf H- x f — x.^x.^ = 0, 

si verifica subito che la hessiana di una cubica del fascio 


P) Cfr. L. 2"^, $ 22, (voi. I, pag. 279). 

Il co(*fficiente numerico —3 vituie introdotto per Bemplicità di 
calcolo, in relazioiìc agli svi lappi die seguono. 
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appartiene al fascio. Infatti si lia 



(jx^ 

\ 

4^ 

co 

1 

- 

7i.= 

— 'Mx^ 

(>x,^ — 

- 3lx, 



- 3lx, 


((Hindi l’e(iuazione h =0 

si riduce a 



<love 


-h X./ — 3nx^x.,x^ = 0, 



Questa ecpiazioue rappresenta nel fascio (ossia, astrattaineiite, 
sopra una retta) una corrispondenza [3, 1]; le quattro coin¬ 
cidenze corrispondono alle cubiche trilatere del fascio, che 
sono hessiaue di se stesse {§ 8). Una di queste cubiche trila¬ 
tere, la x^x.,x.^=0, si ottiene i)er 1 = ^-^ le altre tre sono 
date dalle radici dell’equazione 


ossia dalle tre radici cubiche dell’unità 

271 /\ 

Le cubiche trilatere corrisx)ondeuti ai suddetti valori di A, 
oltreché di se stesse, sono anche hessiane di altre cubiche 
<lel fascio che vogliamo determinare. A tale scopo si farà 
successivamente [x =: oo^ e si calcoleranno i corrisxmu- 

dcnti valori di X, diversi da p. 

Anzitutto per — si trova l’equazione 



che jininiette la radice doppia 

X = 0. 

Se poi si i)reude, i)ev es., p = 1, si trova 


À* -p — 4 = 0, 
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e (livideiulo per X — 1 viene 

4X + 4 = 0, 

elle aiuiueffe la radice doppia 


X = — 2, 

Analogamente per [x = £ e si trova nii’equazione di secondo 
dirado con radice doppia: 

X = —2e, .X = —2s". 

Jiisiilta di qui che ciascun trilatero del fascio sizigetico costì- 
tuisce riiessiaiia di una sola cubica irriducibile, da contarsi 
due volte; e, come appare in relazione al trilatero X = oo^ le 
quattro euMche irriduciWi aventi per Uessiana un trilatero 
sono le cuMche eqtdanarmouiche dei fascio. Queste curve rispon¬ 
dono agli elementi doppi della die resta definita entro il 

fascio mediante la corrispondenza [3, 1] fra le cubiclie e le 
loro hessiaue. 

Eiprendiaiuo questa corrispondenza [3, 1] e consideria¬ 
mone il quadrato, che è una corrispondenza [9, 1]; questa 
avrà 10 coincidenze, che sono date dai 4 trilateri e dalle 
(\ cubiche armoniche del fascio, le quali abbiani visto essere 
hessiaue della propria hessiana: risulta così che questa proprietà 
c caratteristica per le cnhiche armoniclie. 

Per calcolare i valori del parametro corrispondenti alle 
ciibiclie armoniche del fascio, iiorrenio 



esprimendo v per e ponendo poi v = X, si trova uu’eipia- 
zione di nono grado in X die, divisa per X^ — 1, dà 


X6 _20X"_8_0. 

Eìsnlta da quanto precedi^ che gli invarianti a T delle 
cubiche del fascio sono, a meno di fattori mnnerici, 

s ~ x(X« — 1), r = X® — 20X3 _ 

giacche = e T = 0 rappresentano le cubiche eqniaiiar- 



CAPITOLO III 


2‘JL 

molliche ed armoniche. Dividendo jier si otterrà l’in¬ 
variante assoluto J, il (^iii fattore numerico dovrà essere 
determinato in modo che per a = c>o (cubica x^x^x.^ = 0) sia 
J Così si conclude die V espressione delF invariante asso¬ 
luto delle cithiche del fascio sizigetico è 

I)" 

~(X" — 20À" —8)’* 

Gioverà ri^iortare la taheìla delle coordinate dei flessi 
appartenenti alle cubiche del fascio sizigetico 

xf -h + xf — 'òlx^x^x^ = d; 

si ottengono semplicemente segando la cubica equianarmonica 

xf -v~x./-]-xf = 0 
coi lati del triangolo hessiano 

1^2«3=0, 

\ i) — s) ( 0, 1, — e-) 

0, 1) (- £, 0, 1) 

,, 0 ) ( 1 ,- 1 , 0 ) 

Si può anche notare che la riduzione delle coordinate dei 
flessi alla precedente tabella, si effettua con trasformazione 
reale per una cubica reale. Infatti nel fascio sizigetico c’è 
un trilatero (inflessionale) composto di tre rette reali che si 
assumerà come trilatero x^x^X-^ — i); con ciò Veci nazione della 
cubica si ridurrà alla forma 

axf q- hx^^ ~\~ cxf 4- dx^x^x^ = 0^ 

e la scelta del punto unità, che rende a, />, e uguali ad l, 
dipemle dall’estrazione di radici cubiche, che è semijre effet¬ 
tuabile in modo reale. 


e sono quindi : 

( 0 , 1 ,- 1 ) ( 

{-e\ 0 , 1 ) {- 

( 1 , - ^ 0 ) ( 
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Osservazione. Per completare svilnpi)! precedenti giova 
considerare ohe cosa divenga il fascio sìzigetico di mia cubica, 
quando (piesta abbia nii punto doppio, 0. 

Se 0 è un nodo anche la liessiaua ha iu 0 un nodo, con 
le stesse tangenti, e quindi la cubica e la sua hessiana deter¬ 
minano mi fascio di cubiche aventi in comune un nodo a tan¬ 
genti fisse e tre flessi in linea retta. 

lufiitti si prova che la conica jiolare di ini desso della 
cubica data, rispetto a tutte le curve del fascio, si spezza, 
dovendo contenere tre punti della polare armonica di cioè 
il coniugato armonico di F rispetto agii altri due flessi e il 
punto doppio 0, in cui la noniinata polare armonica deve 
riuscire tangente alla conica polare di F. 

Ora il fascio sizigetico delle cubiche con nodo, essendo 
costituito da cubiche di ugual modulo {J = 1), non contiene 
più curve equianarmoniclie, e però la sua equazione non può 
più ridursi alla forma canonica 

xf + xf + xf — d>lx^x.^x.^ = 0 . 

La circostanza che si presenta qui, nel passare da una cubica 
generale ad una con punto doppio, si rende evidente scri¬ 
vendo Pequazione generale del fascio sizigetico nella forma 

axf -h + cx^^ — dx^x.^x^ =0. 

Se si vuole che il fascio, contenente il trilatero x^x^x^ = 0y 
acquisti un punto doppio in uno dei vertici di questo, per es. 
in (001), bisogna che divenga c=:0, e allora non è pili pos¬ 
sibile rendere = = c = J con una scelta conveniente del 
punto unità. 

Il fascio sizigetico di cubiche con nodo si rappresenta 
invece colP equazione canonica 

fz=ixf + X^^^ — S>^X^X^X^ = 0. 

Da questa equazione appare che la hessiana di una cubica/ 
ilei fascio appartiene ancora al fascio, essendo data da 

xf + a;/ — ^\ix^x.^x^ = 0, 

3X2 — 3 • 


con 
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Pertanto la cubica h è liessiaiia della sola /, prescindendo 
dalla cubica =0, de^eiKW in una terna di rette, che 

corrisponde a X=:0 e la cui liessiana è iiideteriniuata (§ 8), 

Dunque: una cnhìea dotata di 'nodo è liessiana di nna sola 
vuMca irrulìicihile lo stesso nodo, colle stesse tan<>-eiiti). 

Passiamo alle cubiche dotate di cuspide. La liessiana di 
una tal curva si spezza nella tangente cuspidale contata due 
volte e nella retta che unisce il desso alla cuspide 7); 
conforme a ragioni di contiiinità, il fas(ùo determinato 
dalla cubica data e dalla sua liessiana risulta parimente 
costituito di curve cuspidate con uii desso comune nel punto 
base semplice, le quali ammettono la medesima liessiana 
degenere. 

Tutto ciò si convalida scri\(uido F equazione del fascio. 
Xou è iiossibile adoperare qui una forma limite della prece¬ 
dente equazione canonica, poiché viene a degenerare il trila¬ 
tero fondamentale per le coordinate x^x.^x.^ = 0, JVla si può 
prendere F equazione della cubica cuspidata sotto la forma 

a;./0:3+ x,^ = 0 j 

e allora il fascio da questa determinato con F liessiana è 

x./x.^ x^^ -h x/ = 0; 

si vede così che tutte le curve del fascio hanno la stessa 
liessiana 

x,^^ = 0 , 

Questa conclusione e d’accordo col fatto che ima cubica dotata 
di cuspide non è liessiana di alcuna altra cubica (irriducibile). 

29. La cayleyana e le tre involuzioni dì punti coniugati 
sopra una cubica. — Ricordiamo che per nna curva generale 
d’ordine n (>2) alla curva liessiana, luogo dei punti doppi 
delle prime polari, ossia luogo dei punti le cui coniche polari 
hanno un punto doppio, corrisponde la curva steineriana, 
luogo dei punti dopjii delle (*oniclie polari, ossia luogo dei 
punti le cui prime polari hanno un punto doppio: congiun- 
geiido i punti coniugati della liessiana e della steineriana si 
ottiene una curva inviluppo che ha ricevuto il nome di 
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cayleyana (*), Per r= 3 hi sfceineriaiia coincide con la hes- 
siana, alla quale appartengono dunque iiitìnite coppie di jneaii 
coniugati P, P'; la conica polare di P ha un punto doppio 
in P' e reciprocamente. La cayleyana è, per definizione, P invi¬ 
luppo delle rette congiuugenti le coppie di punti coniugati 
della hessiana. 

Ora 8i ha il 

Teorema: La cayleyana di una cubica coincide con la 
curva inviluppo delle rette facenti parte di coniche polari 
spezzate. 

Sia p una retta della cayleyana che contenga la coppia 
di punti coniugati P, e P', e seghi ulteriormente la hessiana 
in un terzo punto 0; mostreremo che la conica polare avente 



un punto doppio in 0 contiene come parte la retta Infatti le 
coniche polari di P e P' sono spezzate e formano due coppie 
di lati opposti di un quadrangolo completo il POP avente due 
puliti diagonali in V' e P. Le coniche polari dei punti di p 
formano il fascio che ha come punti base ABCD] in parti¬ 
colare la conica spezzata polare di 0 è costituita dalla terza 
coppia di lati opposti del quadrangolo, cioè dalle rette AC 
e PP intersecantisi nel punto diagonale 0\ coniugato di 0. 
Ciò posto si vede che le rette polari di P, P', 0, passano per O'; 
invero le prime due sono le rette PP' e PO', coniugate armo¬ 
niche di p rispetto alle coppie di lati del qiiandrangolo per P\ P; 
la retta polare di O passa naturalmente per il punto doppio 0' 
<lella conica polare, vSegue che la conica i)olare di O' con- 


(q Cfr, il $ 23, Tul quale sono dati i riferimenti delle memorie di 
Caylky a cui Bono dovuti i i)rincipali resultati die formano oggetto di 
questo paragrafo. 
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tiene 1\ P\ 0, cioè contiene Ui retta />; (luesta r<3tlìi fu dunque 
parte di una <a>iiieu polare spezzata, che ha 0 (*oiiie inmto 
doppio. 

La dimostrazione precedente si inverte. Sia p una retta 
fa<‘ente parrò della conica polare spezzata di mi punto O'; 
sia O il punto doppio di questa conica, e Q le intersezioni 
ulteriori di p con la liessiaiia. Mostreremo ch<^ P e Q sono 
punii coniugati. 

Si considerino le coniclie polari spezzate di P Q, \ cui 
punti doppi verranno designati con P' e Q' (risiiltern jmi 
p' = Q^ (/= P), Le due coppie di rette AB‘C1\ AD-PC 
^costituenti le nominate coniche polari sono i lati opposti 
di iin qinidraiigolo AECJD, che ha come punti diagonali 
]*' e le coniche polari dei punti di p passano per ABCD^ 
e (piiiidi — ili particolare — la conica polare di 0 sarà 
costituita dalle rette AC e Z^D, e il punto ad esse comune 
sarà il punto 0' coniugato ad 0, Ora, poiché la conica polare 
di (/ contiene />, si deduce che la retta polare di P passa 
l>er (y e (piiudi è la P'O', e cosi la retta polare di Q è la Q'(>\ 
ita poiché le rette PP' ed (JP' debbono separare* armoiiieai- 
iiieute le dP, PO, si eoncliide che P deve trovarsi sulla 
retta P'Q'; Io stesso accade di Q. Pertanto P' e Q’ si Iro- 
vauo sulla retta p e coincidono quindi — a parte l’ordine — 
con le intersezioni di p con la hessiana fuori di 0, cioè 
con ^ c P. c. d. d. 

In coiiclnsionc abbiamo due diverse definizioni per ia 
eaìfleyana di una enhìca: 

1 ) come inviluppo delle coiigiuiigenti le coppie di punti 
4 *oiiiiig*ati della hessiana; 

2 ) come inviluppo delle rette* facenti parte di coniche 
polari spezzate. 

Preso sulla hessiana mi punte) generico 0, si hanno per 
esso tre rette elella cayleyana, cioè: la retta che congiunge 0 
al punto ceniiiigato (X e ics due rette p e p componenti la 
conica polare^ spezzata (di (X) che ha il punto doppio in 0. 

Osservaiielo edie la hessiana non fa parte elella curva 
inviluppata dalle taiigeuli della cayleyana, si dediiee che: 
La eayleyana è una vare a di terza classe^ 

A epiesta eiouelusioue si perviene anche in ineido diretto, 
partendo da enaseMina delle eliie deliuizioni sopra riferite. 

Anzitutte) }>arlenelo dalla prima definizieme, le tangenti 
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alla cayleyana per mi punto A si presentano come coiiiei- 
(leuze doppie di una corrispondenza [3, 3], nel fascio A. Infatti 
si mandi per A una retta p la (piale sedili la b(‘ssiana nei 
punti e si costrniscano i loro (ouingati P^'P/P.'; 

proiettando ipiesti punti da A si ottengono tre rette che fac¬ 
ciamo corrispondere alla retta La corrispondenza [3, 3], così 
delinita nel fascio A, possiede 6 coincidenze, ci<') che darebbe 
la classe della cayleyaua uguale a 0 (conforme alla forinida 
generale indicata nel § ‘23); ma le tangenti alla cayleyaua 
coniano due volte come raggi doppi della nominata corri¬ 
spondenza, perche ciascuna di esse coincide con diu‘ r(dte 
omologhe. 

In secondo luogo, partendo dalla seconda delinizione, 
occorre trovare le coni(die polari che passano per un 
punto A. ]\ra le coniche polari formano una rete e (pielle 
che passano per A formano nn fascio; al fascio apparten¬ 
gono tre coniche spezzate, di cui fan parte tre rette della 
cayleyaua passanti per A. Di imovo appare così che la <*ayle- 
yana è di classe 3. 

I] si noti che la conoscenza (iella classe dilla caifleyana^ 
determinata attraverso le due diverse definizioni di essa, per¬ 
mette di semplificare la dimostrazione del teorema di identifi¬ 
cazione che sopra abitiamo svolto; infatti basterà diuiostrarc, 
per esempio, che le rette cougiungenti due punti coniugati 
dell’hessiaìia fan part (3 di coniche polari spezzate, risparmiando 
la dimostrazione della proprietà inversa. 

Sopra la hessiana li di una cubica data,/, si (*ousiderino 
le coppie di punti coniugati P, P\ Abbiamo visto che la 
retta p^PP' fa parte della conica polare di mi punto 0\ 
che è il punto coniugato alla terza intersezione, 0, di p <*on 7). 
Ora P <3 punto doppio dì una (ionica polare composta di due 
rette AP, (7P, e perciò le infinite coniche polari passanti 
per P formano un fascio die ha in P una tangente fìssa: 
questa tangentt^ è la retta muovere P sulla 

hessiana 7t, si ottiene una conica polare (^on punto doppio 
infinitamente vicino a P, la quale appartiene al detto fascio; 
si deduce (§ 7, pag. 5t)) che la tangente in P alla hessiana li 
è coniugata armonica di p rispidto alle due rette AB e CP, 
e quindi la nominata tangente è la retta VO' che eongiimge P 
al i)nnto 0\ coniugato di O. 



DiiiKiiie: le tangenti In (Ine punti coniugati P, F' della 
Jieffsiana ffi segano sulla hessiana stessa, e prccisanìente nel 
punto coniugato all<( teroa intersezione della curva colla 
retta FF\ 

11 resnUato i)nò aiutile ess(‘rc espresso (licendo 

che la tangente in P alla hessiana è la retta i)ohm; di F\ e 
l)erciò : 

La hessiana è V inviluppo delle rette polari dei suoi 
punti. 

Ciò ])Osto si considerino soima nna cubica generale f i 
quattro punti che lianiio un medesimo tangen¬ 

ziale O. Le rette induri di P^, rispetto alle cnbiclie sizigetiehe 
ad f\ formeranno un fascio a cui apparteranno: la retta PjC, 
polare rispetto ad /, e le rotte polari di Pj rispetto alle tre 
cubiche cpy (contenute nel medesimo fascio) di cui/’è 

hessiana. Queste ultime tre rette locclieraiino / rispettiva¬ 
mente nei tre punti coniugati a P^, e andranno a passare 
tutte per il punto ()• pertanto i coniugali di (in relazione 
alle cubi(*]ie 9 ^, 9 .^ di cui/e hessiana) saranno i tre punti 

distinti 7\,, Py, F^ \ infatti le (juattro rette OP^, OP,, CP 3 , OP^, 
polari di P^ rispetto alle cubiclie J\ 9 ^, 9 ,, 9 .,, formano un 
birapporto ugnale a (piello delh^ quattro (‘Ur\ e (ossia dei rela¬ 
tivi parametri) del fascio sizigetico. 

»Si conclude che: 

I punti dipana cuhica che hanno il medesimo tangenziale 
iii corrispondoìio in tre corrispondenze involutorie, una delle 
quali rimane determinata dalla separazione in copi)ie di una 
<iuaterua di punti siffatti. I punti corrispondenti in una delle 
tre iìii'oluzioni sono coniugati rispetto ad una delle tre cubiche 
c/ic hanno come hessiana la data. 

Osserviamo: dal Libro secondo 2‘J) resulta che, sepa¬ 
rando in coppie la quaterna dei punti di una cubica che 
hanno lo stesso tangenziale C, si ottengono tre trasformazioni 
iuvolutorie della curva in se stessa, ciascuna delle (piali si 
l>nò costruire mediante due proiezioni fatte da i)Unli della 
cubica stessa. Ora si ved<^ chi? (pieste tre trasformazioni invo- 
hitorie non dipendono dalla scelta arbitraria del punto 0 , 
essendo delhiite come iiivoliizioui di i)unti coniugati rispetto 
alle tre cubiclie di cui la data (' hessiana. 

J)’altra i)arte la costruzione delle tre involuzioni è stret¬ 
tamente connessa ai tre sistemi di coniche tritangenti che 
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abbiamo trovato nello stesso paragrafo del libro secondo. 
Infatti se r e V' sono due i)initi della cubica aventi lo 
stesso tangenziale 0, e se Q e un altro i)iiiito avente come 
tangenziale 37, il coniugato Q' di Q si ottiene come sesta 
inbn’sezione della (‘unica passante i)er Z*, 0, <?, J/, giacche 

la conica spezzata deve riuscire tritangeiite alla 

cubica come la VO^P'O. 

Nota. Una (xaisegueuza imi)ortante delle considerazioni 
che x)recedoiu) è il 

IVoreiua di Hnioir™ P) (1800): Una rete affatto generale 
dì coniche si paò riguardare come rete delle coniche polari 
rispetto ad una cubica (ben determinata). 

Infatti si consideri la cubica .7, jacobiaua della rete; su 
(piesta riesce determinata una involuzi(me di punti coniugati : 
i punti coniugati F, F' vengono delìniti dalla condizione che 
le rette polari di F^ rispetto a tutte le coniche della rete, 
l)assauo iwv P\ e reciiirocamente. 

Ora esiste ìtna cubica C\ di cui J e hessiana, ed in rax>- 
j)orto a cui si corrispondono come coniugati due punti Pe F' 
(aventi lo stesso tangenziale). La ret(3 delle coniche ixdari 
rispetto a C contiene le coniidie spezzate della nostra rete, 
e i)erciò coiiicide con (juesta. 

Il teorema di Hkkmitio dà forjua precisa al resultato die 
si pia') prevedere in base a un computo di costanti; infatti 
le cubiche piane sono come le reti di coniche , (piani di 
uno spazio astratto sicché apparta a jir/or/ che mia l’eto 
generale di coniche sia la rete delle polari rispetto a una 
cubica (o a un iiunnu'o tìnito di cubiche); xierciò basta esclu¬ 
dere che una rete di polari possa corrispondere a iiilìnite 
cubiche diverse, e si esclude (piesta ipotesi rilevando che essa 
porterebbe^ l’esistenza di una cubica con punto doi>pio le cui 
polari dovrebbero avere un punto base. 

Qui giova ricordare ch(3, come e osvServato nel § 22. lo 
stesso computo di (‘ostanti prova che, per n > 2, mia retedi 
curve» d’ordine n non è in geiu'rale una rete di polari. 


d) Journal tur B»l. ó7, pag. SU. In Uìise a questo leureiua la 

enyleyaua si pj)tni «le lini re come inviluppo delle coniche spezzate «li ima 
rete eoiuuu«iue delniita; sott«) tale aspetto la curva «li Cayley si è a noi 
pr«‘sentata nel L. 2", $ 2U: V«d. I, jnig. 30h. 



30. La coiiflgurazioiie delle polari armoniche e la schiera 
8 izii^etica delle cajlejane. — Le polari armonicbe dei nove 
dessi di lina cubica C formano una coiiflgiirazioue duale dì 
quella dei dessi (Hesse, liS47). lufaifi la proprietà caratteri¬ 
stica esiiressa dal teorema di INEac-Laukin « la coiigiiiiigeiite 
due dessi contiene mi terzo desso » si deduce {% 27) dal 
fatto che il gruppo d(d nove dessi e trasformato in se dal¬ 
l’omologia anuouicu che lia per centro un (|ualsiasi desso F 
e per asse la relativa polare armonica p; ora <iiiesta omologia 
trasfonua in se stesso ambile il gruppo delle nove polari aruio- 
uiclie, e i)erci() le 8 iiolari ariuoiiiclie fuori di p si dividono 
ili 4 coppie di rette secali tisi su p: per il punto comune a 
ilue polari armoniche passa una terza polare armonica. 

Ora, come i nove dessi si distribuiscono a terne sopra 
12 rette formanti 4 trilateri intìessionali, così le nove xiolari 
armoi)ielle passeranno a terne iier 12 punti, 4 dei qaali si 
troveranno sopra ciascuna delle polari armoniclie ; e questi 
12 i>initi daranno origine a 4 triangoli. ^Ea non si otteugoiio 
così nuovi elementi della couligurazione, giacche i detti trian¬ 
goli sono formati dai vertici dei trilateri iiidessioiiali: le polari 
armoniche dei tre flessi appartenenti a una retta di Mac-Laavin 
passano per il vertice opposto del trilatero inJUssionale deter¬ 
minato da codesta retta. 

L’cniniciato si dimostra basandosi sul fatto che le iiolari 
arinoliicbe dei nove dessi sono tìsse per tutte le cubiche del 
fascio, giacche vengono costruite a partire <hi ipiesti punti 
(§ 27). Infatti se ahc è un trilatero iiiHessioiiale ed Fini desso 
solerà u, la i)olare armonica di rispetto alla cubica trila¬ 
tera ahc^ e la i)ohire di F risiietto alla conica degenere e 
ipiiiidi passa per il punto (bc), 

(;iò i)osto, le nove iiolari arjiionielie fonneranno il grnpiio 
base di una schiera sizigetica di curve di terza classe, a cui 
spetteranno tutte le i)roi)rietà duali di (|iielle spettanti al 
fascio sizigetico di curve del tm*/’ordine, che ha come punti 
base i nove dessi; tutte le curve di t(M*za classe anzidette 
avranno dunque* le nove polari arinoniclie come tangenti 
cuspidali. (Queste curve Inumo un sigiiiticato importante, in 
<|uaiito sì iiresentaiio come cayleyane delle cuhiclie del fascio 
sizigetico. 

Infatti, essendo data ima cubica fondamentale, la (*onica 
polare di lui suo desso si spezza nella tangente di desso e 
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nella polare armonica; perciò (|nesfe due rette fanno parte 
della cayleyana. 

Si deduce il 

Teorema. Le cayleì/ane {Ielle enrre del ter::^ ordine di un 
fascio si;:igetico, aventi in comune i nove tiessi, formano la 
schiera sicigetica delle curve di terza classe che hanno come 
tangenti cuspidali le nove polari armoniche dei tiessi suddetti (‘). 

(^)uesto importante resultato si può convalidare scrivendo 
l’eciiiazione della caylcyana della cubica 

f= H- x/ -t- X./ — *òhc^x,,x.^ = b ('). 

roncasi che la (*onica polan» del punto (y) si spezzi in 
due rette Uy-rurO, si avrò l’identità. 

(.rf — Air, -H {xf — Ix.^ ]y., |- {x./ — Ix^ xfy., = 

= {ìf^x^ -f- ir,ir, + ìf.,x.J{ì\x^ + r,:r, r.ir.); 

e, uguagliando i coetiicienti delle ir: 

.Vi = — ^-.Vi = d- 

y,, ~ —- ÀI/, = n., r^ + n^v.^ 

.V3= '^d*3, — ^V3= 

da cui: 

Xif ^ u, r.j + ir,j r, = 0 

+ a.^v^ + n^ r.j : - d 
Xif.j 1*3 h ifj r, + ir, = 0 , 

onde, (diininando le i\, r,, i*., (die entrano (pii linearmente, 
si ottiene 

’ hi, 

li., 

a.. 

Sviluppando, si ha riMpiazione dcdia (‘ayleyana: 

A'^ -p 2 

ìi,^-^-n./-\ a./— ì(,n,tf^ = i). 

C) Cfr. Ckkmona « lutrocluzioìie » (Opinv, t. I, piig. 450). 

0 Cfr. le Li*/, io ili di CLKRSCii-LrxDEMANX, trad. fr., t. Il, pag. 246. 


^ ir, 


u, 

IL 


= i). 
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(Jiiestii e^jiiazioiK^ inette iu evidenza die: una cìirva di 
tir za classe C è la catfleyana di tre curve del ter ordine, L^er 
determinare ima ili ([neste ciibidie, si costrniramio anzitutto 
i suoi nove tiessi, i (inali vendono determinati, (‘olla eostrn- 
zione (liial(‘ delle polari armoni(die, dalla (^oiili;i>unizi()iie delle 
nove taugeiiti cuspidali della data eurva-iiiviluppo O (die ne 
sono le i>olari ariiionidit^); dopo ei(') si deteriiiiiierà una eiibà'a 
s(^ei»iien(lo come tau<»eiite ad essa in mio (bu tiessi una dcdle 
tre rette di (J jiassanti per il punto, 

31. Trasformazioni proiettive delie cubiche e della confi¬ 
gurazione dei flessi. — Nel § 24 abbiamo veduto die una 
cubica geiieraUi possiede 18 trasforinazioid proiettive in se 
stessa le (piali forineraiiiio mi gruppo vi è ini sotto¬ 

gruppo die lascia fermo un desso assegnato e contiene 
— oltre F identità — F omologia iiivolutoria che ha per c<uitro 
(piesto flesso e iier asse la sua polare ariuoiiica. Lo studio 
delle anzidetto trasformazioni proiettive deve essere riattac¬ 
cato ad Hessk (1844). 

Ij’ecpiazioue canonica della cubica 

f— 4- X./ + a;./ — = 0, 

poiK^ iu evidenza le 18 trasformazioni x)i‘<^>hdrive di 1',^, (*); 
(pieste si ottengono moltiiilicando due fra le x.^ per s e 

(essendo £ una radice cubica immaginaria dell’unità) e anche 
scambiando fra loro le tre variabili nei sei modi imssibili. 
Così le x.,j x.^ vanno ordinatamente nelle 


‘^1? 


5 

X^, 

ZX.,, 


X,, 


EX.^ 

;r,. 


a;i; 

X,, 



x.„ 

0 

EX, 



X,-, 

^:i7 

cXj , 

o 

■<^3, 

£=a;,, 

ex.. 

■*'1 ? 

x-,-, 

X,; 

X,, 


0 

X,, 

£-rK3, 

EX, 




■h, 

ZX,, 

z-x,; 

■h, 


ex, 



^3-, 


ZX„ 


-^21 

Z-X„ 

£X.,, 


In (piesta talndla flgiirauo l’identità e 8 omogralie cididie 


(b Ct*r. Klein, Matli. Annaleii, Bd. 4. 
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dui terz’ordiiiu corrispondenti alle prime tre linee, iioueliè 
1 ) iiivoliizioiii corrispondenti alle ultime tre linee. Ora si lia il 
Teorcnim: li grappo di aìia enhica generale eontiene, 
oltre r identità e le 9 omologie armoniche aventi il centro in nn 
flesso, anche s onìografie cicliche del terz^ordine (non omolo¬ 
giche) che lasciano fermi i qnattro triangoli inflessionali. Gli 
eleìnenti uniti per ciascuna di tali omografìe costituiscono ano 
dei 4 triaììgoli, che corrisponde così a ‘2 omografie, quadrato 
l’iina dell’altra; i vertici (e iniriiiieiiti i lati) degli altri tre 
triangoli formano tre cicli delV omografia medesima, 

JiifiiMi uno qiialiiiKjiie dei 4 triangoli pr(‘so come fonda- 
nnmtah^ per le coordinate = d) pernndte di ridurre la 

cnhica all’anzidetta forma canonica: 

/= -p xf + xf — 3lx^ X,,X.^ = 0. 

Allora si \ed(^ cln* : tutte le omografie cicliche del 3'" ordine 
indicate nella precedente ta])ella lasciano fermo il triangolo 
x^x.,x^=0, ma soltanto due di esse, cioè quelle (non iden¬ 
tiche) segnate nella prima linea, che sono il quadrato l’ima 
dell’altra, hanno come elementi uniti i lati e i vertici del 
triangolo stesso. Le due oiiiogralie dei 8" ordine che hanno 
come triangolo di elementi uniti un altro fra i quattro trian¬ 
goli infiessionali si troveranno dunque fra quelle che x>ermn- 
tauo cielicainente x.^^i). 

Si può aggiungere che r intiero gruppo della cuhieaj 
è generato per moltiplicazione dalle 9 omologie armoniche 
(/=1, 2....h) relative ai h tiessi. 

Ciò resulta dalla i^recedente tabella o dalla semplice con¬ 
siderazione che segue: se i, 2, .8 designano tre dessi in linea 
retta, l’omografia prodotto produce sa I, 2, 8 la sosti¬ 
tuzione ciclica del 8' ordine 

( 18 ) 112 ) =.(12 8 ), 

e quindi è nii’oinogralia d(d -V ordine ch(‘ lascia f(M*iui i tre 
lati del triangolo inflessionale detcnininato dalla retta 12 8. 

Lsaniiiiianio ora partlcolariiieiitc» il caso delle cubielie 
arinoniehe ed (Mjiiianarmoiìielie. 

Una cubica armonica possiede un gruppo r 3 ,. di 80 tra- 
sjbrmazioni proiettive in sè, die (contiene il della cubica 
g<‘neral(‘. Il sottogruppo delle omografie di elie lasciano 
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fermo nn fiesso ò un eielico del qnarf’ordine. Ciò risulta 
dair e<iiia/ioue normale 

— 2 ^^ 

elle viene trasformata in se mutando x in —a; e y in iy (il 
quadrato di (jiiesta omografìa è l’omologia armonica elle lascia 
fermo il flesso posto nel punto all’influito dell’asse y). 

Ora per ogni flesso esistono, nel corrispondente due 
trastorinazioni proiettive del quarti ordine, cioè <piella di cui 
sopra è scritta l’equazione e il suo cubo (// = — iy, 
le <imili non lasciano fermo alcun altro flesso; pertanto hi 
mibfm armonica posHiedc, fuori del 2d)=18 trasforma- 
zioìkl proiettire del quarf ordine, clic completano il 
La cubica equiauarinonica })Ossiede un 
sformazioni proiettive in se stessa. Quelle che lasciano fermo 
un flesso formano un sottogruppo ciclico clic si genera 
moltijilicando l’omologia armonica col centro in tpiel flesso 
jier nn’omologia ciclica del ter/’ordine avente come asse il 
lato del trilatero liessiano che iiassa per il flesso, e come 
centro l’intersezione diflla tangente di flesso con la relativa 
Isolare armonica. Ciò risulta dall’e<iuazione uormah» 

?r = + (h 

che viene trasformata in se (oltreché dall’omologia iiivolu- 
toria y ~ — 2/), dalla omologia ciclica del terz’ordine x—zx 
avente come asse x=ii}, e come centro il punto all’influito 
dell’asse rr; si verifica con un semplice calcolo diretto che la 
retta x — 0 appartiene alla hessiana della nostra cubica, 
data da 

xijf — %) = (). 


Questa equazione mostra anche che il centro dell’omologia 
ci<di(*a del terz’ordine predetta è il vertice del trilatero hes- 
siano opposto ad = Ijc (piali conclusioni vengono anche 
fornite da facili ragiouaimndi geometrici. 

Si è visto che la cuhlca eejaianarmonica iiossiede fuori 
del pertinente alla cubi(\a gemu-ale, fl omologie cirUche del 
terz^ ordine che hanno come centro ad asse un vertice e il lato 
opposto del trilatero hessiano (ad ogni asse e centro (»ori*ispon- 
douo due omologie (piadrato l’una dell’altra). Ora si pin> 
riconoscere che le nominate omologii^ cicliche generano^ per 
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molti pi iva z ione col V intiero gruppo F.^. Ciò risnlta nel 
modo più semplice scriveiulo l’eciiiazioiie della cubica eqnia- 
iiiirinonica sotto la forma euiiouica 

d- = b. 

Infatti (jiiesta ecpiazioiie e trasformata in se stessa d«alle 
54 sostituzioni che si ottengono moltiplicando una, o piu, 
delle Xi per s e perinntandole fra loro; le nuove sostituzioni 
del F.^ si deducono dalla tabella relativa alla cubica .o:eiie- 
rale moltiplicando le omografie del F^^, che in essa liRiiraiio, 
per 1(* oinoloi^ie cicliche del terz’ordine o = 

Giova anche rilevare che: V esistenza di uid omologia ciclica 
dei terz^ ordine tras formante in se la cnhica carattericoa la, 
c a hi ca equ ia n a rm o n ica. 

Questa proprietà importa (die le tre tangenti di desso, ì 
cui plinti di contatto appartengono a ini lato deìFliessiaiia, 
passino per ini punto che è il vertice opposto del trilatero 
liessiano. Viceversa se tre tangenti di flesso^ i <nii punti di 
contatto siano in linea retta, passano per un punto, la cnhica 
è equianarmonica e la retta contenente i tre flessi ò un lato 
del triangolo hessiano. Infatti, niandiaino nel punto aìF infi¬ 
nito dell’asse y il punto di concorso delle tre tangenti e fac¬ 
ciamo coincidere con l’asse x la retta che ne <*ontiene i 
punti di contatto, l’<^qiiazione della ciibi(\a assumerà la forma 

esprimente che la curva appartiene al fascio determinato 
dalle tre tangenti di fiesso iioininale e dalla retta ìk = 0 : dal- 
l’anzidetta equazione appare che la cubica o trasformata in 
s('‘ <lall’omologia ciclica del terz’ordine ?/' = £?/. Si verìfica 
aindie che la retta >/= 0 fa part<‘ (hdhi liessiana. 

Ogni trasformazione proiettiva che lasci invariata una 
cubica, trasforma aindie in se il gruppo dei suoi nove filassi fr.,. 
Mii invece una omografia che trasformi in s(^ il non lascia 
sempre invariate le singole cubiche forinanti il fascio sizige- 
fico che ha il G,^ come gruppo di punti base, poiché s<%ambia 
fra loro le ciibicln^ dì (piesto fascio. Piu precisamente h* omo¬ 
grafie del cln» lasciai! ferma una cubica generale, hiscian 
ferme tutte le ciibìclu' del fascio; ma, oltre a questi», sono 
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tra.sforinazioiii proiettive del fascio, ((nelle del o del 
cln^ lasciano ferme una cubica anuoiiica o eqiiianaruioiiìca. 

Che così si ottengano tutte le trasforuiazioui proiettive 
del fascio, e ((uiiidi del Gy, risulta da ci() che ima trasfor¬ 
mazione proiettiva del fascio ne permuta circolaruumte gli 
elementi e perciò lascia ferme due cubiche particolari; se una 
<li ipieste è un trilatero, l’altra ò la cul>ica etpiianarmonica 
(li cui esso è liessiauo. 

Ora r intiero gruppo delle trasformazioni proiettive del 
si pii('> determinare mediante l’isomorfismo meriedrìco che 
lega (‘odesto gruppo al gruppo di proiettività che viene deter- 
uiinato sopra la retta r, su cui viene disteso il parametro 
del fascio; questo isomorfismo fa corrispondere all’identità il 
gruppo Pj^, che lascia ferme tutte le cnbiclie del fascio sizi- 
getico. »Si consideri il P.^ costituito dalle omografie che lasciano 
ferma una delle quattro cubiche eqiiiauarmoniche ilei fascio, 
corrispondenti ni punti A, 7>, T, D di r: si avranno su r le 
proiettività di un gruppo P 3 che lasceraiiuo fermo un sol punto 
della quaterna, per esempio e perniuteraniio (ciclicamente) 
/>, (7, D. Infatti ciascuna omografia del P^^, fuori del Pj^, 
lascia ferma oltre la nominata cubica equiauarmoiiica anche 
il suo trilatero hessiano; non ci sono nel fascio altre cubiche 
unite, altriineiiti lo sarebbero tutte. ^Loltiplicando i gruppi 
analoghi a P^ che corrispondono a ( 7 , D, si ottiene un 
gruppo di proiettività che lasciali ferma la quaterna 
{ABOD}-j la quaterna (ABCD) risulta equiauariiioiiica, d’ac¬ 
cordo eoi valori, X = che ne rai^preseiitano i punii 

28), e il P ,3 (‘ompreiide tutte le trasforiiuizioni proiettive 
«Iella (inaterua (L. T, § 4), 

^lercò l’isomorfismo [1, ISJ fra il P^, e il gruppo «Ielle 
trasfonuazioni «lei si deduce che ipiest’ultimo (‘ uu 
costituito di I2« t8rz::;21G Omografie. Il (*onipreiule non 

soltanto le 4 (54 —18)=: 144 trasformazioni proiettive che 
lasciano ferme le singole cubiche eciniauarmouiclie «lei fascio 
sizigetico (dalle «piali risulta p(u* iindtiplicaziom^), ma anche 
altre 3-18 = 54 trasformazioni proi(*ttiv(^, «die operano sulla 
«piaterna (ABCD) pnidiiceiido gli scambi (AB){CD), (AC){IìI>)j 
(AD)(BC), Qii«,\st(^ trasformazioni lasciano invariate due cu¬ 
biche che — non essendo le equiaiianiioiiiclie «lei fascio nè le 
loro hessiane trilatere — saranno ariiioniche, liessiaua Puiui 
dell’altra. Inveire le anzidetto 144 trasformazioni die lasciano 



LIIÌIU) TKU/O 


•j;u; 

ferma inni cubica eqniauanuoiiicn, periniitaiio le sei cubiche 
armoiiiclie, separandole in due cicli del terz\)rdiiie. 

(Jiieste conclnsioiii sono d’accordo con ciò che abbiamo 
vcfhitu, nel quarto paragrafo del libro primo, sul <>rnppo r ,2 
di mia ({iiaterna equianarnionica (ABCl))-. infatti il I\., lascia 
ferma un’altra quaterna elie e hessiana della prima e a cui 
corrisponde, nel fascio sizieetico, la (piaterna delle cnbiclie 
trilatere, e possiede ammira una S(\stina invariante rappresen¬ 
tata dal (*.o\ariaute T della (inaterna; a questa sestina die 
contiom^ h* tre eoppie di punti doppi delle involuzioni per¬ 
mutabili {AB){CD\ {AC){BD)^ (A2>)(/>(7), corrisponde ind fascio 
la sestina delle ciibiclie armouiebe. 

lN)ssiamo (aundinhae muineiando il 

Teortmia. Bsisto)ìo 2 Hi omonogra fie tra sfar nuoiti ia .sr la 
coììjignrazione dei flessi di una cubica, le quali formano nn 
grappo in isomorjismo meriedrico [ 1 , 18j col grappo tetrae¬ 
drico sopra la retta. Il comprende : 

18 ouiogratie che lasciano ferme tutte le cubiche del 
fascio sizi^etico, formanti mi sottogruppo invariante F^^; 

altre 144 omograiie che lasciano ferma mia cubica ecpii- 
anarinonica del detto fascio (col relativo trilatero liessiaiio), 
pernuitaiido ciclicamente le rimanenti tre; 

ed iiitìiie altre 54 oinograhe cicliche del A? ordine che 
lasciano invariate due cnbidie armonidie del fascio, hessiana 
Fniia d(^ll’altra, 

Osserveremo che la considerazione del gruppo d’onio- 
gratìe F^jg, permette di ritrovare facilnimite molte proprietà 
del fascio sizigetico, già riconosciute in modo diretto; per 
es<mipio cln‘ i quattro trilateri iiiflessionali sono (Mascuno la 
liessiaua di una sola cubica (cipiianannonicn), e che le sei 
cubiche annoniche del fascio sono — a coppie — hessiana 
Pinia dell’altra. 

Anche le qaestioni di realità concernenti la eontigura- 
zioiie dei tiessi d’iina cubica rtmle, vengono (pii lumeggiate 
c (v)inpl(date. 

:>2. Nota sulla superHcie di Rìeinaiiii relativa a mia 
culuea. — Alla cubica piana senza punto doppio (cioè di 
geinuH* 2 ^ = 1), considerata come luogo di punti reali e im¬ 
maginari, corrisponde una siiperiìcie di Iheiiianii di cui si 
può prendere (^ome tipo il toro o anello. I^a costruzione di 
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rieiiijujniuijji risnlhi infilati (Ijiirecjjiazioiie iioniiale della 

if — :C^ — 1>X -f- (j ; 

la funziono a diu^ mini y{x) i)OsKio<le 4 punii di dirama- 
ziono, cioè lo radici dell’equazione = a cui si 

a^^»‘iuii^e il Illudo all’iiiliiiib) (corrispondente alla tangente 
di flesso). Si ottiene così una siiperlicie di KiiMiiaiin a due 
fo^ìi die, mediante la semplice trasforiiiazione di C-riLii’OKO, 
si riduce a una siqjerfìcie anulare (cfr, L. 2‘, § 3>8; voi. I, 
pag. 382). 

Ora Kiaux C) ha osservato che la costruzione della 
siqierflcie di liiemaiin relativa alla cubica (o ili generale 
ad lina curva ([iialsiasi) si può riattaccare alla nozione 
della forma della curva reale, che viene assunta come linea 
di passaggio fra piò fogli, luediante il procediineido che 
segue, 

IVr chiarezza si cerchi dapprima di costruire la super- 
licie di Riemaiin, U, relativa ad una coiiiiai reale, por esempio 
ad mia ellisse (7, che verni considerata come inviluppo delle 
sue taiigeiiti, I punti della siii>erflcie li coiTispoiidono biiiiii- 
vocauieiite alle tangenti reali e iiiiuiagiiiarie di C. Facciamo 
che a una tangente reale di C corrisponda il suo punto di con¬ 
tatto, nieii tre a lina tangeiite iinniaginaria venga associato 
il punto reale in cui essa iiiterseca la taiigmite coniugata, 
questo punto corrispondendo così a due tangenti diveise. 
Ter (al modo la snperflcie B viene rappresentata sulla regione 
ili piano interna a ( 7 , contata due volte: ogni punto interno 
a Cy come intersezione di due langeuti imiuagiiiarie coniu¬ 
gate, è iminagiiie di due punti di li, mentre i punti della linea 
di contorno, come intersezioni di due taiigeiiti iiflinitamente 
vicine, risultano iiiiiiiagini di due punti coincidenti di B. La 
superficie J?, i cui punti corrispondono biunivocameiite agli 
elementi (inaiti o (angeiili) reali o no di (7, viene così rap- 
preseiflata doppiainente sulla regione di piano interna alla 
ellisse (7, dove la C (ìgnra come curva di passaggio fra due 
porzioni dì li, allo stesso modo che la superficie di un 
ellissoide, il ipiale venga proiettato sul piano da mi punto 
esferiio in guisa che C risulti immagine del contorno appa- 


(U Malli. Aiìuali‘ìì, Ud. 7, pag. i558. 
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reiite. Iii conclusione <iuesto ellissoide fornisce la snperlìcie 
di liiemaiui IL 

li procedimento indicato si estende alle cubiche. Alla 
curva data di terz’ordine si sostituirà mia citrra ili ivroa 
cìuH.se^ (7, che se ne deduce con una correlazione del piano. 
La snpcrticie di Itieinaiiii, ii, relativa alla data cubica, si 
trova in corrispondenza liiunivoca con f insieme <lell(^ tangenti 
a C. Ora, a<l una tangente reale di C si farà corrispoinlere 
il suo punto di contatto, ed invece a<l una tangente iiiinia- 
iiinaria il punto reale in cui essa interseca la tangente coniu¬ 
gata; per tal modo la li viene rappresentata sopra una super- 
tìcie piana doppia avente per contorno la linea inviluppo (7, 
e cioè sopra la regione di piano per cui passano due tangenti 
immaginarie (ed una tangente reale) alla curva di terza 
classe C. 

Per costruire li occorre riconoscere la forma delle linee 
di terza classe, C, <^>uesle possono essere costituite di uno o 
di due rami, corrispondendo per dualità alle cubiche unipari ite 
e bipartite. Al ramo impari della cubica, che contiene tre 
tiessi in linea retta, (‘OiTÌspon<le per dualità una curva tricu¬ 
spide, priva di dessi, le cui tangenti cuspidali passano 
per un punto; al ramo pari (se esiste) corrisponde per dua¬ 
lità una curva, (7o, priva di tiessi e di cuspidi. TLconosciaino 

che: le linee e (7^, considerate 
come luogo di punti sono curve 
pari. Anzitutto la curva complessiva 
è di ordine 3.2 = 3, 
ossia è una curva pari; perciò se 
lino dei suoi rami fosse iiuiiari anche 
l’altro ramo dovrebbe essere impari, 
e «jiiiinli le e (7., si segherebbero 
in un plinto (*) che risulterebbe 
<loppio per (7; in\ eoe la C non pos- 
sie<le punti doppi, fuori delle tre cuspidi di 6 \. 

La curva tricuspide (7^, essendo mi ramo pari, e^piivale 
topologicamente a un cercliio, cioè separa il piano in due 

(b Con una defonuazìone continua due rami impari possono sempre 
ridursi a due rette, e ciò ha per effetto dì togliere eventualmente un uuuiero 
pari di intersezioni; si vede così che due rami ìmpari hanno almeno un 
punto comune; a tale proposito vedi $ 34. (Cfr. Staudt « Geometria di 
Posizione », $ 1). 
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rei>ioiii ; diniostrianio die qiielhi contenente il punto, O, (*oiiiiine 
alle tre tangenti cuspidali, è la vegioiK^ intfniia per dasenii 
punto di essa vi sono <inindi, come per O, tre langeiiti aC^, 
mentre — passando da un punto interno a mi pinito della 
regione esterna — due fra le tangenti noiniinite divengono 
iniiiiagiiiarie, e cosi per ini punto esterno vi e mia sola 
tangente alla C^. 

Ter dimostrarci che 0 è interno al ramo occorre sta¬ 
bilire che ogni retta per 0 sega in due punti; ora ciiiesto 
accade per le tre tangenti cuspidali che concorrono in O, 
cluiiidi anche per tutte le vette comprese nei loro angoli, 
giac'cdie ima retta seccante del fascio 0 potrebbe divenire 
non seccante solamente passando per la posizione di mia 
delle tre vette clelP inviluppo, che sono le nominate tangenti 
ciispi<lali. (Taluno potrà chiarire cpiesto ragionamento tra¬ 
sformandolo per dualità, ciò che porta a considerare la lìgiira 
del ramo impari di mia cubica, cmii la (piale si ha maggior 
familiarità). 

Invece la curva (7,, costituita da un ovale senza tiessi, 
divide il piano in due regioni, in guisa che per i punti della 
regione cisterna passano due tangenti ad essa, nicmtrc^ pcn* i 
punti interni non ne passa alcuna. Hi deduce che (se esiste) 
eompreiide nel suo interno (7^, giacche altrimenti si avrebbe 
mi punto, esterno a e interno a 6\, per cui passerebbero 
cinque^ tangenti di C=C^ l-C^^- 

(Yw posto (listingiiiauio due casi, secondo T esistenza o 
meno del ramo ovale O.,. 

Primo caso: curva (7 costituita di un ramo tricuspide (7^ 
e di un ovale C., a cui (7^ è interno. La siiperticie di Hieniaini, 
relativa a (7, viene rappresentata doppiamente sopra la regione 
di piano compresa fra le due curve e in guisa die (y\ 
e C., tigiiraiio come curve di passaggio. Ora la suddetta regione 
piana, considerata dal punto di vista topologico, ecpiivale a 
una corona circolare, che, contata due volte, si può considerare 
come un toro schiacciato, o anche (?oine pvoicvdoiie doppia 
di mi toro di cui i nominati cerchi costituiscano il contorno 
apparemt-e. 

Secoudo caso: curva C costituita dal solo ramo tricu¬ 
spide (7j. 

IjU superficie di Rieuiami, relativa a (7, viene rappresen¬ 
tata doppianieiite sulla regione di piano esterna a 6\, figli- 
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rande come linea <li i>a.ssaggìo. ]\Ia dal punto di vista 
topologico <piesta regione equivale alla regione piana esterna 
a<l un cerchio, e j)erciò la ao>stra riemanuiaiia equivale alla 
superficie dell’iperboloide di rotazione ad una falda avente 
il detto cerchio come cerchio di gola, il «piale iperboloide per 
proiezione ortogonale ricopre due volte la nominata regione. 
La superficie dell’iperboloide a«l ima fahla, considerata nello 
spazio proiettivo, costituisce evidentemente una superficie anu¬ 
lare, e<piivalente al toro. 



Caimtolo IV 


Appendice: realità e continuità; 
geometria niimerativa. 


A eoinplemeiifco degli sviluppi couteiiiiti in questo libro 
raccogliamo qui alcune note storiche, dalle quali prendiamo 
occasione per illustrare importanti priucipii di ricerca. 

Gli argomenti trattati possono apparire, a prima vista, 
senza connessione'fra loro; giacché chi cerchi, per esempio, 
il i)ossesso delle principali nozioni di geometria iiumerativa, 
potrà dispensarsi dallo studio delle questioni di realità, che 
oc(aii)a la prima parte del capitolo. Ma il legame fra le idee 
dominanti (piesfe diverse parti appare dallo sviluppo storico: 
COSI appunto si riconosce in qual modo le considerazioni sulla 
forma delle curve abbiano suggerita quella visione della con- 
tiunità, che porge un fecondo principio di scoperta nei piu 
vari campi della ricerca geometrica. 

Aggiungeremo che, trattando come ai>plicazioiii del prin¬ 
cipio di continuità i primi problemi della geometria nume- 
rativa, usciamo dalF ambito della geometria piana che forma 
l’argomento di questo libro, i)er riferire alcuni resultati fon¬ 
damentali della teoria <lelle curve gobbe (^). 

33. Introduzione: cenno storico sulla classificazione delle 
cubiche e delle qiiartiche. — Nella teoria delle curve, cui si 
riferiscono gli sviluppi precedenti, vediamo un ordine di pro¬ 
blemi coìì carattere nettamente algebrico: l’immaginario 
essendo posto alla pari del reale, si tratta in ultima analisi 
ili formare sistemi d’equazioni algebriche, investigare i rap- 


d) Kingraziamo la signorina Bianca Zucchi die ha disegnato la 
maggior x>arte delle tìgure occorrenti in questo Capitolo e ci lia pure 
aiutato con infoiniuzioni hibliografìche concernenti la forma delle curve. 
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l)oytì dì dìi>eiulenza, e quindi calcolare i gradi delle equazioni 
resiiUanti che designano le soluzioni cercate. ]Ma lo scojm 
algebrico, che oggi ai^imre in i^rima linea, non è originario; 
negh inizi della Geometria analitica, e massime per Descartes 
e Newton, F interesse immediato si riattacca al i)robleiiia 
geomelrico concreto di determinare la forma della curva 
rai)i)reseutata da iiiFequazione algebrica reale; e a questo 
scopo vengono subordinati i principali problemi oiuF è uscito 
il corj )0 di dottrina che forma oggetto <lella nostra esposi¬ 
zione. Nominiamo in ispecie i seguenti : 

1 ) llicerca della forma delle curve in senso dìp'erenciaJey 
cioè nell’intorno d’nii punto: determinazione della tangente 
e dei massimi e minimi, approssimazioni successive e sviluppi 
in serie di Taylor, analisi dei punti singolari. 

‘2) Ooraportameiito dei rami di curva alF infinito: asin¬ 
toti e svilni)j)i in serie (convergenti asintoticamente) di 
Ohamkk, singolarità all’infinito ecc. 

‘1) Proprietà di simmetria delle curve considerate nella 
loro integrità: diametri e curve diametrali, e quindi curve 
polari (cfr. § 4). 

Per intendere storicamente lo sviluppo della teoria così 
disegnato, giova rij)ortarsi all’intuizione metrica delle figure 
che precede la costituzione della Geoinetria i)roiettiva. Questo 
punto di Austa è dominato dalla distinzione fra rami chiusi 
ed aperti, iperbolici e parabolici, che j)rende origine nello 
studio delle coniche, e si estende naturalmente alla clas¬ 
sificazione newtoniana delle cubiche. L’osservazione di De- 
SAKGUES, circa la possibilità di derivare da quelle del 
cerchio le j)roi)rietà proiettive delle coniche, e così la 
genesis per nnibras^ mercè cui Newton derÌA\a le cnbiclie 
dalle parabole divergenti, non porta ancora nn concetto 
unificatore delle varie specie di curve j)roiezioni di una 
medesima. 

Infatti F accennata generazione, che Newton (1704) 
enuncia senza dimostrare al termine della sua « Ennmeratio », 
costituisce i)er l’Autore nn semplice complemento anziché 
un principio. Fondamento della classificazione newtoniana è 
invece la distinzione delle cubiche in quattro famiglie, che 
si ottieiK^ 4*onsidei*ando una conica diametrale, in rapporto 
ad un i)unto all’infinito della curva. Preso come asse // una 

per questo punto, reqiiazioiie della curva a^siimc* la 
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forma 

1 ) ìf(<(x -I- h) + ìf VX- + (ìx 1- v) — (fx^ -1- gf.r’ hx + i) = 0, 

dove manca il teriniue in ìf\ 

11 Ino^o (lei ponti ili mezzo delle corde parallele all’asse y 
è la conica 

2) 2axìj 21 ) 1 / ex- + dx + c — 0, 

cioè — in generali^ — nu’iperbole avente nu asìntoto paral¬ 
lelo all’asse ?/, che è pure asintoto della cu]>i(*a. L’iperbole 
diametrale riferita a^l’asìntoti acquista mi’eipiazione del tijio 
rt 7 / = 7t, sicché la corrispondente trasformazione di coordinate 
porta 

IVrtauto, se l’equazione della cubica — dividendo 

per a — si riihice: 

I) xy- -L eì/=fx^ q- gx' hx + i. 

Quando sia (^ = 0 la conica diametrale divei[ta una parabola, 
corrispondentemente alla circostanza che due punti all’infi¬ 
nito della cubica coii[cidoiio, ma il terzo punto rimane distinto 
finclìè sicché prendendolo come punto all’iufìiiito del¬ 

l’asse // si ottiene ai[eora la riduzione al tipo I). Se iiivec(‘ 
e c = (>, (la cubica ha come tangente di flesso la retta 
all’infinito) e l’ip(n’hole dia[uetrale si riduce alla retta 

2hy -I- dx -f- c = fi, 

da completarsi colla retta all’i[ifmito; codesta retta diame¬ 
trale si pu('> assu[nere come asse .t, tranne che sia parallela 
all’asse ?/, e in (luesto caso può ass[iniersi come asse y salvo 
che diventi la retta all’infinito. Corrispondentemente si otten- 
i!:ono, accanto alla 1), le tre faini«li(' di ('iihiehe: 

IJ ) y- =/lr^ -1- -L hx q- /, 

III) xy— fx'* d- (/;r’ + hx -t- i , 

IV) y = fx^ d- gx' d- hx d- /- 

Nuwton analizza ((uindi le cubiche d(41e varie famiglie 
tisolveiidone l’equazione rispetto ad //. Così ad esempio per 
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le eubiehe della priina famiglia, egli e oondott^o a distinguere 
i casi in cui vi sono tre asintoti reali, opijure un asintoto reale 
e due immaginari, oi)i)nre la (uibica tocca la retta imiìropria 
(che assorbe due asintoti) e x>ossiede ulteriorinente un asintoto 
proprio^ o inline la cubica possiede un asintoto e un punto 
doppio alV infinito^ ecc. 

Anche le classiflcazioiii delle cubiche che seguono a (piella 
di Xewtox, per ox)era di Buekuo e Oiìameii, rixjosano sopra 
un’intuizione metrica, x)reiideiido come punto di i)arteiiza il 
coinportaniento della curva all’inlinito e l’esistenza o meno 
di asintoti: si distinguono ulteriormente gli asintoti che hanno 
semplice contatto eolia curva, i quali sono accostati da due 
rami aptu-ti giacenti da l)ande oi>poste, e gli asintoti che sono 
tangenti di desso, i (piali vengono accostati da due rami, o 
da due lati d’uii ramo, giacenti in uno stesso seinij)iano. 

Frattanto i>erò il nuovo concetto unificatore della Geo¬ 
metria i>roiettiva guadagna rai^idainente terreno: in forza di 
tale concetto tutto il capitolo concernente le j)roprietà asinto¬ 
tiche delle curve doveva ridursi allo studio delle proprietii 
differenziali relative all’intorno d’un punto, o dei punti, in 
cui la curva e segata da una retta (lualunque. Infatti Pux- 
(’ELET ha messo in chiaro che i punti all’infinito del piano 
d(dd>ono ritenersi costituire una retta impropria^ la quale 
— secondo il punto di vista delle proiezioni — non si distingue 
dalle rette, nel significato pro^ìrio della ijarola. 

>Sorge così la nozione dei rami reali d^ una curva in senso 
proiettivo, E la distinzione in rami che qui viene fatta signi¬ 
fica: riducibilità della curva nel campo rcu/c, due rami ax)pa- 
reiido come curve rapiiresentative di funzioni algebriclie che 
non si i)rolungano i)er contiiinitù analitica l’una nell’altra 
mentre la variabile si muove nel campo reale; s’intende che 
il xìrolungamento non avvenga neppure attraverso un punto 
critico, come accade invece i)er due archi di un ramo nel 
punto di contatto di una tangente iiarallela all’asse y o di 
una cnsx)ide. Codesta distinzione dei rami in senso integrale 
reale^ non deve diimiue confondersi con la distinzione dei 
rami in senso differenziale che occorre iiello studio delle sin¬ 
golarità e che significa riducibilità della funzione algebrica 
nell’intorno di un i)nuto (cfr. L, F, 11, 12, L. 2% § 3(1), 
ineutre la variabile si muove in tutto il campo complesso. 
Alla quale si piic'i riattacare, come e detto innanzi, la distia- 
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zìolie (lei rami iìi senso metrieo^ die viene subordinata alla 
tlassìjwazione dei tiin proiettivamente distinti^ tagliando la 
curva con la retta all’iiilinito. 

Alla chissiiìcazioiie proiettiva si attacca ora l’interesse 
essenziale. Così Oiiaklks (1855) mette in luce il vero signiti- 
cato della riduzione delle cubiche alle parabole divergenti, 
scoi)erta da Nkwtox (cfr. § 2G): ne segue la pili seinpli(*e 
discussione della forma delle cubiche in rapporto all’ecina- 
zione normale, che noi abbiamo svolto nel citato § 2(i, sulle 
tracce d(d Salmox (1iS 52). Tuttavia la classitìcazione che 
PLUCKnn da delle cubiche nel « System der aiialytiscìieu 
Geometri(‘ » (1855) è sempre concepita dal punto di vista 
inetrii^o, <|iiantnn(|ne per altri riguardi vi appaia l’intliienza 
del ptnisiero di PoN(’KLnT, segnataiiieute per (pianto con- 
cerne il concetto della contiiniitìì di cui discorreremo pih 
avanti. 

Il punto di vista proiettivo compare nella scuola tedesca 
per opera di Stauot e 3r<)nirs da cui riceve nn iniportaiite 
iiicreineiito. Staudt (1847) pone i principi dell’analisi topo¬ 
logica del piano proiettivo real(‘ distinguendo le linee chins<* 
pari e impari; ]\I()inrs (1852) (‘) svolge da <inesto punto di 
vista la classitìcazione delle curve del terz’ordine. Frattanto 
PioLLAMTis (1852) (•) intraprende la classificazione delle cnrv(‘ 
di terza classe. 

j)i buon’ora le ricerche di XnwTox sulla forma delle 
cnbiclu^ (hTtero impulso ad analoghe ricerche concernenti h^ 
qnartiche. (^>ni è da menzionare anzitutto la classiticazioin^ 
dovuta all’abate di PiiAGELOifXn (I850-t852) (^), il <pial(‘ 
distingue i ipiattro casi in cui Peipiazione della qiiartica 
possa ridursi di grado I, 2, 5 ris])etto a una varialiile, oppure 
rimanga essenzialmente di grado 4, cioè i casi in cui la<(nnr- 
tica poss(\gga all’infinito un punto triplo, oppure doppio o 
semplice, o inveire non abbia alcun punto reale all’intiiiiro. 
Krunuo o GuAMint, nei loro citati trattati del t848 e I85u, 
riprendono Io studio delh^ (jiiartiche, analizzandone la forma 
in rapporto alle iiitersi^zioiii con la retta all’intìiiito; tuttavia 


(U Abli. 1. 

(~) Atti ilellTstitato Voiicto, III, 4. 

(•^) Mémoiros <le PAcjulóiiiit* de Srieuees de Paris. 
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<iueste ricerche uou sono scevre da errori e vi si rivela mia 
iusiitticieiite nozione delle curve asintotiche, tangenti od oscu¬ 
latrici ad lina data in mi punto all’influito. 

Una (dassitìcazioiie accurata delle qiiartiche, basata sopra 
un esatto concetto delle curve asintotiche, vinnie svolta da 
rLUi’KER nel suo trattato del 1839. Peucker osserva anzitutto 
che se una curva d’ordine a, 0, possiede come asintoto 
una retta ^> = 0, l’equazione della curva si lascia porre sotto 
la forma 

P.fn —1 fn—> d, 

e che il iioliiioiiiio si riduce all’ordine u — m (w :> 2) 

qualora l’asintoto p possegga con la curva mi contatto 
^a-pnnto. 

(pillando la curva = tocca in un punto 0 la retta 
all’influito, vi e una parabola osculatrice che tocca in 0 la 
curva con un contatto quinti punto; designando <*oii 

p" Iq = 0 

questa parabola, l’equazione = 0 assume hi forma 

iP ^1“ 0^ 1 ' U.Ai—3 4 ““ d, 

dove j>, r sono poliiioini <li primo grado. 

Le equazioni canoniche relative alle curve asintotiche, 
che si ottengono prosegneudo (piest’ordine di considerazioni, 
permettono a rnucKEU di classitì<'are tutti i tipi di (|narticlie 
in rapporto alle intersezioni con la retta all’inliuito del piano, 
die — a seconda della realità o meno di «(uesti <iuattro punti, 
e delle loro possibili coincidenze — danno luogo ad »s classi, 
distinte poi in diversi tipi. 

Nuove ricerche sulle forine delle (piarticlie vennero intra¬ 
prese da Oaviuov ìI 8(>5) (^) e poi da Zeutjien (1874); la das- 
silìcazione stabilita da (|(iest’nltinio porge risposta ai problemi 
fondamentali die qui si presentano; ne riferiremo particolar¬ 
mente nel § 35. 

.‘U. La classificazione proiettiva delle cubiche e il me- • 
lodo di piccola variazione. — A fondamento della das- 
sitìcazioiie inoieltiva delle curve reali, sta la proprietà 


(9 « On QuMi'tics Curve» /> Phil, Magaziur. Voi. 29. 
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t<)i)oio.i»ica del piuuo proiettivo <li possedere due specie di 
chiuse 

lincea (hfIntere) che dividoDO la superlicie piana in due 
parti, cioè linee topologicamente e(iiiiva]en(i atl ini cerchio; 

e linee ftìiiìatere equivalenti ad una rettOj jicr cui non 
è possibile distinguere mi lato destro e un lato sinistro, scain- 
bianilosi l’imo coll’altro ([luiiido si percorrer la linea. 

Le linee della iirinia specie sono caratteriz/ate dalla pro¬ 
prietà di possedere nii ninnerò pari d’intersezioni con mia 
rc'tta (eouii)iitati dehitaiuentt^ i contatti), e perciò si dicono 
linee fari] iuv(‘ce \o linee della seconda specie sono Uìhc 
óa/m/v, aventi ini iininero dispari d’intersezioni colle rette 
del piano. Accade infatti che, mutando con continuità la 
posizione d’iiua retta variabile, possa imitare il iiiiuumo <lelle 
intersezioni (reali) che essa ha con una linea chiusa, ma i 
punti d’intersezione spariscono ti coiupaiono sempre a coppie, 
attraverso i contatti, e ijcrciò il ninnerò anzidetto si iiian- 
tieiH^ sempre pari o dispari al variare della retta. 

In forza di ({iiesta stessa osservazioni^ (di Poxcklkt) si 
ha con jNlblues: 

Una linea pari ha sempre toi namerò pari 4Ì intersezioni 
con qualsiasi altra linea chiusa del piano, pari o impari. Due 
linee chiuse impari hanno un numero dispari d'^ intersezioni ; 
perciò questo iniuiero non può mai essere zero. 

Ora si possono fare alcune faidli ossmu azioiii circa i rami 
o circuiti che coinpoiigoiio ima curva algebrica, e in parti¬ 
colare una cubica. 

1) Una curva algebrica reale si compone di rami o 
eircuiii distinti in senso proiettivo, che possono essere linee 
Ilari (bilatere) o impari (iinilatere). 

2 ) Una curva algebrica, senza punti doppi non imo 
possculere due rami impari; giacché (piesti avndibtu’o almeno 
un punto coiinnie, che risiilteridibe doppio xier la curva. 

b) Una (‘iirva algcd>ricu d’ordine pari, smiza punti doppi, 
non può possedere rami impari, una curva d’ordine dispari 
contiene certo un ramo impari ed altri (‘ventilali rami pari. 

4) In particolari» le curve di terz’ordine, prive di punti 
dopili, possi(*d(‘raiino stmipre un ramo impari ed eventiial- 
iiieiite nnclu^ un ramo pari. i^)u(‘st’ultimo ramo ò lud orale. 


(b Cfr. L. 2\ 35. 
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cioè mia linea chiusa bilatera i>rira di JiessL Infatti nna (au¬ 
lente di flesso dovrebbe avere (almeno) una (juarta interse¬ 
zione col ramo pari. 

5) Un ramo impari (non rettilim^o) possiede sempre un 
iinnnn’o dispari <li flessi, e nn ramo pari iie possiede mi 
numero pari (o zero). 

Infatti sia C nna linea chiusa tracciata n(4 piano proiet¬ 
tivo e P un punto generico di essa, ove la tangente p lascia 
rintorno di P tutto da una parie. Quando si percorre la 

linea (7, partendo da P e ritornainlo 
in P, in mi dato vm-so, la tangente p 
ritorna sempre alla posizione iniziale 
dopo essere passata dall’mio all’altro 
lato della linea ogniqualvolta il punto 
di contatto e passato per nn flesso di C. 
Ora se la C e nna linea bilatera accagli*! 
che — dopo nn giro — il lato della 
linea (1 a cui appartiene p, diciamo 
p. es. il lato destro^ riloriia in se stesso, 
<inindi nel movimento di P si <l(^ve 
incontrare mi ninnerò pari <li dessi. 
Se invece la C è nniiatera, percor¬ 
rendo P la linea il lato <lestro si 
cambia col sinistro; affinchc la tangente p si trovi — dopo 
il giro (‘onipinto — dal lato opposto a ([indio da cui , siamo 
partiti, bisogna clic P abbia iinmntrato sn O ini ninnerò dispari 
di H(‘ssi. c. d. (1. 

G) Un ramo impari, privo di nodi o di cuspidi, possiede 
ahm^Ho tre /^r.v.sd. 

Miimcs stabilisca* (pn^sla proposizioin^ proi(*(landò la curva 
sopra nna sfera, dal suo (dentro, riferendosi all’intiiizioin* 
della linea così tracciata sopra la sfera, dove deve (3ss<*r pos~ 
sibili» passare da nu punto della sfera al suo opposto. Il 
ragicmanieiito di ]\I<)nj us si lamde pin (chiaro, restando in*! 
piano, ove si immdi all’inliiiito nn Messo della curva impari, 
sicch(* i (Ine archi O c (T (hdla curva, (die si rialtac(*ano 
all’iniinito, giacciano dalla nie(h*sinni parte dell’asintoto u. 
Allora, pm'correiido di sc^gnito i due archi C e C' della curva 
S(*nza attraversare il pniilo all’intìnilo, l’angolo (l(*lla taii- 
g<*nte (toii l’asintoto, che dapprima cresce a partire dallo zero, 
d(*V(^ imi ridursi congruo a zero; eie') ('* possibile» in dm» modi: 
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se la taiigeiite compie nii giro completo, caso in cui la curva 
l>ossiede mi nodo; oppure se vi è (pialche flesso (o cuspide) 
ove s’iuverta la direzione della tangente. 

Senza fare apptdio all’intuizione precedentemente invo¬ 
cata, si pnò dimostrare la proposizione 6) nel modo segiiente, 
die si a 2 )plica immediatamente al ramo d^vua caiiea, ma 
a 2 ) 2 )are anche estendibile a curve d’ordine superiore. 

Sia dmnine C il ramo impari di una cubica, che possiede 
certo (in flesso F. Preso sn C un i)nnto a icino ad F, il suo 
tangenziale P' si trova sn C dall’altra parte di F. (^>iiesta 
osservazione fondamentale si riattacca al fatto che la tan¬ 
gente di flesso lascia da bande oj^jmste due archi contigui 
di curva i (piali volgono ad essa la loro convessità. 

Ora, (piando P si muove jxM’CoriHnido la linea C, a partire 
da F e in iin dato verso, P' iiercorrerà la medesima linea 
chiusa in senso ìka erso, giacché, iirosegneiido P il suo movi¬ 
mento, non jiotrà invertirsi la 
direzione del inovinieiito di P' 
lino a die P non cada in un 
nodo oiipnre in un flesso 
(punto di contatto di una. tan¬ 
gente stazionaria) dove 
cohiciilc con P': iSi deduce 
che P e P', movendosi in 
senso ojiposto a jiartire da P, 
s’incontreranno sulla (albica . 
ini’altra volta ahiieiio, ciò 
cli(‘ a(‘.ca(h? in nii fl(‘sso. bo¬ 
tisi che, se la (;orrisi>ondeiiza fra P e P' fosse niiivocamentc 
inveriil)il(^, si troverebbe soltanto mi se(^ondo punto unito (di 
flesso), conn» accade jicr 1(‘ xiroiettività dis(*ordi sulla retta; 
ma la corrisjiondeiiza \PP'^ non (‘ niiivocaiiiente invertihil(‘, 
d’a(*eord() colla lu^cessità ch(‘ si a))hia sn C nn numero dispari 
dì tlc^ssi, o, ([oiiidi t(*(‘ almeno. c. d. d. 

[Osserveremo che ove si voglia esteiider(‘ il ragionaiinnito 
l)recedente al caso di line(‘ iini)arì O, d’ordine > o, si ch've 
considerare la jnissihìlità cln^ un jmnto P^ scelto in nii certo 
tratto (1) C, jiossegga jiih tang(mziali P\ P"....^ e cli(‘ due di 
(piesti — j). es. P' e 7^" — vengano a (X)lncid(M*e, divenendo 
l)oi iiinmigìnari (piando P pros(‘gii(‘ a 2 )(^rcoiTer(» la (7; ina 
(piesta eveiitnalità, che non i)erniette di estendere senz’altro 
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il riigioiiiiiueiito i)rece(leiìfe, porta die la linea C possieda 
una taii.^eute doppia a contatti reali e contenga un fle^^so 
nell’arco racchiuso fra questi due x^^iiiti; si riconos(*e allora 
che lo stesso arco jìossiede un secondo flesso]. 

7) La cubica dotata di nodo si inib riguardare come 
riunione di un ramo jiari K (occhiello) e di iin ramo impari K', 
ch(^ si congiungoiio nel nodo O; e apj)ena necessario avver¬ 
tire che ciascuna delle due linee suddette si chiude ad angolo 
nel nodo stesso. IsTella parte fuori dell’occhiello, che costi¬ 
tuisci^ il ramo impari, la cìfiica nodata possiede un flesso. Per 
dimostrarlo in quest’ordine di idee luocediamo (*ome segue. 

Anzitutto il ragionamento svolto innauzi, alla lu’op. 5, 
dove si considera l’intiera cnldca come una linea chiusa, non 
(^ade in difetto per la circostanza che la linea attraversi se 
st<\ssa, sicché siamo autorizzati ad affermare l’esistenza di un 
desso almeno. Questo non potn'i certo cadere sul ramo pari K 
come già abbiamo notato. Ora se 7^^éun desso, appartenente 
a K\ si riconosce che la linea Iv viene divisa da F e da 0 in 
due archi tali che ciascun punto dell’uno ha il suo tangen¬ 
ziale sull’altro, donde segue che non contiene altri dessi* 
Infatti basta osservare che ogni punto F' di Iv è tangenziale di 
due punti della (‘ubica (che per ipotesi ha un ininto doppio) 
e (die uno di questi punti descrive 1 ’(^‘hiello A', mentre P' 
des<‘i‘ive F'; si deduce che sopra K' si ha fra i i>iinti e i 
loro tangenziali F' una corrispondenza biunivoca discorde, le 
cui (Ine coincidenze cadono uj»a in F e l’altra in 0. 

In conclusione mia cubica dotala di nodo possiede un 
solo desso reale. E (piesta (*oiiclusione si accorda co} passaggio 
alla forma limite della cubica con cuspide, pia* cui le formule 
di PlikuvEK danno un solo desso, giacchi^ nel passaggio si 
V(‘de invariato il numero dei flessi reali. 


8 ) Il ramo impari d’ umi cubica non pim avere più di 
tre dessi e quindi (per la prop. 0 ): il ramo impari d^ una 

cubicaf che non possegga 



un nodo, contiene preci¬ 
samente tre flessi, 

Mbniijs stabilisce 
(piesta propri(dù attra¬ 
verso le seguenti : 


a) Una cubica 


non pm') avere due massimi o due minimi rispetto ad una 
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retta, poiché si troverebbe una taugeiite doppia o una retta 
che incontri la linea in 
4 punti. 

h) Se tra due 
punti, A e B, del ramo 
impari d’una cubica, 
vi sono due dessi, c’è 
auclie ini massimo o 
nn minimo rispetto alla 
retta AB, ' 

Ciò posto se si avessero quattro dessi vi, B, L\ D. si 
troverebbero due massiini o iniiiiini fra due punti, il che è 
(^schiso dal lemma a). 

I leiiuni a) v 1)) su cui riposa la dimostra/ioiie della 
prop. 8 hanno carattere intuitivo, ina occorre un’analisi deli¬ 
cata se si \ noi pioceder(‘ con rigore. Ce ne dispeusereuio 
prendendo un’altra via che si basa su considerazioni di con- 
delle quali si mette così in evidenza la <»raiide fecon¬ 
dità in quest’ordine di (piestioui. 

Consideriamo una cubica variabile: con variazione con¬ 
tinua dei parametri si può passare dalla cubica generale uni- 
partita alla bi])iirtita e viceversa, attraverso mni forma lìmite 
ili passaggio in cui l’ovale si riduca ad un inulto isolato; 
frattanto il ramo impari della cubica variabile conserva sempre 
lo stesso numero di d(sssi, iiuperoccliè i dessi reali posNouo 
divenire immaginari soltanto a coppie attraverso forme di 
passaggio in cui diu^ tiessi coincidano, menire sidatta coinci¬ 
denza non può aversi che in ini nodo della cubica (essendo 
escluso il caso di una tangmite (inadripunta). 

Ciò posto, il ninnerò dei dessi che appartengono al ramo 
impari di una cubica generale sara uguale al uiiiuero dei 
tiessi della cubica dotata di punto isolato; ora su questa curva 
razionale la corrispondenza fra il punto P e il suo tangen¬ 
ziale B' è una corrispondenza [2, l], che al massimo avrà tutte 
e tre le coincidenze reali: il uiuiiero dei dessi reali (coinci¬ 
denze di B e B') non potrà dunque sup(u*are 3, v sarà preci¬ 
samente uguah‘ a. questo numero. c. d. d. 

Soltanto lud caso iii cui la (‘libica acipiisti un nodo, coii- 
giuugeudosì in (|nesto il ramo impari e il ramo pari, si per¬ 
dono due dessi della curva. Jl modo di sparizione di ((iiesti 
due filassi si rende chiaro osservando le forme dell(‘ cubi<*he 


M 
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prossime ad ima cubica iiodafa. rongasi il nodo lu^ll’origine 
delle (Coordinate e assiimnnsi come assi le tangenti principali; 
allora rtMpiazione della cubica prende la forma 




e le cubiche, prossime alla nominata, 

xìf 1- 1: ^>3 = 0 e xfj — le = 0, 

poss(^ggoiio come coniche approssimanti rispettivaineiit(c le 
iperbole 

xy -*}- /ì* = U e xy — fc = 0, 

le (juali appartengono alle due coppie di angoli oi)posli deter¬ 
minanti dalle rette a?, y. 8e, per es,, mi ramo della prima 

iperbole si trova nell’angolo 
occui>ato dall’ oecliiello della 
cn))ica, accade clu^ la cubica 
variala 

<^y + A- + 93 = 0 

è bipartita, mentre la 

xy — l- -h 9=3 = 0 

è uiiipartita (s’iiiteiide pcn* 1: 
assai pì(‘colo); la prima cubica 
si ottiene raccordando i due 
archi del ramo impari IC che si 
conginngoiio augolarmeiit(‘ nel nodo e, dall’altra iiarte, i due 
archi dell’occhiello A"; la S(ccoiida (vedi tig. a pag, 253) nasce 
raccordando ciascun arco di 7v con l’arco di 7v" clic l’incontra 
ad angolo nel nodo. 1/ esame di tali raccordi mostra che 
nascono in ogni caso due titvssi della eiihica variata, poiché: 

n) non nasino alcun Messo raccordando due archili che 
volgono ainlxfdiie la concavità all’angolo <*oinpr(‘so; 

/>) nascono invece due tiessi raccordando due archi vol¬ 
genti amlxuhie la convessità all’angolo compreso; 
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c) e tìiiulnieiifce nasce un flesso se si raccoiHlaiio due 
ardii uno dei quali volga la concavità e l’altro la convessità 
all’angolo compreso. 

lliassuittendo i risultati ot¬ 
tenuti ab])iauio die: 

Le e uh ielle reali danno 
Inogo a due famiglie topologia 
eamente distinte entro il piano 
proiettilo : 

I) cab ielle composte K 
d’mi solo ramo impari, con tre 
tiessi, 

II) e cubiche composte 
di mi ramo imjiari, con tre 
tiessi, e d’ un ovale. 

Come forme di passaggio 
tra le due famiglie si hanno: 

III) le cubiche dotate di no<lo, che posseggono un desso, 

IV) e le cubiche dotate di punto isolato: ramo impari 
con tre dessi. 

lutine la forma di passaggio fra le III) e IV) è 

V) la ciibii^a con cuspide, costituita da un ramo im¬ 
pari con un desso. 

Le considerazioni <li contiiiuità, luercè cui abbiamo sta¬ 
bilito il numero dei dessi reali d’inia cubica, vale anche a 
ilimostrare V esistenza dei due tipi di cubiche generali, pos¬ 
sedenti uno o due rami. Infatti il metodo di piccola variaoione 
di cui sopra è fatto uso, permette — come si è visto — di 
riconoscere che vi sono cubiche dei due tipi in prossimità 
d’iiua cubica dotata di nodo; è anche chiaro che ve ne 
sono in prossiuiità d’iiiia cubica dotata di punto isolato, 
giacche — mutando in senso opposto un parametro della 
cubica — codesto punto è suscettibile di scomparire, come 
un cerchietto nullo che diviene iiumagiiiario, oppure di dive¬ 
nire un ovale. 

Lo stesso metodo si può applicare partendo, non più da 
una cubica ii-reduclhile dotata di punto doppio, ma da una 
cubica composta di conica e retta secante: tutti i tipi di 
cuhiche reali si ottengono così, con piccola variazione, dalla 
figura d!^ una conica presa insieme con una retta secante. Il 
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paesaggio alle cubiclie generali con imo o due rami, viene 
indicato dalle annesse ligure: 






Come notizia storica diremo che le considerazioni di 
cioutiimità di cui qui è fatto uso aiipartengono a un ordine 
d’idee largamente sviluppato da Poncelet, che sarà ripreso 
ed esaminato nel seguito. Per lo studio della forma delle 
cubiche codeste considerazioni ricorrono nella classificazione 
di Plucker (1835). 

Infatti (presta classilicazione si basa sulla riduzione 
della cubica generale alla forma canonica aì>c — ?.d’p=0, 
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<love Uj 1), e, (1, e sono cinque vette; rnufivion assume Ja 
vetta d airinfinito, la vetta e contiene i tve tangenziali dei 
punti alFinfinito, ed 6, c sono i tre asintoti. Pertanto la 
forma della cubica Aieue dedotta i)ev coiitiuaiti'i a partire dal 
caso degenere del trilatero ahc (die corrisponde a X = 0). 
PrATCKKU considera le varie i>osizioni della retta r rispetto al 
detto trilatero, e la iiosizioiie dei centri critici o ininti doppi 
delle cubiche del fascio ottenuto al variare di A; appaiono 
così le cnbic^lie con ijimto dopjiio come forme di jiassaggio 
fra cubiche con mio e due rami. 

Pili tardi il metodo di iiiccola variazione ha ricevuto un 
impiego sistematico come modo iier dimostrare Vcsistenoa di 
certe forme delle curve reali; così iier esempio nelle ricerche 
di HAUXACn^, che menzioneremo piu avanti. 

*>5. Cenno sulla forma delle quartielie. — Una curva piana 
del qnart’ordine, priva di punti doppi, si comiione soltanto 
di rami pari: il numero di questi rami non i)uò superare 4. 
Infatti se una qiiartica, /v, potesse iiossedere 5 rami pari, una 
conica contenente mi punto di ciascun ramo aM’ebbt‘ con 
esso un’altra intersezione (almeno) e (juiiidi segherebbe/r in 
IO punti! 

Analoghe considerazioni i>rovauo che una quartica, la 
(piale possi^gga mi ramo interno ad un altro, è costituita sol¬ 
tanto da questi due rami, giacche si arriva altrimenti ad un 
assurdo, intersecando la curva con una vetta che congiiinga 
un punto di un ipotetico terzo ramo con mi ijunto interno 
ai due iirimi. 

Ora si può riconoscere che: esistono quariiclìc senza pHutl 
doppia rappresentate da equazioni a coefficienti reaìin che pos- 
seggono 4, 3, 2, 1 rami o anche 0 rami (caso in cui la (‘urva 
è interamente immaginaria). 

Quartiche siffatte si trovano come curve iirossiine ad una 
coiipia di coniche, tu prossimità di una coiijxia di ellissi 
immaginarie, rapjiresentate da equazioni reali, si trovano 
curve del cpiart’ordine s(mza rami reali. In prossimità di una 
coppia di coniche reali, con cpiattro intersezioni reali, si ti’o- 
vano quartiche V(^ali costituite da 1, 2, 3, 4 rami. Infatti, rife¬ 
rendoci all’annessa figura,si può passare ad una (iiiartica prha 
di punti doppi, prossima alla coppia di coniche ABCDEFGH^ 
ABCBE' F' G'ir j collegando gli archi che (convergono a eia- 
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♦senno dei pilliti doiipi By €% I) in duo modi diversi: p. es* 
colle^i’ando in .1 le coppie di archi Di/d, DH'A e BEAy BE'Ay 
opinire le BHAy BE'A e DH'Aj BEA eco. 


E’ E‘ 



G' G' 


*Si otteii^>'oiìo così 2^ = 16 forme di quarticlie prossime 
alla nominata coiipia di coniche, o fra (jiieste si riconoscono 
curve composte di 4, 3, 2, ] rami. 
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Lii costni/joiie precedente dà luogo in ogni caso a qiiar- 
ticlie dotate di 8 tle8>si reali: vi sono due flessi cbe scompaiono 
nella forma liuiite, riuueiidosi iu ini nodo, cosi come abbiamo 
veduto i)er la <*iibica. Ora, facendo variare i parametri di 
una <juartica, può accadere che i dessi reali scmiupaiano, o 
nascano, a coppie; le forme di passaggio iu cui due dessi 
vengono a coinci<lere pos¬ 
sono corrispondere; o a 
<|!!arUclie (;on un nodo, 
o a (piarticlie cou mia 
tangente quadripunta. In 
realtà soltanto in questo 
secondo (^aso, quando una 
l)itangente a contatti 
reali si trasforma in una 
bitangente a contatti im¬ 
maginari, si perdono ef¬ 
fettivamente due dessi; 
passando attraverso ad un 
no<lo rinasi'ouo sempre due dessi al posto dei due che si perdono. 

Le osstM'vazioni die i^recedoiio mostrano che la semplice 
applicazione del metodo di piccola variazione, a partire dalla 
forma limite di una coppia di coniche, non basta a porgere 
un’adeguata conoscenza dei caratteri proiettivi reali delle 
ijuartiche reali- Una classilìcazioue che tenga conto di questi 
caratteri si ottiene (m>ii Zkuthen (^), in base ad una distinzione 
(Ielle tangenti doppie, cui vogliamo rapidamente accennare, 

Zeutiikn chiama di prima specie d’nna qiiar- 

tica reale; 

a) le rette (^he toccano un ramo della curva in due 
punti reali; 

1)) e le rette (reali) aventi colla curva due contatti 
imniagiiiari coniugati. 

Il nome di hitangeuti di seconda specie viene attribuito alle 
c) rette die toccano in due punti reali due diversi rami 
d(dhi curva, 

L’importanza di (piesta distinzione e relativa all’ osser¬ 
vazione! seguente: 

Una (|uartiea reale generale, variando per continuità, 

d) Miitli, Ainuileii, Bd. 7, pag. 411. 
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iioìj i)uò i)er(lere o acquistare bitaiigeuti di i)rii)ia specie. 
Infatti : 

1) attraverso a forme di passaggio dotate di taiigeiite 
qiiailripiiJita le bitaugenti di i)riiua spcìcie a) vcjjgoiio soltanto 
scambiate colle J); 

2) le bitaiigeiiti di prima specie possono riunirsi a 
coppie, divenire iniiiiagiiiarie, passajido attraverso quartielie 
dotate di punto doi>i)io, lua un esaiin* approfondito (*) i)er- 
mette di riconoscere die, in tal caso, per ogni coppia di 
bitaiigeijti di prima specie perdala nel passaggio da ima ad 
un’altra forma, prossima alla forma limite, si acquista seiuiire 
ima niioA^a coppia siffatta. 

Consegiieuza di tpiesta osserva/ione è die tutte le qiiar- 
tidie generali posseggono lo stesso uiiiuero di bitangenti di 
prima specie, giacche si può passare per coiitiuiiità da ima 
quartica /=0 ad una 9 = 0 , entro il fascio + = 

Ora, p<n* valutare il numero costante delle bitangenti di 
xn’iiiia specie, basta riferirsi ad un caso particolare. 8i consi¬ 
deri, per esempio, la qiiartica razionale, dotata di tre i>iiiiti 
(loppi : 




'ir + — ti) 


= 0 ; 



le curve, prossime alla nominata, 
^==LA:, 


non lianno intersezioni con Q = 0, e 
— a seconda del segno di — giacciono 
tutte air interno o tutte all’ esterno di 
essa. 

Nel primo caso (curva interna) si 
lia una qnarti(^a composta di quattro 
rami (iinifolia), ciascuno dei quali jiossiede 
lina tangente doppia. Questa quartiea di PLrcKKU possiede 
duinpie 4 bitangenti di prima specie, e possiedi^ inoltre 24 bitaii- 
genti di seconda specie giacche le tangenti coinuni a due 
rami sono (pii (come p(U" due cerchi) in numero di 4 e le 
4.3 

Plucker ha iirnstrato appunto 


coppie di rami sono 


(q Zeutukn, 1. (*. 
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con tuie es(‘inpio che una quarlieu può avere tutte le 28 ))itaii" 
geliti reali. Ora ue dediieiaiiio <*]ie: oguf (ptarfica (fcuenfìe 
imHfiivde (jìfottro Intaugmtf di prinur specie. 

Su (jiie.sto resultato ZrxTiiEN fonda Ja elassitieazione delle 
(jiiavt ielle piane non singolari. 

<j>aan<lo un vaino della (piartiea, (elh^ per senix)lieita di 
iliseovso sni)ponianio lìnito) è l()(*eat() da ima restia o in <lne 
punti reali A, T>, in ciascuno di qiuvsti x)iinti la curva volile 


A B 



alla vetta la sua convessità, mentre o^iimio dei due avelli 
coinpr(\si fva i jiiniti di contatto, A e B, contiene iiu tratto 
che vol^e ad a la sua concavità; pertanto in ogninio dei due 
archi AB (esistono due punti (almeno) in cui si passa dal 
concavo al (‘onvesso, i quali sono tiessi della quavtica oppimi 
punti in cui la tauiieute alla curva e iieiqiendicolare ad n:è 
facile vedere che vi e nn arco AB^ couipreso fra le iierpen- 
dicolari ad a, per cui i x>iinti di i)assai»gio suddetti sono flessi. 
A^icevevsa se un ramo (pari) d’iuia quavtica contiene due flessi, 
si trova che (‘sso jiossiede una hitangente (di prima si)eciej 
che io tocca in due jiiinti reali. 

Da= tali considera/vioni Zeutue.v de<lnct‘ che ano quan¬ 
tica può avere al più otto offessi reali, I rami (pari) della 
curva ricevono il nome di ovali, unifolia, hifolia, trifolia 
e quadrifolia, a seconda del mniievo delle bitangenti che 
li toccano in due i)miti reali: (piesto ninnerò, clu» e la 
metà del ninnerò dei tiessi, vale 0 pin^ ini ovale, I per nn 
unifolinin ecc. 

Ag'ginngereiuo che l’analisi di Zin titen chissifica le ([iiar- 
ticlie in rap 2 )ovto alle diverse posizioni che esse sono suscet¬ 
tibili di assinnere rispetto al quadrilatero delle quattro bitan¬ 
genti di prima specie; in particolare giova (|ni l’osservazione 
che i punti di (‘ontatto di una dcllt‘ nominate bitangenti, 
supposti reali, non possono separare h^ intmsezioni della retta 
medesima con altre due bitangmiti, onde segue (L. 2"", ^ 27; 
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voi. [, pa^. olO) die « i piuiH <li (*ontiitfo di tre bi(:au.<>eiiti 
di prima .spt^cie si trovano sopra mia conica ». 

Il teorema di Harnack e altre proprietà generali 
concernenti la forma delle curAe. — Alcune delle oousi- 
d(M'azioui che s’incoutrauo nello studio delle cubiche e delle 
(j mirti che sono suscettibili di essere estese, e conducouo 
così a teoremi generali in ordine alla forum delle curve 
algebriclie. 

II primo teorema che «pii s’incontra, concerne il numero 
dei rami, ed è dovuto a A. IIaunack (^) (ISTd): 

JJìKi curva piana (V ordine n possiede al massimo 

l rami^ ed una curva (ìmdwaìhUe) d^ordine n 

dotata di o punti doppi possiede al massimo — ò -t -1 

rami, cioè 

il massimo numero dei rami reati che può possedere una 
i ìtrra di genere p vale 7 > + l, 

Dimostriamo prima che la <*urva d’ordine a, senza punti 
doppi, o con 5 ;> 0 punti doppi, non può avere più che 


in — \}{n — li) 


+ 1 


rami; riconosceremo poi che codesto massimo è effettivameiite 
raggiunto. 


A'otiamo anzitutto elle una curva d’ordine a, priva di 
punti doppi, non può possedere che lui solo ramo impari, che 
esiste veramente quando n è dispari. Ciò posto pongasi che 
una curva f d’ordine n, priva di punti <loppi, possegga 
{n —!)(>? — 2 ) 

(almeno) 


2 rami; si jaiiò allora determinare 


mia curva d’ordine n — 2 , che passi per 


(n-l)(u 




1 


punti presi ciasciiiio sopra nu ramo pari <li /, e<l inoltre per 
altri n — 3 punti scelti sopra l’ultimo ramo (pari o imxmri): 

allora la 9 segherà eiascuno <lei uoiniiiati 

rami puri di / in un altro pmito, sicché il nunicro totale 


(q Matli. Aimaleiì. IM. 10, 189. 
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dello iiifersezioiii di f e 9 risiillerà aliiKMio 





2 ) 


+ u — T) — H(n — 2) I 1 ; 


ma quelita coiicliisioiie è assurda, essendo / una curva ini- 
diicibile. 

Questo ragioiiameiito si estende al caso in cui la curva/, 
supposta irriducibile,possegga mi certo ninnerò c di punti dop]ii. 
In questo caso ]a/conterTj\ un certo iiniiiero v di rami impari, 

dove V avrà la stessa parità di a; si avranno quindi 


punti doppi almeno, intersezioni di codesti rami a due a due, 

ed inoltre altri d — o —punti doppi, provioiienti da 

intersezioni di due rami o di un ramo con se stesso, opiniti 

isolati, rongasi clu* f contenga almeno — o ^-2 

rami; allora si costruirà, come iinunizi, una curva 9 d’ordine 

n — 2, avente con/‘piu clic a(u — 2) intersezioni, A tale s<*opo 

, ^ , r. V( V - .1) , , . , - , 

basterà far passare 9 per 1 0 = -^^—- \-d punti doppi, imi 

inoltre jier ini punto scelto sojira ciascuno dei suoi rami pari 
c per n + v—-4 (v > 0) punti scelti sopra un ramo impari 
(oppiin» ancora sopra un ramo jiari (|ualoi*a sia v = 0 ). Si 
dimostra che effettivamente / e 9 avranno pio die n(n — 2 ) 
intersezioni fra loro, distinguendo i due easi in cui u sia pari 
o dispari. Le osservazioni foiidaiueiitali che servono all’uopo 
sono le s(‘gnenti: 

1) 1111 ramo pari di / lia mi numero pari di iiiterse/Joni 
eoo gii altri rami 0 prn'ciò d(‘ve averi^ mi unniero pari di 
intersezioni con una :p die passi per i punti doppi apparti»- 
molti ad esso (e lòò qualunque sia il ninnerò di volte in cui 
il ramo taglia se stesso); 

2 ) un ramo impari di f ha un ninnerò dispari o pari 
di iniersezioni con gii altri rami secondodie a (e v) è pari o 
disparì; nel primo caso (»odesto ramo vieii intio-seiaito dalla 
curva pari 9 , d’ordini» n — 2 , in lui altro punto almeno fuori 
dei punti doppi appartioienti ad esso; nel secondo caso vale 
la stessa eonchisione tenuto conto che la è d’ordine impari i^ 
che il detto ramo contiene un numero pari di punti doppi, 
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iiirei*s(*/i()iii (*oii nitri vanii (la coiicliisioiie iioii viene iiifìrniafa 
dalla eircoslaiiza die il ramo attraversi se stesso mi iiniiiero 
qiialiiii(|iie di volte). 

Jl rn.i>i()iiaiii(nito svolto prova, (^onie si è detto, che ima 

(n — l)(a —2) 


curva i ni duci hi le <ìi i>eiiere p : 


0, non pilo 


avere più che p + 1 rami, almeno se essa ò dotata soltanto 
di punti doppi. In realtà il caso in cui si presentino sin^ao- 
laritn più elevate non da lno;”o ad (accezione; ma non ci sof- 
fernierenio sii ciò, liiiiitandoci ad avvertire die ove si abbia 
1111 plinto ^)lo (ordinario) di f oe(*orre imporre alla 9 di pas¬ 
sare per questo con la nioltepli(*ità i — I. 

Ora vogliamo provane clu^ (esistono ettettivaiiieiite mirve 

d’ordine u per cui è ra.g'i>'iiiiilo il inassinio iinnuno di rami: 

(n - 1)(?/ — ^ 

!-l. A tal uopo tarmilo uso, con HAnxAiav, 


di 1111 procedimento induttivo, supponendo che esista una 
<airva, d’ordine n — 1, la (]iiale povSS(‘»^a il inassiiiio 

. (il — 2)(a — ;>) 1 , 1 T 

numero di rami, — + 1, e tale c1h‘ 1111 ramo di 


essa ahhia a— I intersezioni con ima retta, «5 in tale ipot<^si 
costrnirenio una curva d’ordine a, prossima alla ciir\a spez¬ 
zata la (jiiale consterà di 


(a. 



-) 


-1“ I H“(a 


(a — !)(a — 2) 

.1 "I- .1. 


rami, labi diti imo di questi incontri la retta a in a 
pilliti. 

Odiisitleriamo n rette parallele Piib—.p??j secanti a in a 
punti, che appartengano tutti atì mio stesso 

st^giinnito aventti (‘oiiie estremi due intersezioni «li i con 
la a; nel fascio di corvi* 


s i sono curvi*, prossimi* ad i? e contenenti 1111 punto 
intimo a imo degli a — 1 occhielli formati dalla retta a col 
ramo di che la sega in a— l punti; curve sitt'atto 

s(*gano la retta a nei punti tissi perciò iliddioiio 

contenere n — 1 rami prossimi all’anzidetto ramo di e 
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tut^i interni agli n — 1 oc(*liìelIi aiizhletti, sicché coiiterramio 
in tutto 




L -f- (il — l) — 


" o —-t- 


rami; ijioltre im vaino della /„ sega la retta a nei punti 
P P P 

■^1^2 •••• n • 

Per chiarire la dimostrazione il lettore può con vantaggio 
riferirsi per es. al caso jaivticolare a = 4 , che é ilhrstrato dalla 
annessa hgiira. 



Una liev(‘ luodilìcazione del ragionamento iin'cedente 
permette anche di costruirci curve <li un dato ordine a, con 
u, —punti doppi, aventi il massimo iiiiuiero di rami 
compatil)iUi col loro gciierci, e <pii!idi di ricoiios(*ere che p(‘r 
ogni geiuu*e y> (isistoiio curve possedenti il iiniuero iiiassiiiio 
<li rami: p Hi. ^^a un esmapio di tali curve, ov(i si lasci 
cadere la r(istrizion(^ <lelle singolarità elementari, si può trarre 
più seinpli(*(un(‘nte dall’cisanie <lelle curve che (in rapporto 
alla teoria dell(‘ funzioni alailiauc) dcuominaiisi ip<*rellitlielie: 

ir 

Se / è mi polinomio di gra<lo la curva y' — f\x) 

c di genere p (cfr. L. 2 % Cai), fi^cile vcnlere 

che essa conticmo esattamente p -H I rami nel caso clic gli 
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/eri di/iir) siano tutti reali: vi sono allora snidasse a: 2p-\~2 
seguieiiti consecutivi determinati da codesti /eri, e al terna ti- 
vanuMite codesti segmenti corrispondono a valori positivi e 
ne,u‘ativi di f{x)^ e quindi a valori reali e immauiiiari della ?/. 

Alti!' dimostrffaioììf del teoreìna di li aknack possono riu¬ 
scire iiileressaiiti in vista dell’iiuportaii/a del resultato. 

Una dimostra/ione semplicissima si può dar<* in base al 
concetto delle fnii/ioiii ra/ioiiali sopra una curva, i cui gruppi 
di livello formano iin’involuzione . Si dimostra in quest’or- 
dine di idee, (vedi L. y) che, a diftereiiza di ciò che accade^ 
sopra mia retta, un «Tuppo di u punti eìu^ del)])a apparte¬ 
nere ad una (cioè il ^*Tuppo dei poli di una fuu/iojie ra/io- 
nale) non può essere dato ad arbitrio sopra una curva di 

ueneie 2 ^ > 0, jiiicliò ò a <;/>-}- 1 ; invece « p\ punti 

presi ad arbitrio sopra una ciirva <li cenere formano un 
gruppo di una g^^^, ohe rimane in <»<‘iierale detenninata dal 

gruppo ». Ora, se una curva f di <»eiier<‘ p contiene pA- 1 

rami distinti, si può costruire sopra di essa mia g^ reale 
scegliendo 2 ^+ I punti appartenenti a rami diversi, ed allora 
al variare, nel campo reale, del parametro t corrispondente ai 
^i,Tuppi dell’involuzione, non può mai accadere che il punto 
di un gruppo esca dal relativo ramo, uiaccliè le radici reali 
di un’equazione possono sparire soltanto a coppie attraverso 
una coinciden/a; si deduce <die la curva ./'non può posscdcr<‘ 
un ( 7 > + 2)-csiino ramo reah^, .<»iacchc un punto di (picsto 
deteriiiinercbhe un «riippo reale della ^ clu» dovrebln^ pos¬ 
sedere un punto reale sopra eiasciiuo dei»lì altri rami. 

Anche la rappresenta/ione dei punti iiniiia<»iuari di ima 
curva al«fel)riea mediante una superficie di IIiumann, J^, con¬ 
duce a riconoscere il tcoreiiia di Haiìnacuv. .V tale scopo 
i»'iova rapprc^sciitare F sopra una siiperlicic doppia F' i cui 
l)uuti corrispondano alle coppie di punti iuuna^imiri coniu¬ 
gati di F. l p rami reali della curva / vcuTauiio ora rappre¬ 
sentati da orli della siipiuMicie (doppia) F': e pmtaiito, ove 
si attrihiiisca a F' mio spcsson^, si avrà una rappresentazione 
univoca di F snìle due facce di F', costitiuMiti la supeiiìcie 
di un disco (piano o curvo) dotato di p — 1 fori (almeno). Se 
la supertìeie F deve aviTe il ;^*ener(‘ p ]>iso«‘na che sia 


p — I <p. 


d. d. 
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HujIUCIìt (ISGO) (^), provsegiieiido le ii(*ercli(* di Haunack, 
e pervenuto a iiiiportiinti risnltalì ehe (jiii ei limiteremo a 
menzionare per inforinazioiu^ dei lettori. Anzitutto egli nota 
<‘Iie il numero dei rami (pari), dì una curva d’ordine che 
possono essere (‘ontemiti uno dentro dell’altro, e al massimo 
] 

-I per ìt x>ari, e (a — l\) ixn* n dis^iari ; inoltre^ dimostra 

2 2 

che il massimo ninnerò dei rami di ima curva gobba e 

\ {ìì — 2)' 1 J oppure - (i/ — I ){u — 3) + 1, 

4 4 

secoiidoclic l’ordini^ n è }mri o dis})ari; e (|nestì massimi sono 
effettivaniente raggiunti. 

Mentre Haunaiuv estendeva i risultati xiertiuenti alla 
classitìcazione delle cubicln* e dclh' (|uarti(die ixn- (pianto con- 
ceriK^ il nnuiero dei rami di una curva d’ordine a, Kleix 
— in ima memoria dello stesso anno ISTff, che si trova accanto 
a ({india del [iredetto autore nell’iudic^ato volume IO dei 
Matli. .Vnnahm — p(M*v(miva a una relazione g(merale fra i 
caratteri nrnli di una curva, (die* le ricunvlie dì Zia tu un 
lasciano riconoscere per a =4. 

Sì è visto infatti (§ 35) che mia (jiiartica })iaiia jiossiede 
seinxin^ 4 bìtaug(mti di xiriiiia s^iecie, e ch(‘ jier ogni bitaii- 
genl(‘ a contatti naili si hanno due flessi, sieedu'^, desigiiaiido 
con i il numero (hd flc^ssi reali e (^oii t"' il numero dellc^ tan¬ 
genti isolaisussiste la relazione 

i' |-2r" = S. 

Kmax geiUM'alìzza ({iiesta ndaziom* dimostrando (di(‘ })(m* mia 
curva (l’ordine a, s(mza punti dopali, si ha 

f 4-2:" —a(a —2). 

lai dìmostrazioiu» di (piesto resultato si fonda sul jiiineiiiio 
di coiitiiiintà. oss(aaando (di(‘ il iiinmu-o f 4-2t" riiiiane inva¬ 
riato al variare della curva d’ordìiK* a, (jiiando hi ((ucsta 

(b Miitli. Aimalen, 114. SS (iSOt), pag 115. rtteriori sviliq»])! trova usi 
in lavori 4i lUiusOTTi nei Heinliconti 4(41’Istituto Loint»ai(l(» e 

negli Aìioali 4i Atn tema tira. 
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coiiieidaiio due Wessì o due bitaii^eiiti isolate, oppure mia 
l)itai!,i>eiite isolata si cambi in mia tangente a contatti reali 
o viceversa. La relazione di Klein risulta quindi dimostrata, 
<piaiido si faccia vedere, oon l’autore, che esistono curve 
d’ordine a, iirive di bitaiigeiiti isolate, aventi il massimo 
ninnerò di flessi n(ìi — 2). 

Aggiiiiigereiiio che la relaoione dì Klein fra i taratteri 
rraJi dì una runa disordine n si estende al caso di curve 
dotate di siiioolaritii; se si hanno soltanto singolarità eleineii- 
tari, e si designa con m la classe, con le il imiiiero delle 
cuspidi reali e con o" il ninnerò dei punti isolali reali, si ha 

ìi “1“ i 2r — ììi “T— le 2o • 

.‘> 7 . Nota sulla rappresentazione analìtica dei rami reali. — 
In ciò che precede i rami delle curve algebriclie sono stati 
considerati come i)nro oggetto di visione geometrica; qui 
vogliamo acceiniare rapidamente ai problemi cui da luogo la 
considerazione propriamente algebrica. Si tratta di rappre- 
sentare analiticamente i suddetti rami, cioè di « risolvere nel 
raiupo reale V eqnanione /(.ry) = 0 », secondo lo stesso 

spirito che presiede alla ricerca delle radici reali d’una equa¬ 
zione/‘(a;) = 0, mediante serie o frazioni contiinie ece. 

I i^roblemi a cui voglinnio accennare sono, per ([iiaiito 
erediaiuo, in gran j)arte nuovi; in vista di tale circostanza 
si vorrà accordare mi interesse anche alla semiilice posizione 
di domande, cui non si rechi, nel seguito, una completa 
risposta. 

Sia G im ramo reale della curva algebrica/(ir?/) = 0; la 
rapi^resentazione analitica del ramo C si lascia riattaccare, 
nel modo i^in naturale, alla eostru::ioue d^ lìuet fiinoione razio¬ 
nale t=t(xp), la quale non assumo mai due volte lo stesso 
valore nei punti di C (ueppnre in punti inlìnitaincnte vicini 
di ima tale funzione verrà da noi designata col nome di 
funzione normale de! ramo. 

Pongasi che sia costruita una funzione normale t 
<lì 6^; allora la rapiiresentazioiie aiialica del ramo Cj consi¬ 
derato india sua integrità, si ottiene mediante svilniq^ì che 
valgono ad esprimere per il paraiiietro t le finizioni alge¬ 
briche e //(t), funzioni ad un valore nel campo reale. A 
tale scopo giova richiamare ima semi)!ice trasfornuizioiie con- 
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forine del piiuio, la ((inilo viene eoiiiiiiieiìieute usata nello 
studio delle equazioni dilfereiiziali a comimdaineuto ref>olare 
ili tutto il campo reale (^). 

JjU trasformazione conforme a cui alludiaiiio è quella che 
viene posta dalla funzione 


1 ) 



— 1 

q— ] 



e vale a rapiirc^seutare liiuuivocameute la striscia del piano 
t = di larghezza che ha per mediana Passe reale 

= sul cerchio r ! L del piano della variabile complessa r ('). 
Ora le funzioni algebriche reali x{t) e y{t), che sono ad un 
valore sulPasse reale <lella variabile e non posseggono su 
(piest/asse punti di diramazione, si luautengouo regolari entro 
una striscia (ronvenientemeute piccola avente come mediana 
Passe uie(h‘siino, salvo — in generale — un niiunno iiiiito 
di i)oli. Quando si eseguisce la trasforiuazione L), le .t’(Q e ti(t) 
si convertono in funzioni di t che risultano regolari entro il 
cerchio t < 11 , salvo un ninnerò lìiiito di poli. 

rertanto le .^(t) e //(t), nioUiplicat<^ per un prodotto del 
iipo (t^— a)(r—j)...., diverranno regolari entro il cerchio z ^1, 
e, però saranno sviluppabili in storie di potenze di t, eonver^ 
g(uiti entro Pintitu'o cerchio: si ottiene così la rapprestnia- 
zioue anaUtha del ramo naie C, neffa. sua iììtegrità. 

Jn ordine alla (piestioue di « costruire funzioni normali 
corrispoinlenti ai rami reali d’una curva algebrica » ci limn 
teremo a trattare alcuni casi particolari, 
r^) ha curva data sia una cnl)ica: 

fp = — lyx \- (p 

(jlni si ottiene già uim funzione algebrica normale del ramo 
impari prendendo i = iniperocchc le rette//= cost. segano 
codesto ramo in an punto. Per avere una fnuzioue normale 
del ramo pari (nel caso in cui ([uesro esista), basta porre t 
ugnale al parametro (hdle vetta d’un fascio che abbia il suo 


(q Cfr. ]), Caini.kvk « l:i tlióorio «los (‘«(uatinns diffó- 

iTiitiflles protVssées à Storklioliii », Parigi 1897, pug. 547, 

d) Cfr. p. cfi. CtOUksat « Coui*B (ruiialvf^o itisitliéinatì<iuo », t. 2, pag. 5(5. 
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centro O in mi i)init() del niino; giacché tali rette secano il 
ramo anzidetto in un punto fuori di O. 

‘i"") La curva data, /, avente un certo genere p, ])os- 
sciì’iia il mas>iiino ninnerò di rami reali, cioè p + 1 rami. 

si costruisce facilmente mia finizione algebrica che 
riesce conteinporaneaineiite normale per ciascnno dei -i-I 
rami; a tale scoim occorre invocare mi teorema generale della 
geometria sojira ima curva, die già abbiamo avuto occa¬ 
sione di menzionare, e die riceverà la sua dimostrazione nel 
Libro a'': data ima curva di genere p, esiste mia finizione 
razionale dei punti di essa che possiede p~\-ì. jioli assegnati ad 
arbitrio, e tale finizione ricevi» l volte ciascuno dei suoi va¬ 
lori, cioè ili p p i punti; i gruppi di p + 1 punti analoghi descri¬ 
vendo mia involuzione (/ sopra la curva. 

Applichiamo il teorema anzidetto, per costruire una fini¬ 
zione t = tixp) sopra la (nirva /, assumendo un polo sii ciascun 
ramo ili /'. La finizione t cosi ottenuta riesce normale jier 
ciascun ramo, imperocché è facile riconoscere die ad un valore 
reale qualiimpie di t corrisponderanno sempre p+1 valori 
reali di x e //, cioè p-pl punti di f appartenenti a p4-l 
rami diversi. Questa atferiiiazione si giiistitica in base al ]U*iii- 
cipio di continuità, per cui è impossibile die un punto cor¬ 
rispondente a t sopra un ramo cessi di appartenervi (diven¬ 
tando immaginario o passando sopra un altro ramo) senza 
(‘he si passi per una posizione in cui due punti omologhi a 
apjiarteneiiti a rami diviusi, <lovrebbero coincidere. L si 
avverta che questo ragionamento, ove apparentemente si 
suppone die i p q- 1 rami <li f non abbiano punti coiniini 
(nodi per /), si estende al caso in cui all’opposto due rami 
di /■ abbiano punii (*omiiiii, non potendosi passart» da mi ramo 
all’altro attraverso imo di tali punti. 

o<S. Sulla storia del principio di continuità. — Nello studio 
della forma delle curve algebriche abbiam visto presentarsi ta¬ 
lune considerazioni di eontinuitàj a cui si riatta(‘ca una veduta 
generale, caratteristica della iiio(h»riia (liMmietria, in contrap¬ 
posto all’antica. Vale la pena di sforzarsi a comjnendere 
storicannuite questa veduta, traverso le ombre metaiìsidie 
die ne oscurano h^ origini; soprattutto perchè idee e dottrine 
dn* si svolgono oggi come iiidiiiendenti, trovano in (‘ssa il 
loro punto d’niiioiie. 
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A tale scopo conviene prender le mosse mi po’ da lontano. 

Il passa^'^'io dal finito all’infinito o all’infiiiitesimo, cioè 
il passa^^Io al limite, è un’idea die si presenta fino dairan- 
tichità, col sorgere di una matematica razionale; nella geo¬ 
metria greca (piest’idea s’incontra colla teoria dei rapporti 
di grandezze incoiimiensiirabili e colla misura del cerchio e 
delle piramidi, cui fanno seguito le pili vaste ricerche di 
Auchimudk. Tuttavia lo s^jirito di rigore, che si aftermò di 
buon’ora in quella matematica, i 30 se ostacolo allo sviluppo 
dei metodi infinitesimali propriamente dtdti, costringendo 
questi modi di ragionamento entro forme precise: procedi¬ 
menti di esaiistione, riduzione all’assurdo, ecc. 

' In cpiest’ordine di idee, l’appello alla continuità, là dove 
si presenterebbe natnnde, viene sempre surrogato con nn 
ragionamento diretto,- cosi per esempio IIucude dimostra 
espressamente nella Prop. o 2 del Libro T dei suoi Elementi il 
caso limite della proprietà generale relativa all’angolo iscritto 
in ini arco di cerchio, che trovasi contemplata nella Erop. 27 . 
dove sarebbe 1)astato cambiare una corda in una tangente. 
Ed è anche degno di nota che — i3er difetto di visione della 
continuità — AroLLONio (nel terzo secolo a. C.) mancò la 
scoperta del fuoco della parabola, per la quale egli avrebbe 
dovuto far divenire infinita ima certa « area applicata » da 
cui dipende la costruzione generale data per le altre coniclie (-). 
]V[a, con lo s\ ilni>po delle idee che portarono alla formazione 
dell’analisi infinitesimale, le nozioni di continuità appaiono in 
tutti i rami delle JMateinaticlie come mezzo naturale d’esten¬ 
sione delle proprietà conosciute. Questo movimento d’idee, 
che si svolge agl’ inizi della scienza moderna, prepara anche 
l’odierna veduta della Geometria, appartenente alla scuola 
di Monoe e di PoNCEUET, che ravvisa nelle figure trasfor¬ 
mabili per continuità 1’una nell’altra una fondamentale iden¬ 
tità di natura, superando le anguste divisioni e classificazioni 
della Geometria greca. Così nei « Paralipomena ad Vitellio- 
uem » di Keplero (^) ( 1572 ) si trovano osservazioni sul pas¬ 
saggio dall’ima all’altra specie di coniche e anche sul « fuoco 
cieco » (all’infinito) della parabola; e vi si i3arla di una 
Hualogia fra le varie coniche che iiiiò servire di guida alla 


(h Cfr. C. Taylck, Cu mini a ge, Phil. Soc., Voi. IV, pug. 14. 
(-) Cfr. Taylor, 1. c. 
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seoi)ei*f;i delle loro proprietà o meglio alla estensione delle 
propriefà dall’imo all’altro caso: « pliirimiim naiiique amo 
aiialogias. fidelissimos meos niagistros, omnium iiatiirae arca- 
noruiu coiiscios ». 

Intanto, per un fenomeno naturale di dilatazione del 
pensiero onde le dottrine scientiticlie tendono a universa¬ 
lizzarsi nelle ]Metatìsiclie, le grandi i<lee clie stanno alla base 
deir Analisi iutiiiitesiiiialo e della ]\reccaiiiea assurgono a piu 
alto signincato nella costruzione del sistema filosofico di 
Leibniz, t^^ni anclie la legge di eovtinuità appare come « prin¬ 
cipio » ; il filosofo riprendendo l’antico adagio scolastico 
« Xatnra non facit saltus» vuol dargli una base razionale (*) : 

Lorsipie la difterence de deiix cas peut etre diininuee 
an-dessoiis de tonte grandeiir doniiee, in datis^ oii dans ce 
<ini est pose, il faut qii’elle se iniisse trouver aussi diminuée 
aii-dessons de toute grandeiir doiniée in qiiaesitis^ oii dans ce 
<|:ii en résnlte; on pour parler plus familièreinent, lorsqne 
les cas tou ce qui est douné) s’approcbeiit continiiellement 
et se pei’deiit enfin run daus l’autre, il faut ipie la suite des 
évmiements (on ce qui est demandé) le fassent anssi ». K il 
carattere logico del principio (conforme allo spirito del razio¬ 
nalismo leibniziano) si scorge ancor meglio nel principio ])ìn 
generale cui l’autore stesso si riattacca: « Dafis ordinatis 
e'^iain qiiaesita sunt ordinata ». 

Tacendo <lelle applicazioni filosofiche fattene nella « Teo¬ 
dicea » e nei « Xuovi saggi sull’intelletto umano », si trovano 
espliciti appelli alla legge di continuità nella corrispondenza 
matematica di [jEiiixiz con BrrxouiIjLI e NArionox {^); ma 
lo spirito di quella legge è passato soprattutto nei successori 
colla sistematica applicazione dell’Analisi iulìnitesiiuale. 

(j^uì interessa notare che un rifeiuinento diretto alla con- 
"^inuità s’incontra anche nel l'agionamento geometrico, fino 
lai primi Trattati ove sono esposti i resultati di Desa ma es 
e Pascal sulle coniche. Così nel Trattato di Snrsox (prop. 4S 
lei V libro) trovasi l’estensione del Teorema di Pasi^al, 
sull’esagono iscritto ad una conica, al caso d’nii pentagono, 
un lato viene surrogato dalla tangente in un vertice. 

(*) Xouveltos la répiilitique desi letfrcp (lfi87). Cfr. i*il. Enhiuinn, 
XXIV, pag. 104. 

(2) Matli. >Schriften, e<l. Géilxardt, UT, pag. 432 c IV, jmg. 93. 
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Esempio si^»‘inficativo di passaggio al limite nei oasi in cui 
eolia i)articolarizza/ioiie di certi elementi viene a cadere sia 
la diiiiostrazioae sia anche il sigJiiticato letterale della pro¬ 
prietà che si vuole estejidere ! 

Ora l’idea della continuità si palesa in nn nuova luce 
colia ricerca di collegare — traverso forme limiti di pas¬ 
saggio — le j)roprietà di figure variabili che, secondo l’in¬ 
tuizione ristretta dell’antica geometria, appaiono (‘ome casi 
assoìntamente disginnti: questo è appunto il significato gene¬ 
rale del principio accolto nella scnola francese del secolo deci- 
monono, il (miì arclietipo si ìas(ùa riconoscere nel già citato 
principio iV anaìogia di Kep^kko. E qni in particolare si pnò 
scorgere il legame della continuità collo sviluppo di concetti 
onde s’ijitrodncono nelle Matematiche le (|nantità negative 
e le immaginarie. 

Chi consideri il carattere peculiare della dimostrazione 
geometrica euclidea, aì ravvisa ini metodo di distinzione onde 
uno stesso teorema dà luogo a molteplici casi in ordine a 
diverse disegnaglianze fra i dati, cui rispondono difi’erenti 
posizioni di certi elementi caratteristici. Inoltre proprietà 
atl'atto analoghe, ove p. es. ditferenze di segmenti prendono 
il posto di somme ecc., figurano l’ima accanto all’altra conte 
teoremi distinti, senza alcun rapporto fra loro. 

La trattazione analitica svela un legame fra simili casi, 
ponendo fra di essi un’unità formale: accade infatti che 
figure distinte dal punto di vista euclideo si lascino riattac¬ 
care ad tuia medesima formula o gruppo di fornuile, dove 
— oltrepassando certe disegnaglianze — alcuni elementi 
mutano ili segno o divengono immaginari. Che, anche in 
(piest’ultimo caso, le forinole possano essere suscettibili di 
qualche effettiva interpretazione geometrica (reale), ebbe a 
riconoscersi occasioiialineiitc fino da iNFAU-LArnix, che inter¬ 
preta il protìotto delle distanze di un xninto da altri due 
imiuagiiiari coiiingati come (piadrato della distanza da un 
inulto ausiliario (^). 

]\Ia l’uso sistematico dell’immaginario in geometria, s’in- 
trodiice colla scuola di JVIoxnio. Kd a INFonge stesso è iloviita 
la felice intuizione che consiste nell’estendere ad nini figura, 
in cui vengono a mancare (diventando immaginari) talnui 


(h Cfr. il Uiittiito trad. Joxquikijes, pao-. 197, u. 2. 
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elementi unsiliarì, le proprietà che sono state dimostrate sotto la 
particolare ipotesi dell’esistenza reale dì codesti elementi. Così 
p. es. egli dimostra la proprietà fondamentale (hdle rette polari 
rispetto ad ima quadrica, riferendosi al caso in cui per la retta 
di cui si cerca la polare passino due piani tangenti reali 

Del metodo che ^Fonoe adopera senza curarsi di dimo¬ 
strarlo, ed anzi senza farvi neppure alcun accenno, vuoi fornire 
lina giiistilicazioue la teoria delle correlazioni di Oaknot e 
il principio di continuità di Toncelet. 

Il metodo di Oaknot consiste nel confrontare mia 
primi tini con tutte quelle {correlative) che possono <ledursene 
per variazione continua delle sue parti, senza violare la legge 
di reciproca dipendenza stabilita fra di esse ('^). La teoria delle 
figure correlative giunge tino a porgere l’interpretazione delle 
ijiiantità negative ed immaginarie, generalizzando il significato 
(Ielle relazioni geometriche, in tal guisa che — dove venga a 
mancare il significato di ima certa proprietà — si passi 
senz’altro dalla figura data ad ima figura correlativa. 

Lh)NCELET riprende queste speculazioni ed afferma più 
neftameiite la visione unificata che si ottiene per ciasciuia 
famiglia o sistema di figure varia])ili con continuità, affran¬ 
candosi dalle disegnagliunze fra i loro elementi: frutto di 
tale visione è il concetto dello filato generale o indeterminato 
per contrapposto a uno stato particolare del sistema (^); la 
(piale distinzione — come Poncelet avverte — si presenta 
fa(*ile in ogni singolo caso. 

11 carattere peculiare dell’antica concezione geometrica, 
la rigida disgiiinzione di casi a cui dà luogo l’analisi delle 
figure in rapporto a varie diseguaglianzt^ fra i dati, appare 
ili nuova luce secondo i principi di Caknot e di Poncelet. 
Pei (piali si riesce a superare la difficoltà attinente alla cir¬ 
costanza che « le relazioni segmentarie non permangono 
generalmente immutate quando qualcuno dei segnieiiti in 
esse contenuto diventi nullo o influito, accadendo allora che 
(piesto segmento muti di segno ». La veduta più iiiiiiortaiite 

(q « r4éoinéti'ie Uescriptive », Parigi 1807, art. 36-40; cfr. Poncelet. 

Tra ite.... » t. II, pag. 75. 

(~) « Do la corrélatiou des tiguroB do Oéomótrio », Parigi 1801. — 
« Oóoiiiétrio de position », Parigi 1804. 

(^’) Cfr. « G(5omó(rie do j)<>^iti<)a » art. 23, 78. 

« Traité.... » 2^ od. Introductioii })ag, XV.. 
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a cui si perviene in tal modo è che « mia relazione grafica 
o metrica, dimostrata per una figura i cui elementi soddisfino 
a certe disegiiagiianze, si estende senz’altro al di là di (pieste, 
purché — nei casi metrici — si tenga conto delle possibili 
variazioni <li segno dei segmenti che vi compariscono, e sup¬ 
posto sempre che gli elementi fra cui la relazione intercede 
mantengano la loro realità ». Così p. es. date due rette parallele 
e />, e un punto P fuori della striscia da esse compresa. la 
differenza delle distanze di P da a e h hì mantiene costante; 
(piando P passa entro la striscia,annullandosi una delle distanze 
predette, il corrisjiondente segmento cambia segno e la « dif¬ 
ferenza costante » si muta in una « somma costante ». Così 
ancora la proprietà relativa alla costanza della somma dei 
raggi focali nell’ellisse si converte nell’analoga proprietà 
relativa alla differenza dei raggi focali nell’iperbole, passando 
attraverso la forma limite della parabola, in cui uno dei raggi 
focali diviene infinito. 

Diciamo ora che, come negli sviluppi di Caunot, anche 
nelle idee di Poncelet sulla continuità geometrica rimane 
sempre (pialcosa di oscuro: nella mente creatrice del geo¬ 
metra vi è un largo e fecondo principio che possiamo valutare 
dalle sue applicazioni e dai progressi che ne sono consegniti, 
ma nell’espressione del principio stesso, (piando si tratta di 
assegnare la formula generale e soprattutto di ricercarne il fon¬ 
damento, l’autore non riesce a dare (pialcosa di preciso, smar¬ 
rendosi sjiesso nella àletafìsica. Così nella lettera a Tekqpem 
del 23 Novembre 1818 (^) Ponceliìit esx)rime il pensiero che la 
generalità dell’Algebra debba appartenere anche alla pura 
Ceometria ed abbia radice in nn assioma primitivo comune ai 
vari rami delle Matematiche; quest’assioma viene riconosciuto 
nel « prinHiìe de lìermanence ou coìitmuité indéfinie des ìois 
des grandears variahles par snccesston Insen- 
.sihle ». E tale priucìx)io l’autore ritiene che non possa in 
alcun modo provarsi o ridursi ad altro, costituendo « ime de 
ces vdrités premières (pi’ il est impossible de ramener à des 
idées plus simphis, parce-(pi’elles ont lenr source et leni* cer- 
titude iinniediates dans notre manière de voir antaut ([ue 
dans Ics foits, dans la nature des chosi^s 


(b « Applkatious (l’Analyse et Ue Geometrie », t. Il, pag. 593, 
0 « Applicutioim..,. » t. Il, x)ag. 336. 
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Tlimane tuttavia uii vantaggio pe(ìuliaTe del piiuto di 
vista a cui si colloca Poncelkt, di domiiiaire il pin vasto 
orizzonte geouietTico, conteueudo m sè i «'ermi di diverse 
dottriue che si vedono svolgersi separate nei successori. Accade 
infatti che — per sfn«^>ÌTe alle critiche cui accenneremo piò 
avanti — la teoria geometrica delP immaginario venga a 
sciogliersi da ogni legame colla continuità. 

Questo indirizzo appare già nel prhicipìo delle relaoioni 
contingenti dello OriAvSUES (*), die — rinunziando almeno prov¬ 
visoriamente ad una base puramente geometrica— ritiene il 
procedimento di TNFonge sufficientemente giustificato dall’ana¬ 
lisi algebrica. Vi sono, egli dice, due specie di parti e pro¬ 
prietà delle fignre: parti e proprietà integranti o permanenti 
e all’opposto secondarie o contingenti; le relazioni perma¬ 
nenti comunque stabilite attraverso all’uso di parti e rela¬ 
zioni secondarie (cioè con la considerazioni di enti suscet¬ 
tibili di diventare immaginari) sono vere indipendentemente 
dall’ esistenza di quest’ ultime parti. Oiiasles opina che nna 
giustificazione a i)osteriori possa darsi nei singoli casi, libe¬ 
rando la dimostrazione delle proprietà permanenti dalla con¬ 
siderazione di elementi contingenti. 

Del resto tali considerazioni, come (incile con cui più tardi 
lo Ohasles introduceva gli elementi iiumaginari a coppie 
nelle forme di prima specie, sono ))en lungi dal porgerci una 
teoria geometrica dell’ immagiiiario in forma rigorosa, che 
pur') dirsi sorgere soltanto con lo Staudt ( 1856 ) (^). In (jnesta 
dottrina non resta più alcuna traccia del principio di conti¬ 
nuità, ma si ha soltanto nna rappresentazione degli elementi 
immaginari mediante involuzioni della forma, a cui si associa 
un senso determinato. 

D’altra parte l’idea della continuità si ravvisa ancora 
come principio vivo di scoperta in altre ricerche coltivate 
pure da continuatori di Ponceuet, p. es. nelle ricerclie di 
Geometria iiuinerativa i)rosegnite dal De Jonqtjjekès ecc. 
(cfr. 41 e 42 ). E non vi lia dubbio che ogni geometra 
potrà trarre da quell’idea potenti suggestioni, (piasi in ogni 
ordine di problemi! 


(b « Ap<uvii Ilistolique » 5»»^ 12-17, pag. 200 e seg,; Cfr. note 

XXV e XXVL 


(2) Cfr. L. 2°, 5 29. 



Il principio di Poncelet esaminato nelle sue appli¬ 
ca/ioni. — Ter chiarire il conteiiufo del principio di conti¬ 
nuità secondo F()xcelf/i\ f^iova soprattutto esaminare Paso 
fattone dalP autore, uso che ne costituisce una giiistihcazione 
storica e pragmatistica. 

Un }>elPeseinpio delPutilità che può tornire il passaggio 
dal reale alP innnagiiiario nelle dottrine geoiiietriclie, è offerto 
dalla teoria dei fasci di coniche, le cui proprietà vengono 
ridotte a quelle dei fasci di cerchi; gli sviliq^pi un po’ lunghi 
e minuziosi di Poncelet sulle corde ideali delle eoniche ten¬ 
dono iiisoiiuua a questo resultato che, fra l’altro, mette in 
nuova luce il teorema di Desaucues sul quadrangolo iscritto 
in una conica (^). 

Per vedere con quale facilità si può impiegare il pas¬ 
saggio dal reale alP immaginario in ((nest’ordine di ((U(‘stioui, 
giova considerare i>iu da vicino la i^roprietà della corda ideale 
<*oniune, o asse radicale (“), di due oercliì che non si segano. 

Dati due (*erchi, si consideri la retta a congiuugeiit<‘ i 
loro centri e siano e jB, B' le sue infersezioni con h‘ 

<lue (Mirve; allora esisto su a un punto 0 ^ heu determinato, 
per cui 

OA-OA' = OB^OB'-, 

la perpendicolare ad <i in 0, qualora iiiconfri uno dei due 
cerchi li incontra entrambi nei medesimi punti comuni Al 
e e in tal caso le tangenti ai due eerchi eoiidotte da uu 
punto esterno P della retta AlN^ riescono ugnali perche il loro 
quadrato uguaglia il prodotto PM ■ J^N. Ora, se i due cerchi 
non SI segano, i punti M e N riescono immaginari, ma, in 
forza della continuità, permane sempre P uguaglianza delle 
tangenti condotte ai due cerchi da un x>uiito della retta per¬ 
pendicolare in 0 alla a (^). 

Ad illuminare altri aspetti del principio di continuità di 
Poncelet, richiameremo ora la sua osservazione che i punti 
alPìntìnito del piano debbono costituire una retta aìV iììfinito. 
la quale veduta iìluniina il concetto delle proprietà (fsiìitotiche 

(i) « Traité... » Sezione T, Gap. TI e III, Cfr. Eniuques « G. Pi<>iettiv«a », 
§ 65, osservazione 3\ 

(q Cfr, Poncelet « Traité.,., » nn. 69-70. 

p) Denominazione di Gaultiek de Toun>. Journal de l’Éeole Polyt,, 
t. 15, (1812). 
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(Ielle (Hirve; a (jiiesf ordine di idee sono da riattaecare le 
eoiisiderazioiii del nostro L. 1 *, 1, i), ricordando die Pox- 

OELET stesso avverte come mi cercliio di raggio iuluiito degeneri 
ili una retta propria e nella retta all’iulìnito (^). 

Il metodo delie irroiezionij (doe iufìue l’intera Geometria 
proiettiva secondo il concetto di Poncelet, appare ima gran¬ 
diosa applicazione del i)riucipio di continuità. Infatti ciuel 
metodo consiste nel <lcdiirre le x)roprietà x>roiettive delle tìgnre 
più generali da speciali casi limiti in cui alcuni elementi vanuo 
all’infinito, cioè dai casi particolari metrici. 

D’altra jiarte la considerazione dei punti die vanno a 
dÌHt(in:;a iujinita e di (luelli die divengono infinitamente cicinij 
permette a Poxcelict di analizzare le (àrcostanze i*elative 
alla S(*oniparsa di talune fra le intersezioni di una curva con 
una retta, avvertendo die queste intersezioni possono divenire 
immaginarie soltanto a coppie, attraverso un contatto (~). Più 
oltre egli si spinge ad analizzare la jiroduzione delle singo¬ 
larità delle curve (^), e di qui e condotto più tardi a ricono¬ 
scere come ai>plicazione del principio di continuità la relazione 
die esprime la classe di una curva per mezzo dei (‘.aratteri 
della curva luogo (^). Questa relazione si più) dedurre come 
segue. 

Anzitutto se una curva 


f(xy) —fi^xu) + .... ^ 

jiossiede un punto doppio nell’ origine 0, la retta 01% cb(^ 
eongiiinge 0 ad mi qualsiasi punto P del piano, assorbe 2 fra 
le tangenti condotte da P; infatti per una jiiccola variazione 
della curva la conica approssimante degenere fj^xìj) = () si 
muta in una ellisse o in una iperbole 

f ,{X!l) -hlcr^O, 

la <iiiale possiede due faugeuti ixn- P vicine alla retda (>/'; 

C) Cfr. « Traité.... » 48, 49. 

(-) « Applications.... », t. II, png. 350. 

(3) Ibidem, nota tx pag. 353. 

P) Jourmil fili* Malli., Jkl. 4 (1829); Cfr. « Traité.,.. », II ed., t. Il, 67 
o Beg. - Journal fiir Malli., 15d. 8, (1832); Cfr. « Traile'.... », II ed., t. II, 
pag. 216, nn. 233-237. 
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nel caso del imnto isolato occorre determinare il segno di fc 
in guisa da assicurare la realità dell’ellisse intiiiitesima <*lie 
ipii si i>reselita. 

Ora il numero, ?u, delle tangenti condotte da un limito a 
una curva generale d’ordine u, si lascia determinare facendo 
spezzare la curva in due o pin altre. l*er esempio la riduzione 
a<l u rette dà subito 



roxcKUiyr noia anche che, mentre un nodo abbassa la classe m 
<li 2, lina cuspide ordinaria la abbassa di .‘1, giacche in tal 
caso un’altra fra le tangenti condotte da P viene a sovrap¬ 
porsi a VO (cfr. l’osservazione del Ij. T, ^ 11, voi. I, pag. 78); 
si ottiene così la relazione 


m = — 1 ) — — ;>/r, 

o si 111 il meli te la duale 

— 1 ) — (')• 

Importa notare che questo modo di deduzione si estende alla 
relazioiu' che esprime r per u, S, la (jiiale può essere 
assunta come terza formula di PracuvKif. All’uopo vale il 
seguente ragionamento accennato da PnreKim (”). Se mia 
curva ac([uista mi i)unto doi^pio O, il luiniero delle sue tan¬ 
genti doi>i)ie diminuisce in corrispondenza alh» laiigenti altrove 
alla curva condotte i)er 0, e ciascuna di codeste tangenti 
conta gcaieralmente per 2, come api)are xiarticolarmeute 
intuitivo md caso che 0 sia un punto isolato (ellisse inliui- 
tesiiiia); nel caso di mia cuspide ordinaria ogni tangente 
viene a contare iier Ora il numero delle taiigenli doppie 
di una curva generale <!’ordine v si i)uò calcolare spezzando 

la curva in coniche^ oppure in coniche e una cubica 

se n è disi)ari: giova infatti evitare lo spezzamento in rette 
che dà luogo a (pialche ditììcoltà. Tenendo conto che la con- 
giiuigente due i)nnli doppi assorbe quattro tangenti doppie, 

(b Cfr. § JTj vedi anche L. 1^, $ 21. 

(?) « Tlienrìe din* algebiaiscln n Cui*veli », Il parte, § 4, n. 65, pag. 209. 
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si trova, i)er la (*urva generale <r ordino a, 

T =„(n — 2)(»;- — !») (‘). 

lineeremo elio ima relaziono e<niiviiloiilo alla prooo- 
doiite (terza foriiiiila di PLL(avEK) può audio ottenersi ooii 
alialo,iio ragionamento, valutando la diiiiiinizioiio del iiiiinoro 
dei tiessi portata da un i>iinto doj)pio. Abbiamo oià veduto 
Ib) come Fuso della cubica approssimante conduca a rico¬ 
noscere die codesta diininiizione vale fi por il inalo 8 per 
la cuspide ordinaria; si ha ^in (pii un’applicazione del prin¬ 
cipio di (‘oiitinnità. Ora ('» fa(nl(i dedurmi il nninero dei dossi 
d’iina curva generale d’ordine a; basta infatti fare spezzare 
la curva in coniclio (‘ cubiche; si trova così la nota formula: 

i = — b). 

Oltre a (piesti modi di dedusioue delle formìde df riii CKVAi 
basati sulla (Oììtiunitn,, se ne possono indicare altri, e in ispecie 
lina interessante diinostrazioin^ di De Jon<p tkkks, che incon- 
trereino nel § 4‘J. 

40. \iiiilisi critica del principio di coiitiniiitìi di Poncelet. 
— Nel rapporto sopra ima memoria di Pox( inarr relativa alle 
proprietà proiettive delle (*onicln‘, ]>r(\seiitato all’Accadmiiia 
di l^iri.ai india stMÌnta del o ^iii»uo 1820, il relatore A\\r('NV 
così oiiidica il valore del principio di contiimitn: 

« fh‘ priindpe n’est, n ]iroi>renient parler, <pi’iiin^ forte 
indnetion, a ì’aide de laipielle oii (fteud des téorèiues ctablis, 
d’abord à la faveiir de certaines restrietions, aiix cas oìi ces 
im^mies restrietions ii’existeiit plus. Ktaiit appliqim aiix conrbi^s 
do secoinì (Icori', il a coinìiiit l’autenr à des ivsiiltats exacts, 
Xi'auiiioiiis, nons pmisoiis (pi’il in^ saiirait tri» adinis ocni'ra- 
Imnmit et appliipn' iinlistiiictement à toiit(‘s sortes de (jiiestions 
en Gi'onn'trie, ni nn''nn(‘ eii Analyse. Ihi Ini accordaiit trop de 
confìaiice oii poiirrait toinber ipudipies fois daiis dixs errenrs 
inanitestes. Oii sait, par exenipl<% ipn» daiis la didmaniniiiation 
d(‘S intimorales d(dìiii(.^s, et par suite dans l’évaliiatioii d(‘s lon- 
oiieiirs, des snrfactvs ot d<\s volumes, on reiicontre un orand 


(0 Cfr. § 17, 
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iM>ii»bi*e (le f()ml^l<^s (pii ii(‘ sout vraies (jn’aiilaiit que les 
valeiir« des (inaiilités ((ii’elles telilermeiit resteiit comptises 
(Mitre certaiiies liinites ». 

A vero dire «Ji errori cui allude Caik nv sono soltanto 
l>ossibili fuori dell’ipotesi della al^^ebricita cbe deve riteii(M‘si 
1111 sottinteso ili (jiiesto ordine di ricerche. Tuttavia apjiaiono 
^>*iiiste le osserva/ioiii di GEUCn^ONNw espresse in una nota, a 
pag*. 73 del tomo li dei suoi « ^Viinales », eia* accompagna 
la pubblicazione del rapporto di (bviAMiY: « 11 faut employer 
le principe de ^1, Poni inarr, ainsi (pie le tour de dimonstratioii 
iiitrodiiit par à pea près (M)uiiue oii eiiiployait le calcul 

diltéreiitiel lonpi’on ii’cMi voyail pas bieii eiicore la rnc'tapliy- 
si(}ne, c’est-à-dire iiiii<|ueiiieiit comme jnstriimeiit de décon- 
verte; mais ce n’eu seront pas luoins des instrumeiits très 
précieiix, car le plus sonveut, en iiiathématiciues, déconvrir 
(\st toiit; ce ne soiit pas d’ordinaire les déiiioustrations ([iii 
enibarassent IxMiucoiip ». 

Pin tardi (1827) lo stc^sso (JuiaiONNK in ima nota a pag. 135 
del tomo 18 degli « Annales » così si espresse: « je persiste 
a penser (pie M. Poxcelict a gravement coinproiiiis ses doc- 
trines eii nn^dant an (htssùfuv (pie tont le monde admet, U* 
romantiqttr (pu^, poni* ma part, je snis fort loin de ivpoiisser, 
mais sur le(juel (mliii on discute encor(\.. ». 

Oggi, dopo 1111 secolo ([uasi di lavoro e di critica, è Uscito 
cliied(M*e un giudizio più ])reciso intorno al (contenuto iiiate- 
niati(a) e alla signilk^azioiie rigorosa del principio di Poncklkt; 
per il cbe giova portarsi sopra un terreno estraneo alle priMX*- 
ciiiiazioiii puristiche del suo autore. 

bjsaniinianio partitamenre i diversi principi elm, sc^condo 
(]iiaiito risulta dallo studio storico fatto innanzi, si possono 
riguardare ('ontemiti nella veduta generali^ della contiiuiita. 

1) Priucìpio (Ivi pas.sìfggio a! limiU\ se sono 

(deuKMiti di una lignra variabile, diiKMidenti algebri(‘am(Mite 
da pin paraiiudri: ogni ndazione algebri(‘a 


tO; ■e) = 0, 

clic viene verifieiila nell’intorno di nn ^jrnppo di valori (à) 
viene veriiicala anelie al limite (per Xj = Àj). 

(Questo principio, cestando nel campo algebrico, non dii 
luogo ad alcuna eccezione; occoire soltanto notare die la 
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reìiizioBc 9 = 0 nel passa^^io al limile può svanire ideiiti- 
caineiite^ ed allora la proprietà da essa espressa, fuori del 
limite, api>are perduta in codesto passaggio. In simili casi 
conviene cercare un’applicazione più espressiva della legge 
di contiunitrì, operando sulla 9 fuori del limite (per esempio 
con divisione per un 1 che si annulla, ecc.) in guisa da otte¬ 
nere al limite una vera ecpiazione fra le x. Come esempio 
relativo a tali circostanze basta richiamare l’osservazione che 
<luando una conica luogo si riduce ad una nùta contata due 
volte, la corrispondente conica inviluppo, pensata come l’in¬ 
sieme delle rette che hanno due intersezioni riunite con la 
cjirva, diviene indeterminata 5 invece, se la conica variabile 
passa al limite in nn modo determinato, essa si riduce ad 
una retta con due punti di diramazione assegnati, e il corri¬ 
spondente inviluppo tende alla coppia dei due fasci che hanno 
per centro codesti punti. Così la retta doppia 

r = Ù, 

concepita coiin^ limite della conica 


per /,' = 0 , deve ritenersi avere come punti di diramazione 
a e 7>. 

2 ) Pì inripif) (li fstrììsioììe delle relazioni, al di hi di 
date disegnagiiaiize : la relazione alge)>ri(^a 


:p(À, = 

siipponeiulosi dimostrata per i valori di a cIk» soddisfano a corte 
disegnagliaiize, si estende senz’altro a tutti i valori di 1, 

lai legittiniità dell’estensione risulta seiiz’altro dalla pro¬ 
prietà fondamentale per mi’(MjiiazioiK^ algebrica di grado ìt di 
divenire 1111 ’identità ipiaiido possegga piu di u radici, o — in 
nn ordine di idee più elevato — dalla pro]irietà fondarneiitah^ 
delh" funzioni analitiche di essere determinate da mi loro 
elemento, ^la occorre tenere presente (trrerU aaa mcn- 
ziafe: se le x sono funzioni razionali (nionodrome) dei para¬ 
metri A, l’estensione non dà luogo ad alcuna ditlìcoltà; se 
invece Iv x nono fuHCioni algebriche a pia valori^ la relazione 
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sussisterà in ^>eiieral(^ solo quando sì associno ooii\eniente¬ 
mente i rami di (‘ precisamente, se la relazione 

e data agli inizi per (?erti valoi i delle x^ saranno da associare 
fra loro i risi)ettivi i^roliiiigaineiiti analitici, ottenuti j)er un 
medesimo cammino di Aariazione delle X. 

Il caso i)iù seiui)lice die vale ad illuminare l’osservazione 
precedente, si riferisce alle relazioni che i)ossou sussistere fra 
i segmenti di una lìgnra; il segmento concej)ito come funzione 
delle coordinate dei suoi estremi e espresso da una radice 
quadrata che cambia di segno quando il radicando diventa 
nullo o infinito (del prim’ordine). 

3) La legittimità del calcolo sugli immaginari consegue 
in particolare dal principio i>recedeiite, almeno in (iiiaiito si 
abbiano in AMsta le relazioni reali di uguagliam^a cui si per- 
A iene attraverso tali calcoli. Dal punto di vista geometrico, ciò 
equivale a giustificare l’introduzione delle coyine di elementi 
immaginari coniugati. L’uso più vasto degli eleiiieutì imma¬ 
ginari, come oggetto j)roprio della conoscenza geometrica, 
riceve la sua piena giustilicazione merce lo sviluppo dell’al¬ 
gebra dei niiineri complessi e della teoria delle funzioni, 
sicché può ben dirsi che Oau( stesso — che abhìani visto 
critico severo del j)riiicii>io di continuità di PoNOEnET — ha 
contribuito più di ogni altro a darne la vera giustificazione, 
l^er chi si ponga invece dal punto di vista della geometria 
j)iira gioA'a (pii richiamare gli sviluppi di Stapdt che abbiamo 
altrove citati (Cfr. L. 2", § 2ìM. Però occorre aggiungere che, 
ove Pedifizio della costruzione scientifica venga elevato sopra 
una base geometrica anziché algebrica, accade die i iiostiilati 
relativi esseii/ialmente alPintuizione dello spazio reale, i)er es. 
alla nozione dei due versi di una retta e(*c., eondin^ono a pro¬ 
prietà espressi^ da disegnaglianze anziché da eguagliance^ p<n* 
le quali più non vale il principio di estensione. 

4) Principio di induzione dal caso limite al caso gene¬ 
rale: iioicliè le i>ropri(dà algebriche delle figure Aaiiabili si 
conservano passando dallo stato generale a imo stalo limile, 
la conoscenza relativa a «luest’ultimo caso inn’meite di risalire 
iiidiittivamente al (uiso generale. Così la (HUioscenza della forma 
di ima curva dotala di inmti dojipì iiennelte di scuiprire talune 
proprietà di forma delle (*urve prossime a quelle 34Ì. Cosi 
ancora la detenni nazione di un numero (grado d’niP(viiiazione) 
dipemhmlc dall’elcnneiito variabile di un sistema, si lascia ricon- 
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(liirre — con le dovute cautele — alla determiuazioue ana¬ 
loga per enti particolari del sistema, come abbiamo ve¬ 
duto prima nella dimostrazione delle formule di INinceret 
e rLOCKER. 

Ora la giustificazioue del principio che qui si invoca, 
richiede mio speciale esame <leir ordine di prolileini in cui 
il principio stesso assillile nii senso determinato. Noi esa¬ 
mineremo in particolare le applicazioni che concernono la 
geometria numerativa^ e ne analizzeremo poi criticamente il 
principio. 

41. Sviluppo della geometria iiuiiierativa. — Il principio 
di (continuità di L\ìncelet offre la base di mi metodo atto a 
risolvere le <piestioni luinierative, dove si tratta di (leternii- 
nare il numero delle soluzioni di un problema geometrico deter- 
niiìiato, senza scrivere effettivamente hequazione algebrica, o 
la resultante del sistema di equazioni, da cui esso dipende; 
abbiamo veduto che iu (luesto senso roxcioLET stesso si valse 
della (iontiiniità, facendone applicazioni importanti. Tuttavia 
non si piu) tacere che, come nella formulazione generale del 
princi])io, anche hi queste sue applicazioni il pensiero di 
1N)N(jelet non si manifesta con la chiarezza che noi abbiamo 
cercato di recare nella sua esposizione; sMucontraiio (jui oscu¬ 
rità ed incertezze, frutto fors’anche di dubbi sniraccoglu'nza 
elle altri avrebbe fatto a tal genere di ragionamenti, onde 
riesm^ ditlicile al letlore di cogliere il vero spirito e il valore 
del metodo. INutanto non dobbiamo aieravigliarci se fra i 
continuatori delPopera di Pox(’elet, che si vols<n‘o piu spe¬ 
cialmente alle questioni luiinerative, Pnso del principio di 
continuità, come « principio <li cons(u‘vazione del numero », 
appare dapprima tiinidainente, v solo a poco a poco diviene 
un istiMimento sistematico della ric<‘rca. 

I geometri, cui (pii aci^euuiaiiio (*ome fondatori della geo¬ 
metria numerativa, dopo Ponimolet, sono Steixkk, De dox- 
(p lÈUES, Cremona, Ciiasles, Oaylev, Zeutiien, tino a 
SiuujBERr al cui « Kalkiil der alizàhlenden Geometrie » (1870) 
si riattaccano alcune fra le più moderine ricerche (M. K i 


(0 Una esposizione ji*enerale di (pieste ricerclie trovasi nel recente 
bellisBÌnio trattalo di Zeuthkn; « Lelirbiieh der abziildenden Methodeii 
der Geometrie » l'eubner, Ijij>sìa UH4. 
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problemi foiidunieiifcali intorno a cui si svolge codesto movi¬ 
mento scieiitdieo si lasciano riattaccare ai tre temi seguenti: 

1) teoria delle caratteristiclie dei sistemi di coniche o 
di curve; 

2) caratteri delle curve gobbe, in particolare secanti e 
corde coniiiiii a pin curve, tri>secanti e (jiiadrisecanti di ima 
curva; 

3) proldeina degli spazi lineari secanti, nella geometria 
degli iperspazi. 

Appunto a projiosito di proldenii generali della teoria 
delle (*aratteristiclie, il Ue rJoNQUiHKES, in niia memoria 
del ISblì (^), enuncia espressamente il principio di eiii ha già 
fatto largo uso che « si possono concludere legittiinaiiiente 
le proprietà di mia curva generale di grado m da (pielle di 
un’altra curva partieolnve di ugual grado, pnrchr .si tenga 
esatto conto delta- inftnen^a esercitata dalle particolarità di 
questa sulla qac.stione proposta ». Aggiunge che <'iò segue in 
line dalla legge di continìfità.f a cui sono sottoposte le fini¬ 
zioni algebriche, e viene a dire che il numero delle soluzioni 
di un problema resta invariabile per qualsiasi particolarizza- 
zioue della figura, purché si tenga il debito conto delle sola- 
!:ioìn multiple. Xota anche che vi sono casi pih imbarazzanti 
d’indeterminazione, quando il ninnerò delle soluzioni diventa 
injinitoj avvertendo che tali parti(*olarizzazioiii devono esNere 
evitate per il successo del metodo. Il De JoxgriÈiiEs invoca 
in appoggio del « ijrincipio » così forniiilato l’autorità di Pc^x- 
(UOLET e l’esempio diPiiASLES, Cavlev, Piiemon v, Zeetiiex, 
che in vario modo lianiio adoperato quest’ordine di consi¬ 
derazioni. 

(kune si vede, il 1)e ,Iox(,)i ièiìks ha esplicitannmte avver¬ 
tito le due circostanze notevoli die occorre tener presenti 
nelle applicazioni della coiitiiinih'i alla geometria iinmerativa, 
cioè il calcolo delle molteplicità delle soluzioni e P esclusione 
dei casi in cui il nninero che si cerca divenga injìnito^ cir¬ 
costanze a cui si collegano difficoltà die esamineremo in 
concreto a proposito dei problemi fondamentali sopra indicati. 

Poco dopo la citala memoria <li De JoxgEiÈUES, in una 
nota dello S(’iu:nEKT del ISTI (") s’incontra la s(‘gnente for- 

(b .lourunl fiir Math., BtI. pa>;-. 2S1). Ct’i*. in ispccii* paìr. 312. 

p) (JòtHnoeii Nachrichten, 1874, pag. 207. 
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inulazioiie del i)riiicipio, che — dallo ^cììvììvaìt appuido — 
riceve il iioiue di principio delia conserr(ii:ionc dei numero 
(Priiicip der Erlialtun<>' der Auzalil): 

Abbiasi ima varietà fal.i»ebTÌea) di enti F, ai quali si 
imponga mia (*ondizioue (algebrica) di dimensione /»■ (equiva¬ 
lente a 1: condizioni semplici), che sia definita da assegnate 
relazioni fra Fente F e im altro ente F', che si suppone defi¬ 
nito insìeine a F. Allora il nnniero (finito) degli enti F die 
soddisfano alla data condi/ioin^ si cons(u*va invariato per 
qualsiasi particolarizzazione dell’elite F', per la quale il 
ninnerò stesso non divenga infinito. 

L’ima o l’altra di queste formiilazioiii, se pure vi si 
riscontri qualcosa di indeterminato, lasciano chiarainente 
intendere il significato del principio che viene posto in opera 
nelle ricerche niinierative e che vogliamo appunto illustrare 
esaminandone Fuso; rimandiamo a piu oltre le osservazioni 
critiche e le giustificazioni cui il principio stesso ha dato 
luogo negli sviluppi più recenti. 

42. Appunti sulla teoria delle caratteristiche. — Già 
nel j 25 del libro secondo abliianio dato (pialclie notizia sui 
l)robleini della teoria delle carntteristicdie, in cui si tratta di 
deteriniiiare il numero (finito) delle (*oiiicIi(s o curve, soddi¬ 
sfacenti a certe condizioni, e in particolare alh^ condizioni di 
passali^ tier dati punti o di avere (*ontatti d’ordine assegnato 
con curve date. Ivi abbiamo espn^ssaineub» rilevato la difii- 
coltà che si presenta in ordiin^ all(‘ soluzioni improprie, del 
lirobleina (coiiiidn^ degeiund e su (piesto argoineiito 

non abbiamo <iiii nulla da aggiungere. >ra vogliamo ripren¬ 
dono hi (‘oiisiderazioiie di tali (piestioni dal punto di vista 
della conservazione del iiiniuoro, che pure fn ivi fugaeeincule 
acc^^iiiialo. 

Prendasi coinè (‘senipio il problema eleni(*iitare di con¬ 
tare le curve di mia serii^ )C[ che t(>c(*aiio una curva /r„, 
d’ordine n (inchis(* ii(ol numero che si (*(n*<*a anclu^ le soln- 
zioiii improprie). 

(%m De doxQi ières (ISfil) (^) possiamo procederlo (*om(‘ 
segue. Si sostituisca la curva data con una mirva (razio- 
iiah*) avente^ il massimo nnin(‘ro di plinti doppi compatibile con 


flou mal <lt‘ Matti., serie 11, t. ti, pag. 113. 
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la sua iriklucibilità, 


. ^ {ìt — I)(a — ti) 
cMoe -punti 


(loi)l)i. Allora, 


(lesi^iiaiulo con p l’hulìce della s(u*ie jO(, cioè il uiiiuero 
delle O passanti per lui punto <>euerico, si ha che le C'secano 
sopra Kn una serie pariiueuti d’indice^: i punti di contatto 
delle Cj tau^euti a Kn, ottengono (piiudi come punti uniti 
(li mia corrispoudeuza sopra la curva, e il loro numero si 
determina in base al priiudpio di corrispondenza, trattandoci 
di lina curva razionale. 

Per passare dal caso della Kn razionale al caso «Iella Kn 
senza punti doppi (o con un diverso numero di punti doppi), 
occorre riconoscere quante (7, tangenti a K^, vengano assor¬ 
bite (la una G passante per un punto doppio di Kn- 
scolio Du JoNtiUiÈiiEs fa spezzare opportunamente la curva Kn; 
per esempio, per a =4, si sostituirà alla curva con tre 
punti doppi la K^ con 4 punti doppi composta di due coniche, 
le quali sono ancora curve razionali; in cpiesto modo si trova 
die il (jiiarto punto doppio diminuisce di 2[ji il numero delle C 
tangenti a sicché si cou(4u(le che ogni conica passante 
per un punto doppio di (o in generale di Kn) eouta per 
due curve tangenti. 

Nel citato 25 del L. 2'’ delle nostre Lezioni (pag. 21^8 
del Voi. I), questa influenza di un punto doppio sul numero 
delle coniche (o curve) tangenti è stata giustilicata rapida¬ 
mente con raccenno al fatto che il fascio di rette col centro 
nel punto doppio si stacca due volte dall’ inviluppo della 
curva Kn- Ove si approfondisca questa giustificazione si fa 
(*apo ancora a considerazioni di continuità ; per esempio, fa¬ 
cendo variare la serie d’indice p delle coniche (7, si può 
inuuagiiiare che essa diventi un inviluppo di rette, di 
classe p, aggiungendosi alle rette variabili di ipiesto mia retta 
fissa; in tal guisa appare che le p coniche C passanti per 
un jmuto doppio, 0, di Cn contano ciascuna per due coniche 
tangenti, così come una retta (tangente imi>ropria) che passi 
l)er 0 conta due volte nell’inviluiìpo di 7Q. 


Nella citata memoria di Dk Jonquièues del 1801, la for- 
niiila che dà il numero delle curve di una serie ) (7 ( tangenti 
ad una Kn riceve alcune interessanti applicazioni, cui vogliamo 
<iui breveiueiite accennare. 

Anzitutto un caso particolare di cpiella formula permette 
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di delermiiìure il iiiiiiiero debile curve Cy di mi fascio, die toc¬ 
cano una /v„ generale: dcsigiiando con ?» Pordine delle (7 si 
trovano precisamente 


2ììiu + (» — 1)(» — 2) — 2 


curve C taiigeiili a Ora il l)n doxQUiÈuKs deduce da 

questa foruiiila il numero dei tiessi di mia curva generale 
d’ordine », e arriva poi, con semplici cousiderazioiii di cou- 
tiiinità, a valutare il minierò delle tangenti doppie, porgendo 
coM una elegante (Ìimostraoioìie delie formule di l’nrcKKU (die 
egli accenna potersi estendere al caso di Kn dotate di sin¬ 
golarità). 

Per numerare i tiessi di una generale, Dw dONQuiÈuKS 
considera le curve polari dei punti di una retta r; queste 
curve (7^—1 formano un fascio che contiene 

2 / 0 » — 1)1 (» — !)(» — 2 ) — 2 = (» 1 )( 8 » — 2 ) — 2 = 3 »' — 5 » 

C _ tangenti a 7v7?* <ineste (7^„i tangenti vi sono le » 
curve polari delle intersezioni di r con all’infuori di 

queste restano 

3»" — 0» = 3»(??. — 2) 

C tangenti nei dessi della infatti una retta (non bitan- 
gente) che conta i>er due fra le tangenti a condotte per 
lu punto 0, deve avere mi contatto tripimto con la /v,,, o 
essere tangente nel punto (>. 

Per numerare le tangenti doppie della il Un dONQuiKur:s 
insegna diversi lu'ocedimeiiti. Piferireiiio soltanto il seguente 
che costituisce un antecedente storico immediato (*) della 
dimostrazione data da Eeck delle formule di Pi^i ckku. 
(C'fr. § 2S L. 2% Voi. 1, pag. 331). 

Paccianio subire alla curva Kn traslazione (o un’omo¬ 
logia) infinitesima, ehe porterà in una 7vV. Le due curve 
X, e Kn hanno a comune »'(?# — I)^ tangenti, essendo questo 


(b liECK non sembra averne avuto conoscenza e — nella sua memoria 
"el vo). 14 <lei Matli, Annalen — cita soltanto il lavoro del 1854 di 8teinkr 
die, nella ricerca delle normali ad una curva Kn passanti per un punto O, 
fà subire a Kn una rotazione infìnitesiìiia attorno ad O (cfr. Journal fiir 
Hd. 44, j)ag. 333). 
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minierò il prodotto della loro classe; ora queste tangenti si 
riducono alle 

1 ) oìi(n — 2} tangenti di flesso di contate ciascuna 
tre volte, 

2 ) alle ir tangenti nei punti comuni a Ky^ e J\/ da 
contarsi ciascuna una volta 

3 ) e lìualmente a 

u"(u — 1)' — \)n{n —2) — _ n{n — 2)(jr — fl) 

2 2 


tangenti doppie di da contarsi ciascuna due volte. 

Così si determina appunto il numero delle tangenti doppie 
della curva /v^, ma occorre invero giustificare le afternia- 
zioiii contenute nel ragionamento precedente, che non si 
trova approfondito dal Dn Jonqutèues, A tale scopo osserve¬ 
remo die : 

J) Una tangente di flesso della risponde per dualità 
ad una cuspide, la quale sappiamo apiuinto assorbire tre 
intersezioni di una curva con la curva in fin itameli te vicina 
(\Àhio 2", § 28; Voi. I, pag. 328). 

2) Quando si eseguisce sopra la curva una omologia 
intìnitesiina di centro 0 e di asse r>, avviene che rimangono 
ferme, e però sono tangenti comuni a A",/ e 7vV? lo u(u — 1) 
tangenti condotte da 0 a Ky,^ che corrispondono alle?du— 1) 
intersezioni di Ky^ e 7vV fuori dell’asse di omologia. Ora si 
vede che anche le it tangenti nei punti comuni a e all’asse o 
debbono ritenersi comuni alle <lue curve omologiche; ciò cor¬ 
risponde per dualità al fatto che i punti di contatto delle 
tangenti condotte da 0 sono comuni alle due curve. 

3) È intìne evidente come una tangente <loppia a 
figuri due volte, in relazione ai due punti di contatto, fra le 
tangenti comuni a A„ e 7v^,/. 

Non entra fra gli scopi di <|uesto paragrafo dare un più 
ampio ragguaglio dei resultati ottenuti nella teoria delle 
caratteristiche; liasti dire che in ispecie nella memoria del 
J)e JoNQuiÈiiES del 1800 è contenuta una formula generalis¬ 
sima che costituisce un antecedente storico di quelle con cui 
Skuke e (Jastbonuovo (nel 18811) hanno risoluto essenziali 
problemi numerativi concernenti le vserie lineari g"' sopra una 
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curva (cfr. L. 5'). Qui vo^iiamo piuttosto indicare l’uso cLe 
può farsi in tali problemi delle e(iuaoioni fìin::ioìmli({\ Oaylew 
A tale uopo ci varremo del seguente esempio (‘). 

Si tratti di determinare il numero delle coìdehe G che 
liaiino un contatto .sestipanto con una curva d’ordine a, 
adatto ^onerale. Questo numero essendo designato con f{n)y 
potremo esprimere il numero 4 -r3) considerando nua curva 
composta d’nna e d’niia cubica K^: 

,f{n + 3) = J{ìi) t(o) ^y(tìi^ 

dove si ammette che ciascuno dei 3]^ punti doppi di /v;,-}-.., 
comuni a e a assorba a soluzioni del problema. 

Ora ricordiamo (cfr. L, § 22 ; Voi. I, pa^'. 277) che 

/(3)==27 

per la cubica K. generale, ottenendosi i punti sestatici come 
intersezioni di colle polari armoniche dei 0 flessi; invece, 
proprio in forza di tale costruzione, per una cubica dotata 
<li punto dopino il numero <lelle <*oniche con contatto sesti- 
punto si riduce a 3. Segue di <|ui; 

.r = 24, 


t\H -H 3) =/{u) H- 27 + 3.24)/-. 

(^fuesta relazione costituisce un’equazione funzionale che, inte¬ 
grata, fa conoscere f^. 

A tal fine deriviamo due volte l’e(|nazioue precedente; 
si avrà 

f{n h3)=/(a) + :b24 
/'(n+3)=/>) = cost. 

(Quindi si deduce 

= -4- 7 , 

e resta soltanto da determinare le costanti jj, 7 ; il che si 
ottiene con metodo .sperimentale^ <*ioò ricorrendo ad esempi 
particolari. 

(*) Cfr. Cayley, Pliilos. 'rraiisai^tiojis. Voi. ITiS, paite I, png. 75, ^IS7S,, 
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Per esempio possiamo deterniiiiare le suddette costanti 
ricorrendo a cubiche e curve composte di cnbiclK^.: 

/(3)= 9a h83 + r = 27 
/(())rrr3r>y.-h0i + r = 2-27 4- 9-24 
/d» = 81 a d- 9;j -H r = ■ 24. 

Di qui, eliminando cc, set^ue 

G.3-h37z=:2-27— 9-24 
18.3 -h 8y = G. 27 — 27 • 24, 

e per7) 

Y = G, P=:=-27 
a==l2 , 

fin) = j2ir — 27a. 

E per una curva dotata di 5 nodi: 

f(n^ 0 ) = 12ir — 27n — 245, 


che è la formula di Oayupy. 

43. Curve gobbe; triseranti e qnailriseeanti- — Dei metodi 
della geometria numerativa offrono esempi luminosi i pro¬ 
blemi in cui si tratta di determinare il grado della rigata 
costituita dalle rette trise<*anti una curva gobba e il numero 
delle sue qnadrisecanti. 

Notiamo anzitutto che una curva gohha ìrreducUìilc^ ( 7 , pos¬ 
siede mia seinpli(‘e intìiiith di trisecaiiti, costituenti una rigata 
di grado >0, oppure non possiede aìeiuia trisecante (rigata 
di grado zero); re tr/sccoatf, costitnenli una 

cougrHen:'aj poiché (piesta ipoh^si porterebbe che tutte le corde 
della C sieno trise(*aiitì, il che e impossibile. Ihesi infatti vsn C 
due limiti (|nalnn(|ue 7^ e Q, l’ipotesi falla porta che la retta PQ 
incontri C in un punto 77; s(^gue da (‘io (die le tangenti in 7^, Q 
debbono incontrarsi, giax'chò la congiiingente di II (‘ol punto 
di C inlìnitaiiunito vicdiio a P d(‘ve incontrare C nel punto 
iiilìuitanieiite vicino a Q, Ora la proprietà (die le tangenti 
d’nna curva a. (lini a (ln(‘ s’incontrino trae come coiis(*ginuiza 
elle la (uirva stessa sia piana. 
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Quanto alle qnadri.secauli (l’nua ciii*va if>ol)ba, esse sono 
in oeuerale in nmnero finito, trattniKlosi (l’ima ulteriore con¬ 
di/ione imposta alle tTÌS(‘canti; ina non si può escludere il 
caso die esistano inlìuite (piadrisi^canti, la cui i*i;L>'ata deve 
essere ritenuta (50in(‘ mia ri^i^ata di trisecaiiti contata (]iiattTo 
Aolte. 

I problemi di determinare il grado della rigata delle tri- 
so( 3 anti di mia curva gobba, e il numero delle sue (luadri- 
secaiiti (supposto finito), si riatrai^cano a Oayley (18()3), che 
adoperi') per la loro risolii/ioue il metodo delle equa:;wni fvn- 
zìonali (cfr. § 42) movendo dal presupposto die i nnmmù da 
determinare dipeudaiio soltanto dall’ordine e dal numero dei 
pilliti doppi apparenti (o dal genere) della curva, che si assume 
priva di punti doppi effettivi. 

Se si uniscono due curve gobbe (7, (7* degli ordini a, h*, 
possedenti rispettivamente d, d* punti doppi apparenti, si 
ottiene una curva d’ordine a* con + 

punti dojipi apparenti, e: 

1) la rigala delle trisecanti di (7 + (7* risulta dalla 
somma delle analoghe rigate relative alle due componenti, 
pin la rigata delle corde di G incidenti a (7* e la rigata delle 
<3orde di (7* incidenti a (7; 

2) le qinidrise(*anti di (7-1-(7* sono le qiiadrisecaiiti 
di (7 e di (7*, piu le trisei^auti di una delle due curve inci¬ 
denti all’altra, j)iù le corde comuni di C e (7*. 

Da ci(') si ricavano le eipnizìoni funzionali capaci di deter¬ 
minare il grado /(a, d) della rigata delle trisecanti di (7, e il 
numero :p(u, d) delle sue (pnidriseimiiti. 

Tuttavia, per giustifìc^are il presupposto di tale deterini- 
nazioiie, si è condotti a ricercare se in ogni famiglia di curve 
gobbe di un dato ordine e con un dato numero di punti 
doppi, di])cnd(uiti da parametri variabili in modo coiitimio, 
si trovino curve opportunamente degeneri. E si riconosce 
allora che lo spiazzamento d’ima curva, generalmente irredu¬ 
cibile, non [)nò mai (^indurre a curve che non sieno tra loro 
eomiesse^ ciix^ idn^ non abbiano punti coni uni. Diguisacliè il me¬ 
todo di Oayley deve moditìcarsi prendendo in considerazione 
curve composte di parli min punti (3omaui (Picqi et 1873 (*))* 


(h C!fr., |K*r le citazioni ulteriori, il Cnp. XXXI di Bkiizolaki nel 
« Pjiscal’s pt-rlorìiiiii » voi, 11, pag. 90o. 
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D’ultra purti^, fiiio dal 1<S()1), Zi:uTni:x (^) è riuscito a 
iletermiiiure i iiiiiiieri relativi alle trisecanti e quadri secanti 
delle curve Giobbe con mia pura apidicazioiie del iniiioipio 
di corrispoiideii/a, die riesce esente dalle delicate difìicoltà 
cui dà origine il metodo delle degeiierazioiii. 

Fiiialiueiite i i)robleini stessi si lasciano trattare anche 
col metodo che Dn doxqiuinnns e Bkck hanno ado^XM-ato per 
stabilire le formule di (cfr. ^ 42), considerando ima 

curva gobba come limite di più curve che si avvicinano 
iiidelinitaiiiente (^). 

l^oi liinitereiiio i nostri svilni)i)i ad nii cenno del j^riino 
e del terzo metodo. 

.Vpidicheremo il metodo di degenerazione alle curve razio¬ 
nali (senza punti doppi eftettivi) cioè alle curve (irreducibili), 
d’ordine a, col massinio numero di immiti doinn apiiarenti: 

(il — l){n — 2) 

2 

Una curva, (7,^, silfatta è di gemere zero essendo tale una 
sua proiezione piana, e perciò è una curva razionale, cioè 
ammette una rappresentazione parametrica d()V(‘, supposti gli 
assi orientati in modo generico, le cr, y, s si esprimono come 
funzioni razionali fratte, di grado di un parametro col 
nuMlesiino denominatore. Infatti la curva <^(. 17 /) = 0 , x)roie- 
zione ortogonale della Cn dal punto all’intìiiito dell’asse 2 ! 
sul piano ^ = 0, ammetterà (L, 2 "", § 23, jiag. 282) una rap- 
I)reseiitazioue parametvica : 

T4(0’ ?At) 

dove 9 ^, :p^ possono ritenersi polinomi di nn medesimo 

grado n; e, appunto perchè si sono supposti gli assi orientati 
in modo generico, la terza (coordinata ^ dei i)niiti di ( 7 „ risul¬ 
terà finizione uiiivoim, e perciò) razionale, del parametro t che 
determina il eoi rispondente punto (.^ 7 /j di 9 . Si avrà dunque: 


(q Annali di Berie 2, t. 3, png. 173. 

(q Cfr, Beck, Xatnvf, GesellBrliaffc in Znrig Jalirgang o2, 1907. 
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lìreseiitaiulosi in (inesta trazione lo stesso (leiiomiiiatore ohe 
nelle precedenti, .i>iacchè codesto denominatore deve essere 
ugnale a 9 ^, o a un suo divisore, essendo n il numero delle inter¬ 
sezioni della O.,, con un piano (pialunque ax I-&?/- 1 --hd = 0 , 
e non può presentarsi nn divisore di cp.^ se non, eventiialineiite, 
per posizioni particolari dell’asse ;cr. 

Tertanto s(;ri\ (n*eino la rappresentazione i^arainetrica della 
curva C,i sotto la forma se^’nenle: 

i "1“ ^^ ~1~ •••• "1~ OCn _1 1 -j— 

^ H-.... + -h 5,^ ’ 

' ^ ^ 

^ ) * 3, -h 3, + .... -\- f -4- 0 ^ ’ 

f ^ To + r, t 

\ d- 3^ ^ -p -}- j t -H 5^ 

Ora v^ediaino che, nella famiglia delle curve si ■tro¬ 
vano — in corrispondenza a valori particolari dei parametri — 
curve Cn degeinna in una curva razionale e in una retta r, 
aventi nn punto comune. Infatti basta porre 


''7i — rn —1 


:5., = 0, 


per ottenere una (7,, che sì spezza nella curva razionale 
/ +.... + 



... -P OCn 


.. 1- 

3 ,, .. 

1 D 

... t 1^97. 


.. -+- o ^_ 


1 

T 




e nella retta x —'// = (); la quale incontra la curva l!) nel punto 
(^? )? corrispondente al valore t = () del parametro. 

\ — 1 / 

Sì noti die la curva razionale dc^oenu^n» (7„_i H- r, 
avente un punto doppio elettivo, 0 , connine a On—i e r, 

I)ossi(ale, come la (7„ generale, punti doppi 
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, s . (il — 2}(n — 3) ,. , 

<(pp((rentt, lacche vi sono-- punti doppi apj)a- 

renti di e n — 2 rette per nii punto che incontraiio 

— fuori di 0 — la e la r : 

(u ~ 2){u — 3) ^ _ (n — 1 )(n — 2) 

o \ 'il ^ 

Ora il grado della rigata delle trisecanti di o il iininero 
delle sue qiiadrisecanti dipenderanno soltanto dall’ordine ii. 
L’asserto si può ginstiticare a jmcri in base all’osservazione 
che le curve razionali forniano una sola famiglia, dipen¬ 
dente da dn parametri variabili in modo continuo; a lìoste- 
riori se ne ottiene la prova mediante la detenni nazione, 
eftettiva degli anzidetti nniiieri, che fin d’ora possiamo desi¬ 
gnare, 2 )er comodità di discorso, (^oi simboli f{n) e 9(a)- 

Anzitutto il grado della rigata delle trisecauti t\n) sarà 
ugnale a f{ii — 1) annientato del grado della rigata delle 
corde di che si appoggiano ad r in un punto diverso 

da 0, Per determinare questo grado, occorre trovare le rette 
incidenti a s, essendo s un’altra retta qualunque. 

Poniamo che s divenga incidente ad r; allora le rette nomi¬ 
nate divengono le corde di passanti per il punto (r s) 

e quelle (che non iiassauo per 0) giacenti nel filano (v 
sicché il loro inmiero vale 


(a — 2)(n — 3) 



= {u 


2)(h-3). 


Si avrà dunque 

fin) =fin 2){ii - 3). 


Derivando tre volte questa equazione finizioiiale (alle diffe¬ 
renze) si trova 

e però, integrando: 

fi^u) — -I- iìr H- en -f- d, 

dove le costanti rt, &, c, d, si lasciano deterniinare sperimm- 
talmente^ cioè coll’esame di casi particolari. 
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jNFa, anello senza ricorrere a tale integrazione, si può deter¬ 
minare f{n) in modo diretto facendo degenerare siicc€\^siva- 
mente la ecc., in guisa ebe la si riduca alF insieme 

di il — 1 rette sglieinbe e di mia retta, r, inci¬ 

dente ad esse. Allora la rigata delle trisecaiiti di C, si 
compone di 

/il — 1\ _ (»■ — 1)(»' — 2)(5ì. — 3) 
l 3 j- 2-3 

« 

rigate quadriche determinate dalle terne di direttrici retti¬ 
linee Si deduce 

^ ^ 

Ora si può apiilicare lo stesso metodo al calcolo di 
ma s’incontra ima ditììcolta che occorre segnalare. 

La curva degenere 


"L '^*2 "L 1 + 

«a cui si riduce iier continuità la possiede (per n —L>:4) 
una quadrisecante, fuori di r, per ogni quaterna di rette 
formata colle ina resta dnbliio se e (piante volte sieno da 
computare nel ninnerò le stesse rette e la r. A prima 
vista ciascuna delle avendo iidiiiiti punti coniniii colla 
degenere^ potrebbe sostituire (pialclie qiiadrisecnute della 
geinu’ale; ma il dubbio si esclude osservando (die le quadri¬ 
secanti di G^ sono generatrici quadruple (hdla rigata delle 
trisec^anti, mentre le rette non sono affatto generatrici 
(liensj direttrici) della rigata stessa, relativa alla degenere, 
2^011 così ])uò dirsi della ndta /*, che ('^ generatrice multipla 

secondo ^ per questa rigata, e può quindi essere limite 

di ^^ qiiadrisecanti di C», ; pertanto della r resta 

dubbio con (piale molteplicità, ir, liguri (dìettivaineiit(^ ind 
ninnerò ^(n). 

Ver siqierare la (lifli(?oltà conviene riferirsi a un’altra 
degenerazione della [che si deduce subito dalla preclu¬ 
dente; si riduca G^ ad n — 2 rette sghembe rg,....e 
ad una conica G^ incidente ad esse. Allora il numero 9 ( 11 ) 
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verrà dato da : 



essendovi due rett(‘ iiieideiili a 4 fra ìe direttrici ed ima 
retta incidente a C.^ <' a tre (in corrispondenza al (piarto 
punto (Fintersezione ili colla (piadrica determinata da 
(pieste tr(‘ rette). Si trova quindi 

(a —2)(a — 3)(a — 4)(a — 5) (a — 2)(a — 3)(a — 4) 

" “ '* 2-li ’ 

! ^ (jt —‘ 2 Ku — 3 )'(h — 4 ) 

-.(») =-- . 

Ilisolnto il proll)lenia per le razionali (con 



t(») = 

cioè 


punti doppi apparenti) si può passare al caso di curve di 

genere (iiiaìninpie, cioè di curve (irrednciìiiJi) d’ordine n con 

, (a —l)(n —2) ... . r, . . . 

d <i - ^- punti dcqipi apparenti, il passaggio e assai 


facile se si ammette che i iniineri da <leteriniiiare dipendano 
soltanto da u e d, sicché possano venir designati con /(>/, d) 
e 9 (^^, d). Valutiamo p. es. die cosa divengano quei numeri 
per mia curva composta d’una Cn—p razionale e di p rette, 
ì \,.... , corde di essa: la quale ^ +.... + , 

possiede 


punti doppi apparenti e può (piindi riguardarsi virtualmente 
come ima curva riducihiìe di genere p. 

In (pieste condizioni il calcolo di/(a, d) e d) non 
offre difiicoltà. Per avere/(a, d) oc(M)vre aggiungere al grado 
della rigata delle trisecanti di il grado della rigata 

costituita dalle c^orde di C^—p incidenti a una retta molti¬ 
plicato per il numero p delle r^., nonché due volte il numero 
delle terne formate (^on le rette r^. Fer avere 9 (n, d) occorre 
aggiungere al luiiuero delle (piadrisecaiiti di il numero 

delle? trisecaiiti di essa incidenti alle più il numero delle 
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corde di incidenti a due più il ninnerò delle rette 

incidenti a tre e alla più infine il numero delle rette 

iucideiiti a quattro I calcoli relativi si affettuano facil¬ 
mente: <*osi per avere le trisecauti di C^—p incidenti ad 
una Ti basta intersecare la rigata delle trisecaiiti con 
tog^lieiido le intersezioni che cadono nei punti coinuni a Cn^p 
e alla dove si avverta che la rigata delle trisecaiiti possiede 
la razionale come curva multipla secondo l’ordine 


{lì — /> — — ]) — ;>) 


poiché per ogni suo punto passano tante trisecanti, essendo 
ijiiesto il liiiinero dei punti doppi <li una curva proiezione 
Gr,-^p.^^\ per deterniimire il numero delle corde di 
iiicidenli a due rette basta far diventare queste incidenti 
collie vedremo i>iii avanti (pag. 208). Così si arriverebbe alle 
formule : 


f(n, lì) = (» - 2)(d - ) 

9 (», (1) ~ (l[d — 4h H- 11 ) — n(ìì — 'l)(u — 3(h — 13). 


]Ma queste foriiiule potranno in tal guisa ritenersi dimo¬ 
strate per tutti i valori di n ed? 

Intanto la degenerazione di una (7^, in una G^^p con corde 

e certo inipossibile per p> n, cioè per d ^- - n. 

In tal caso occorre almeno modificare il procedinieuto prece¬ 
dente preudeiido a considerare curve composte d’iina curva 
razionale e di rette o coniche trisecaiiti, qiiadrisecaid i, ecc. 

Tuttavia, perche le foriniile anzidette vengano dimostrate 
per (jiiesta via, occorrerebbe saxxu’e a priori che i niiineri cer¬ 
cati dipendono soltanto dai caratteri n e d. 8u questo punto 
potrà sollevarsi ragionevobinuite un dubbio, ove si avverta 
che le curve gobbe d’ordini^ a con d jiunti doi)x>i ai>parenti 
danno luogo, in generale, a diverse faniigli(‘, per modo che 
non si jiuò jiassare i)er continuità dall’una all’altra. Occor- 
r<‘rà x>ertanto (esaminare x>iù x>i‘ofi>^‘damente 1<‘ pos.sihiìi dege- 
nvrazioni d^%ina curva gohha x>er variazioni^ continua ilei suoi 
X>aranietri, onde riconoscere se in ogni famiglia si rinvengano 
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curve composte di curve razionali e di rette (e quindi curve 
riducibili a gruppi di rette). 11 quale esame importa incanalisi 
delicata, svolta recenteiueiite da Severi (^). 

Noi non ci addentreremo in siffatta analisi e forniremo 
invece un’ altra dimostrazione diretta delle formale prece¬ 
denti, cioè la dimostvqzione di Brck, cui si è poc’ anzi 
accennato. 

Come punto di parteiizji, in ordine al problema delle 
trisecanti, assumiamo la ricer<*a del grado della rigata delie 
rette che si appoggiano a tre curve direttrici (7^, di 

dati ordini: wq u, r- questo i)roblema con cui s’inizia la 
citata ineinoria di Cavley, si risolve con un ben noto metodo 
ricorrente (”) che qui brevemente riprendiamo. Il grado cer¬ 
cato, cioè il numero delle generatrici della rigata che si axij)og- 
giano ad ima retta n, si designi con ^(ui, n, r); allora 
considerando la rigata che ha come curve direttrici le (7^,, (7,^, 
e intersecandola con la (7,., si trova 

n, n, J) 

e, analogamente 

n, r)= amr4^(l, 1, \) ^2mnr^ 

essendo 4^(1, 1, 1) il grado della quadrica determinata da tre 
direttrici rettilinee. 

Inoltre la rigata determinata dalle curve direttrici (7„,, 
(7^, (7,., contiene le tre curve (7^, (7^, (7,. con le molteplicità 
rispettive: nr, ria, ma. Infatti per ogni punto della pas¬ 
sano nr rette incideiiti a (7^ e (7^, sicché vi sono apininto nr 
falde della sn])erfìcie rigata che s’incrociano lungo la (7^^, ecc. 

Si può aggiungere che se due curve, per es, (7^^ e 
hanno un punto (semplice) comune^ dalla rigata delle rette inci¬ 
denti a (7,^, si distacca il cono d^ ordine r che proietta 

Gr^ Il caso in cui le tre curve (7^^, (7„, 6V abbiano mio stesso 
punto colmine, 0, esige un’analisi più delicata, perchè tutte 
le rette della stella 0 vengono a lìgnrare improxiriameiite nella 
rigata. Tuttavia il metodo iirecedente innaiietterebbe di rico¬ 
noscere che, tolta la stella smhletta, la rigata che ha p(U‘ diret- 


(q Rendiconti dell’Acc. dei Lincei, 2 e 16 maggio 1915. 

(q Cfr. per es..F. Enriques « G. Descrittiva », Parte II, § 55. 
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trici (7,., diviene oni di ordine 2)nnr — (hM- — 1), 

salvo il caso in cui le tue curve aI)]>iano nel punto comune ini 
iiiedesimo piano taii.uente, ciò che dà liio^o ad una riduzione 
ulteriore. (Allo stesso resultato si perviene anche facendo 
degenerare le tre curve in ,<>’iiisa da coiiteiiere tre rette j)as- 
saiiti per un lunitoK 

Passiamo a considm*are la rigata delle corde di una curva 
che si appoggiano a una Questo caso può (‘ss(u*e stu¬ 
diato come limite del caso i)recedente, dove si portino a coin¬ 
cidere le curve c (7,,. A tale scopo conviene assumere come 
<*urva Cr la (7,^ stessa trasformata con ima traslazione infini¬ 
tesima o, più generalmente, con un’omologia iniìnìtesiinn di 
centro A e di piano a: la rigata Ji che ha iier curve diret¬ 
trici le ( 7 ^, ( 7 „, si riduce alla rigata delle corde 

di (7j^ incidenti a 6^^ contata due volle, i^iù la rigata J?, delle 
rette incidenti a C^n ^ Gn toccano il cono proiettante A{G^) 
nel punto d’appoggio con la (7,^; infatti i due i)iuiti d’appoggio 
di una retta incidente a (7„ e (7,. potranno restare distinti al 
limite o divenire intinitameiite vicini; in (piesf ultimo caso la 
retta diventa tangente al cono su cui si trova, insieme a (7^^, 
la curva trasformata iullnitamente vicina. xVllora determi¬ 
nando il grado della rigata si ottiene quello della R^. Ma lo 
stesso metodo con cui si determina quel grado conduce diret¬ 
tamente allo scopo. 

Pongasi che la curva abbia iiiinti doppi ai)i)arenti; 
il grado della rigata delle corde di incidenti a (7,„ verrà 
esj)resso da una funzione 0 (ìu; n, d). Per calcolare 0 basta 
osservare che esso ecinivale al ninnerò delle cord<' di 
che sono incidenti a (7^^^ e ad una retta, sicché 


(ì(m; a, d). 


Ora 0(1 ; a, d) è il numero delle corde di Cn che si appog^ 
giano a duo ridte sghembe a^ h; facciamo diventare le a, 
incidenti; le corde incidenti ad a e h si riducono alle d corde 

passanti per il punto (ah)j e alle corde giacenti nel 

piano (ah)-^ pertanto: 


1 ) 


H(m ; » , (l) = m | ^ -H |. 
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Inoltre la curva Cn visnlra multipla per la rifiata secondo 
la molteplicità m{u — 1), poiché tante sono le generatrici della 
rigata passanti per nii punto della Si avverta poi che 
(piando la (7^^ ab})ia un punto (8euipli(^e) 0 comune con la (7^, 
dalla rigata aiizidetta si stacca il cono d’ordine n—1 che 
proietta da 0 la 

Ora procediamo a determinare il grado della rigata ((<ììe 
trisecanti alla curva (7,^, grado (^he si é designato con/(a, d). 
A tale uopo conviene i)articolarizzare la rigata i)recedente 
facendo tendere (7^^ a C^(m = n); perciò si assumerà come 
curva (7,^ la trasformata di (7^ mediante un’omologia inlì- 
iiitesinia di centro A e di piano a. 

Osserviamo subito che le due curve (7^^ e (7,,^ = 
hanno qui a punti comuni, intersezioni col piano a, e quindi 
le corde di Cn incidenti a (7,„ forinaiio una rigata che con¬ 
tiene n coni d’ordine u — I, staccati i quali si riduce del¬ 
l’ordine 

n, d) — n(n — 1) = 1 )_ 

Ora (luesta rigata limite, iJ, consta di una rigata, A\, costi¬ 
tuita dalle trise(*anti di (7^, contata tre volte (poiché una tri- 
secante tigura tre volte come corda che si appoggia ulterior¬ 
mente alla curva data, in rapporto alle tre (*oi)pie disila terna 
dei punti di appoggio) ed inoltre di una rigata, 2^, costituita 
dalle corde di Cn che toccano — in uno dei i)niiti d’ap¬ 
poggio — il cono proiettante A{Cn)> Di quest’ultima rigata 
possiamo valutare il grado, intersecandola con una retta 
che passa per il vertice del cono. Le intersezioni di una 
siffatta retta a corrispondono: in primo Inogo ai j^iani tan¬ 
genti alla Cn per (X, e precisamente in ognuno di questi piani 
si trovano n — 2 (wde della Cn passanti per il punto di con¬ 
tatto, le quali sono generatrici della rigata secondo 

luogo a incontra li., anche nel vertice A del cono, e prcid- 
samente incontra ivi d generatrici di H., che sono le corde 
di Cn per yl, ognuna delle quali deve essere contata due 
volte in quanto ha comuiii con la trasformata di f7„ i due 
inmìì infinitamente vicini ai punti d’appoggio su Cn- 
trova 


A, = (n — 2) ) n(n — 1 ) — 2d[~h 2d 
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e così si cieciiice; 

3) /(», = + —!) — [(»—— — 

cioè il grado della rigata delle triseeanti rale: 


3) f{n, = 

Ag’oiuu^asi che la rigata delle triseeanti di il cui ordine 
è espresso dalla foriuida i> rece dea te, contiene la cnrra con 
la moltijdicità 


poiché la proiezione i^iana di fatta da un suo punto, è una 

(a —l)(a — 


curva d’ordine n—1 di genere }> — 


che 


ha dunque 


(a —2)(a —3) 


— 2 > i>nuti doppi. 


8 i avverta inoltre che la rigata delle trisecanti di una 
curva Cm irriducibile e senza punti doppi effettivi, è general- 
nìeiite irriducibile. Se la ac(iuista un punto doppio, limite 
di ini punto doi)i)io ai^pareut-e, è naturale che si stacchi il 
cono proiettante la curva da questo punto. JVla se la non 
ha punti doppi, la rigata delle trisecanti non può spezzarsi 
in due superfìiùe distinte^ giacche verrebbero così seiiarnte 
razionalmente due parti della che ijerciò sarebbe riduci¬ 
bile. Può bensì darsi che le trisecanti di formino una super¬ 
ficie rigata multipla, il che accade: 

1 ) quando la 6^^ X>ossiede una serie di v-secanti 


con V 


ogni v-secaute conta allora per triseeanti 


e COSI 


hi rigata didle v-secauti, contata secondo quest’ordine di mol¬ 
teplicità, forimi appunto la rigata delle triseeanti; 

2 ) quando la 6% stia sopra una superlicie quailrica, 
segando le generatrici di ciascun sistema in tre o piu punti; 
rìfenuidosi al caso piii semplice di una che seghi in tre 
punti i due sistemi di geuerafrici, si vede (die la rigata delle 
triseeanti deve ritenersi formata da due rigate (piadriche 
sovrapposte e i>erciò è, in (juesto caso, d’ordine 4. 
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Osservapioìi<\ Se per ima curva gobba (irreducibile) iiou 
esistono trisei^aiiti, il gi-ado della rigata di esse dovrà esser 
indio e così pure la molteplicità della si avrà pertanto 



n » r 

Il • 

d = il 

da cui 


a. — 2, 


() 

-r , 

cioè 

a = 3 0 

a — 4. 


Effetti vani ente per le cnbiclie gobbe e per le qnarticlie di 
prima spedii (§ 18) non esistono trisecaiiti, mentre vi è ima 
rigata qiiadrica di trisecanti per le quarticlie di seconda specie. 
Da quanto precede si deduce (*he per > 4 la curva pos¬ 
siede sempre ima rigata di trisecaiiti di grado >0, sicché: 

Questa disegiiagliaiiza è assai più espressiva di 

() 

quella, —2, die abbiamo incontrata nel § 18. 

Segue in particolare che nna curva lìiana senca puuti 
doppia d^ ordine m>3, non jmò essere j^t'ouzione {da impulito 
semplice) di una curva gohha d^ ordine n—m+i. 

Passiamo a determinare il numero delle qnadris<H*fmti 
di -V tale scopo considereremo una curva trasformata 
di Cn mediante mia omologia iiifliiitesima di centro A e 
piano a: le tris^ecaiiti di che si appoggiano a foni inumo: 

1) qiiadrisecaiiti di (7^,, da contarsi ciascuna quattro 
volte in rapporto alle quattro terne che si possono estrarre 
dalla qiiatmnia dei punti di appoggio; 

2) e le ÌV3 trisecanti di Gn (*ùe toccano in un punto 
della curva il cono proiettante AiGn)^ 

Ora, la rigata delle trisecanti di G^ è del grado/(u, 
che abbiamo imparato a valutare. Essa avrà con G^ d) 

intersezioni; ma sono da togliere le intersezioni che cadono 
sul piano a <li omologia, in iiiinievo di a, da contare ciascuna 
(d — a-1-2) volte, secondo la molteplicità della G^ per la rigata 
delle trisccanti. Si avrà dniniuc: 


4 ) 


a/(a, d) — n((l — n + 2) = d) + ; 



302 


LIBRO TRUZO 


la (juale equazione pennetfe di ricavare cp(n, d} quando sia 
noto 

Ter \ alufare occorre considerare la rigata delle corde 
di Cn die toccano in un punto della curva il cono A(C,,), 
e intersecarla con la curva infinitamente vicina (7^. Quella 
rigata è di grado siccliè le intersezioni con sono a/So; 
ma sono da togliere le intersezioni di e (7„ appaitenenti 
al piano a di omologia^ le quali stanno ferme quando tende 
a Qui bisogna procedere con attenzione. 

Vi sono due specie di generatrici della làgata die i)as- 
sano per un punto P di Cnj (*ioè h^=n — 2 rette che 
toccano il cono A{Cn) in P, e 

h, = 2{n — 1 ) \- 2p — 2 = ii{)ì — 1 ) — 2(1 — 2 

rette p., die toccano il cono suddetto in un punto Q diverso 
da P- Orbene, quando P appartiene al inailo cc, si direbbi' a 
prima vista (*he ivi siano assorbite intersezioni di 

con la rigata delle corde di tangenti al cono A(C^-i)j essendo 
la molteplicità di (7,, per la detta rigata. JMa occorre 
avvertire che le li^ falde della superfìcie rigata, corrispondenti 
alle generatrici p^^ toccano il cono AiC^) e quindi la 6^^; così 
il numero delle intersezioni assorbite in ciascuno degli v punti 
comuni u Cn B ad a vale 

5) 2h, + lì, = 2{u — 2) + it(7i — 1 ) — 2(1 — 2, 

Ciò posto le ìiN ,— (2/i.^ q-7i^) intersezioni residue di G^ 
con la rigata delle corde tangenti al cono, ci danno: 

1) Le iVg trisecanti di G^ tangenti al cono A{Gn) ia uno 
dei punti di apiioggio, da contarsi ciascuna dm^ volte in quanto 
si consideri appartenente a G^ l’uno o Paltro degli altri due 
lanuti d’appoggio della retta con la curva. 

2) Le t corde di G^ bitangenti al cono A{G^ nei due 
punti di ai>poggio con la curva, da contarsi ciascuna due 
volte; il numero di queste corde, pari al numero dei juaui 
bitangenti che iiassano per un punto, ò già stato designato 
con t e vale {% 18) 

t — }}(n — 2){n’ — 9) — — 1) — d] 2d + 2d{d — 1). 

3) Le (I corde di Gn aiiparteneiiti al cono A{G^^j cioè 
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le corde di Cn <inali — al pari delle corde bitaii- 

j»:eiiti — si appogiiiaiu) a e in due coppie di punti 
iiilìuitamente vicini, e che andranno contate (\ volte, come 
risalta dall’osservazione se.i>nente* Abbiamo veduto che le 
corde di passanti per A sono generatrici doppie per la 
rigata delle coinh^ tangenti al (u)iu) ma delle due falde 

della saperlìcie rigata, che x)assano \)ev la corda, una tocca 
la C\i in uno dei due punti d’appoggio, F e Qj della corda 
stessa, e l’altra nell’altro, giacché le due generatrici della 
rigata intiiiitameiite vicine «alla PQ sono: la retta che da P 
proietta il x)nnto di intinitainente vicino a e quella che 
da Q proietta il punto infinitamente vicino a P. Pertanto 
la nostra rigata delle corde tangenti al cono ha con la (7„ 
C intersezioni corrispondenti alla FQ^ evsseiidovi tre interse¬ 
zioni vicine a P (e così a Q), due sopra una falda e una 
sull’altra. 

4 ) Le corde di che giacciono in un piano osculatore 
per A ; essendovi )i — 3n()/ — 2 ) — iuJ ^liani osculatori a (7^ 
per Aj il nnniero delle rette nominate vale 

(il — 3)n.' = (n — 3) ) 3)i(»' — (. 

Pertanto si giunge alla formula 
0) ììN, — (2U, + h.^n = 2 A 3 2t + 6(1 + (n — 3)n', 

<lalla quale si ricava: 

7) A 3 = I — — 3) + 2ìi{ìi -p 5)rf — 4:d{d q- 11) |. 

Ricordando la 4) si deduce che il numero delle quadrisecanti 
di Cyi, snx^xmsto finito, vale 

8 ) 9 (ji, (l) = I d{d—4n-\- 11 ) — n(ti — ‘2){n — 8 )(m — 13). 

Osservazione. Si avrà d )>0 nell’ipotesi, essenziale 
per il ragionamento jnecedeiite, che non esistano infinite 
quadrisecanti (cfr. ^ 45). 

44. Nota sulla molteplicità delle soluzioni nelle deternii- 
na/Joni di tiiìiuero» — L’apxdicazioiie del x)rìucix)io di conti¬ 
nuità, e in x)articolare d(41a conservazione del namerò, urta 
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spesso nella difìieoltà foiidauientale di valutare la iiiolteplieìtà 
con cui e(Mti elementi fi curano, in un dato caso particolare, 
fra le soluzioni del problema proposto. Questa difli(*oltà, giova 
notarlo, sì riduce generalmente a valutare la niolteplicifà di 
intersezione di curve, siipertìcie, ecc. Aiielie nei casi in cui 
si tratti di determinare^ elementi die non sono punti, per es. 
rette dello spazio ordinario, codesta deduzione sì lascia ottet- 
tnare sempre in modo eliretto, introducendo il lìiignaggio 
della geometria degli ijierspazi; e così per es. rappresen¬ 
tando le rette dello spazio ordinario coi jmnti di mia qnadrìca 
dello S, (L. r, § II)), ecc. 

Ora, quanto ai modi di riconoscere la molteplicità con 
cui ima certa soluzione appartiene ad mi dato problema, 
conviene osservare anzitutto che codesta molteplicità risulta 
in taluni casi semplicemente dalla legger di continuità, in 
quanto 1’ac(*ciiiiata soluzione si presenta eome limite di due 
o più soln/ioni semplici, pertinenti a mi caso })iù gcixu'ale. 
Così, per es. è evidente die una tangente doppia, di ima 
curva piana, tìgnra due volte fra le tangenti alla curva con¬ 
dotte da mi suo punto gmicrìco, 0, in quanto <^odcsta tan¬ 
gente appare come limite di <liie limgciiti semplici passanti 
per un punto vicino ad 0, i cui punti di contatto si avvici¬ 
nano a quelli di a. Così ancora mi punto ?"-plo, a tangenti 


distinte, dì una mirva jiiana, figura come 


nodi nel¬ 


l’abbassamento della classe (efr, § 14). E in modo analogo, 
nella ricerca del grado della rigata dell<‘ trisecanti di mia 
curva gobba ( 7 , Ire volte era contata ognuna delle trìsecaiiti 
fra le corde di C che si appoggiano alla curva intiintaiiieiite 
vicina C, perchè ogni trisecaiite appare appunto conn^ limite 
di tr<‘ corde siffatte, in rapporto alle tre coppie formate coi 
tre punti dì appoggio, ecc. INIa, in altri casi, la valutazione 
della moltiplicità spettante alla soluzione di ini problema, 
ri<*sce più diffì(‘ìle; e giova pereìù riferirsi ad alenili nndixli 
l^artìcolari che permettono di superare tale difficoltà. 

I) Anzitutto ac<*ado clic le soluzioni del proldmna pro¬ 
posto vengano fornite da (dennenti uniti dì mia corrispondenza 
in ima forma dì prima spixai'; dove tuttavìa sono in gmi<*rale 
da scartare eome soluzioni (‘strainx' alcuni degli ehmieiiti miitì 
d(dla corrispondenza iiUMlesima. In questo caso sì’puù invocare 
la regola di Zki:tiikn, che abbiamo spiegata nel L. 2", ^ 1. 
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Qui giova avvertire che, senza bisogno di calcolare diretta¬ 
mente gii ordini di iiiliiiitesiiiio che entrano nella regola 
suddetta, questa può ricevere una applicazione indiretta nei 
modi che seguono. 

2) Senza bisogno di valutare effettivamente gli ordini 
di infinitesimo che entrano in campo, può darsi che sì rico¬ 
nosca come una data corrispondenza — considerata nellhn torno 
di un elemento unito, P — equivalga, a meno di infiiiitesinii 
d’ordine superiore, ad un’altra corrispondenza, per la quale 
la molteplicità dell’elemento imito P risulti piu facile a deter¬ 
minarsi. In questo caso la stessa molteplicità appartiene a P 
anche per riguardo alla prima corrispondenza. Un esempio 
di questo metodo si è offerto nel cenno sulla teoria delle 
caratteristiche contenuto nel L. 2\ ^ 25 (Voi. I, pag. 29G). 

3) Quando la molteplicità X di un elemento unito P 
si riconosca ugnale per due (o più) corrispondenze, paa ia 
nessuna di queste appaia il suo valore, si ottengono in gene¬ 
rale due (o i)iù) equazioni, dove X figura fra le incognite e 
che — in certi casi — permettono <li determinare il valore 
suddetto. Un esempio relativo a ciò viene offerto da Zkuthen 
in ordine al i^robleuia delle trisecanti a<l una curva gobba {*). 

4) Anche iiidipendeiiteineiite dal metodo di corrispon¬ 
denza, è chiaro che la molteplicità con cui un elemento P 
compare fra le soluzioni di nn problema, dipende <lalle pro¬ 
prietà differenziali della figura nell’intorno di sicché è 
lecito sostituire alla figura stessa una figura approssimante e 
cosi passare da un dato caso ad un altro ove entrano <liversi 
valori di certi caratteri. L’applicazione esatta di questo me¬ 
todo richiede di valutare l’ordine d’approssimazione di cui si 
è discorso; ma in molti casi ima rapida intuizione ci avverte 
che la molteplicità da determinare riesce senz’altro indipen¬ 
dente da certi caratteri, il che può essere facilmente verilìcato 
nella pratica. Allora la molteplicità stessa sì valuterà sper:- 
meutalmeìtte^ riferendosi ad mio o più esempi particolari. 

Come esempio riprendiamo il problema delle quadrise- 
caiiti di mia curva gobba, che abbiamo trattato facendo 
subire a ima variazione (omologica) infinitesima; la ricerca 
conduce a determinare le trisecantì a tangenti ad un cono 
proiettante A(Cn)^ e per ipiesto occorre intersecare la rigata 

(b Cfr. Amia li di Mat., Feerie II, t. 3, pagg. 181-, 185. 
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<lelie conili tiui.i>‘ciiti al cono .1(C>,) c'ai la c-iirva variata 
si ottengono così, oltre le tvisecaiiti tan.i>‘eiiti al cono, anche 
le corde f>iacenti in i)ìani bitangeuti i)er il centro di omo¬ 
logia Aj le corde giacenti in i^iani osculatori per JL, e final- 
laente le corde di l)assanti i^er A] di queste ultime 
riesce più difficile valutare la moltej)licità con cui figurano 
fra le soluzioni del xjroblema, che x>ur dimostrammo essere 
X = 6. Qui riprendiamo l’analisi del i^aragrafo x^recedente 
lasciando X indeterminata, e mostriamo come si possa valutare À 
riferendosi airesemi)io della quartica razionale (« = 4; rf = 3), 
X>er cui, evideutemente, il numero delle (luadrisecanti è ugnale 
a zero. 

Ordnnqiie scriveremo i^er la (piartica la formula (>) del 
imragrafo x>recedente, che, essendo 

n, = 4, d = r), iy,= l8, = ^ = 4, jr=(), 

assume la forma 

D’altra parte la formula 4), tenuto conto che il ninnerò delle 
quadrisecanti vale ^^(4, 3) = 0, e che il grado della rigata 
delle trisecanti è /(4, 3) = 2, diviene 

iV=4. 

Quindi si ricava A = (>, c. d. d. 

Se, invece di un solo coefficiente di molteplicità X, fossero 
rimasti incogniti due coefficienti, sarebbe bastato aggiungere 
all’equazione iirecedimte quella relativa ad un secondo caso 
X)articolare, i)er es. al (*aso della (luintica razionale (non gia¬ 
cente sopra una quadrica) che si })nò trattare direttamente 
con altri metodi. 

Giova anche avvertire che le eijiiazioni di cui si tratta 
sono da risolvere in numeri interi e imsitivi, sicché i)uò acca¬ 
dere che anche una sola equazione basti a determinare più 
incognite. Così il solo esempio della qiiartica i)ermetterebbe 
di determinare oltre la inoltei)licità, À, delie corde x>er ^1, che 
sopra abbimiio valutata, anche la molteplicità g con cui 
appartengono al iirobleina le corde bitangenti al cono 1((7„)5 
qualora non si vedesse direttamente che è jx=:2. Infatti si 
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è condotti all’cQuazioue 


che di'i 


3\ + 4x3=2G, 

X = 2, [1 = 5 oppure A = (), (i = ‘i, 
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sicché basta riconoscere la parità di |x (ehe dipende dalla 
simmetria dei due punti (l’«ai)po^'gio delle corde bitangenti) 
l)er concludere 

À = 0, [X =z2, 

In fine chiuderemo queste osservazioni rilevando (die, 
nei ixrobleini della geometria niunerativa, si deve dar valore 
a qualsiasi metodo di ricerca, per quanto imperfetto. La cosa 
essenziale è di regola scoprire la formula che risponde al 
l)roblema; a i)Osteriori si riesce sempre a darne una dimo¬ 
strazione. Da questo punto di vista l’induzione da casi par¬ 
ticolari, e quindi il metodo sperimentale, costituisce il più 
valido istruineuto di progresso della geometria nuinerativa. 
Esso é in pari tempo istrnmento sicuro di verilica, poiché 
ad anticipare la certezza logica che solo può fornire una 
critica approfondita e spesso delicata, vale ancora in modo 
eccellente la conferma di svaiàati esempi. 


45. Caso in cui il numero delle soluzioni del problema 
diventa influito: formule d’equi valenza, — Un problema rela¬ 
tivo alle curve gobbe varrà anche ad illustrare il caso, già 
segnalato da De Jonquièkes, in cui si lia eccezione al priu- 
cii)io di conservazione del uiunevo perché il numero (gene- 
raluieute Unito) di cui si tratta diventa intinito. 

In ordine a tale eccezione vi é da avvertire (pianto segue: 

1) Quando un problema geiunale comporta n soluzioni, 
c iu un dato caso i)arti(‘olare si può accertare l’esistenza di 
più che ìì soluzioni (radici della medesima eipiazione alge¬ 
brica (li grado a), si dedime che cpiesto caso comporta infl¬ 
uite soluzioni e ([uindi (se si tratta di punti) una curva o in 
generale una varietà iilgidirica di soluzioni. 

Una prima applicazione di (piesta avvin tenza ci dà il prin¬ 
cipio di ruucivEH-CLEUsini, criterio di compatibilità d’un 
sistema d’equazioni (cfr. L. T, §20): se il numero delle solu¬ 
zioni del problema generale é 0, (pussto iiiiiuero non pim 
divenire >0 iu un caso particolare, senza diventare influito. 



Unii secolidii iippiicazioiie viene offerta dalla proprietà 
caratteristica del fascio di curve piane (cfr. L. 2% § 14): per 
mi punto generico del piano passa una curva d’uii fascio \ C\y 
quindi un punto comune a due C è comune a infinite, cioè a 
tutte le C, 

Finalmente im terzo esempio interessante ci è i)orto dal 
teorema di Kummeu sulle congruenze del ordine di raggi 
(sistemi algebrici di rette, tali che j)er un punto generico dello 
spazio ne passi una) C). 

La teoria generale delle congruenze di raggi stabilisce 
che un raggio generico della congruenza è incidente a due 
raggi infinitamente vicini della medesima, in due immiti gene¬ 
ralmente distinti che si chiamano /aoc/i?. L’esistenza dei due 
fuochi si lascia riconoscere semplicemente ricorrendo alla 
rappresentazione degl’iperspazi. La congruenza ha per imma¬ 
gine una superficie appartenente alla qnadrica di 8^ che rap¬ 
presenta la varietà delle rette; orale rette incidenti ad ima 
data hanno per iinniagini i punti iVwn iperpiano tangente 
alla qnadrica, e questo sega la nostra superficie secondo una 
linea dotata di jiniito doppio, la quale contiene due punti 
iiifinitainente vicini al punto di contatto. Ma quando la con¬ 
gruenza S sia del priiu’ordine, avremo che ogni fuoco di essa 
appartenendo a due, apparterrà a infiniti raggi della con¬ 
gruenza, i quali formeranno un cono o una stella: nel primo 
caso la congruenza stessa è una stella, nel secondo vi sono 
fuochi costituenti una linea. Allora i raggi di ^ sono corde 
di questa linea, che si prova poi essere una cid)ica gobba 
oppure una curva composta d’uua curva d’ordine n e d’iina 
retta (ii — ])-secante (non escluso il caso di due rette infini¬ 
tamente vicine). Si ha così il teorema dil^miMizn: « una con¬ 
gruenza di raggi del priiu’ordiue, che non sia una stella, è costi¬ 
tuita dalle corde di ima cubica gobba, oppure d’iiiia curva 
composta d’una parte d’ordine ne d’nna retta (a— l)-secante ». 

2) (Quando un problema comporta in generale n solu¬ 
zioni e, per particolari valori dei parametri, ne esistono 
infinite, formanti una certa curva o varietà F, la F equi- 


(^) « Ueber <lie ulg<‘l)rt\ische Struhk*iisy.steine, iii’ft bt'sondere iiber die 
dei* erf^teii iind zweiteii Ordiinng ». Acc. di Berlino 1886. Cfr. (anche per 
iiotiziie biblio,i,natiche) diversi studi di Fano negli Annali di Jfateiiuitica 
e negli atti delPAccad. di Torino (dal 1893 in poi). 



CAPITOLO IV 


309 


mie a un certo numero in fra le n soluzioni del caso gene¬ 
rale, dì guisa che — fuori dì F — rimangono (iu generale) 
n —m soluzioni isolate. Così per esempio un’omografia piana 
possiede hi generale 3 punti imiti; (piando vi è ima retta di 
punti uniti (caso dell’ omologia) code>sta retta equivale a 
2 punti uniti. 

Siiuilineute tre superficie degli ordini s’iii- 

contniiio in generale in punti (§ 14), ma questo 

uiiinero diventa infinito se le dette superficie passano per 
una medesima curva (7; iu tal caso la C comune ecpiivale 
ad un certo munero d’intersezioni, sicché, tenuto conto della 
equivalenza di (7, può dirsi ancora che il numero 
delle intersezioni viene sempre conservato. Il calcolo della 
accennata formula d’equivalenza costituisce un uuoao pro¬ 
blema niimerativo che esamineremo fra poco. Qui vogliamo 
ancora indicare la seguente avvertenza: 

3) Se 1111 problema, generalmente determinato, com¬ 
porta — in un caso particolare — infinite soluzioni formanti 
una varietà continua F, l’equivalenza di F è sempre un 
ninnerò positivo quando il caso particolare sì presenti come 
liiiiite del caso generale in cui si ha nu numero finito di 
soluzioni (esistendo, fuori di F, n — mdn soluzioni isolate 
limiti di una xiarte di quelle del caso generale). Ma per un 
liroblema generalmente determinato ove entrano parametri 
e caratteri variabili in modo discreto, può aversi in iiu caso 
liarticolare una infinità di soluzioni equivalente ad nu numero 
negativo. Anzi, se la formula che dà il numero delle soluzioni 
d’nn problema porge iu qualche caso nu niiniero negativo, si 
conclude che iu codesto caso (anziché nessiiiia) vi sono infinite 
soluzioni, la cui varietà ha appunto uu’equivalenza negativa. 

Q>iiesta coiicliisioiie si giustifica ogniqiiah^olta la formula 
che dà il numero cercato sia dedotta nella sola ipotesi che 
(piesto numero sia finito (o nullo). Trattandosi di un ninnerò 
essenzialmente positivo, la circostanza che la formula dia un 
numero negativo costituisce un assurdo, che si risolve rico¬ 
noscendo infondata l’iiiotesi, del iiiunero finito di soluzioni, 
da cui si è partiti. 

Un semplice esempio di equivalenza negativa vieu iiórto 
dal problema di determinare il numero delle trisecanti di 
mia curva C dello spazio che incontrano una retta generica 
(grado della rigata delle trisecanti). Per una curva d’ordine n 
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con (1 punti (loppi apparenti, il detto numero vale 


Ora questo ninnerò diventa negativo per d = 

cioè per le cubiclie C prive di lanuti doppi apparenti, risal¬ 
tando allora N= — 1. Ciò significa che per una tale G esi¬ 
stono infinite trisecanti incidenti ad una retta, ossia che le 
trisecanti di C non formano più una varietà ma co®- 
il elle i^orta di conseguenza che la C sia una curva piana. 
Infatti una cubica senza punti doppi ai^parenti è piana e 
tutte le oc® rette del suo piano sono sue trisecanti. 

Un secondo esempio viene offerto dalle curve gobbe in 
cui il genere p è abbastanza elevato rispetto all’ordine Jt, 
cioè il ninnerò d dei punti doppi apparenti è abbastanza 
piccolo, così da rendere negativo il numero delle <inadrise- 
canti : 

I (l{(l - 4» + 11) — n{n - 2){n — 3)(it - 13); 

allora la curva possiede una serie di infinite qnadrisecanti 
(o ima serie di rette v-secaiiti con v >4) che formano una 
rigata (multiida per v>4). Per esempio si consideri la curva, (7, 
d’ordine intersezione completa d’una qnadrica Q e 

d’una superficie, del 4° ordine; si ha, per la (7, d = 12, 
giacché la proiezione jnana di G da un punto di Q possiede 
due punti quadrujili equivalenti a 6 4-6 = 12 punti doppi; 
quindi la formula delle quadvisecaiiti dà il numero 

i 12(12 — 4.8 + 11) — 2*- 8 • G • 5 • (— 5) = — 4. 

A tale circoslanza risponde il fatto che esistono due 
serie co^ di qiiadris(^cauti la (7, costituenti le due schiere di 
generatrici della qnadrica Q: ciascuna schiera ha l’equiva¬ 
lenza — 2. 

Vediamo ora come la determinazione <hdl’eqiiivalenza 
d’ima intìnità di soluzioni dia luogo ad un nuovo problema 
unmerativo, che possiamo sciogliere nel caso — in qualche 
modo tipico — dove si tratta delle intersezioni di tre sui)er- 
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lìeie passanti per una curva ( 7 , Designando con ììì^j 
gii ordini di tre superficie F^, passanti (seiiiplice- 

nieute) per (7, e con n e d l’ordine e il numero dei inaiti 
doppi apparenti della C (supposta priva di punti doppi effet¬ 
tivi), il ninnerò delle intersezioni di F^, K, fuori di (7, 
verrà espresso da mia funzione 

f(ììì,j m,, ^3; n, d), 

giacché verificileremo che dipende in fatto da questi soli 
elementi, e Vequivaleìii^a delia curva C rispetto alle tniersezioììi 
delle tre superficie verrà data da 

m,, nig, m^—f{ììì,, n, d). 

Per calcolare la funzione /*, da cui dipende la formula 
d’equivalenza, conviene usare il principio della conservazione 
del numero, considerando il caso di una F d’ordine niy A-J, 
che degeneri in ini piano a, affatto generico, ed in una super¬ 
ficie Fg, d’ordine nig, passante per (7. Poiché le superficie F^^F^^ 
lianiio — fuori di (7 — una intersezione d’ordine — n, 

che viene incontrata dal piano a in — n punti, si deduce: 

/(»q, nig'hl; d>) = f\m^^ ììì^, a, d)-\~m^m^ — a. 

Questa relazione, in cui é lecito periiinlare nq, iiq, uig, 
porge un sistema di equazioni funzionali capace di determi¬ 
nare f, A tale scopo, anziché ricorrere ad una integrazione, 
basta esprimere/(iiq, a, d) per mezzo di /(n,n,n; n, d\ 

(jiiest’nltìiiio numero potendosi calcolare direttamente, come 
vedremo. 

Infatti, applicando ripetiifameiite l’equazione precedente, 
avremo : 

f{ììì^, i»2? '0 

e (piiiidi 

/(nq, ììì.,, ìì; a, d) 

/(nq, u, n; a, d) 
sicché 

/(^/q, aq, ^ 3 ,- iq i/)=/(a, a, n; a, d)~hììì^ììì,,ìn^~u{ln^ + m^-hvì.fi-h3n^^ìi^ 


==/{ijq, u, a; iq q- (aq — n)(nqn a), 
= 7’(n, iq a; a, d) + (ììì^ -n)(n'—a). 
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Per defermiimre f{n^ h, d) si coiisìdereraiiRO i coni 

proiettanti la curva G da tre punti generici Pg, P 3 . 
I coni Pi((7) e P^{C) s’intersecano, fuori di (7, secondo una 
curva K d’ordine a(n — 1), che ha comuni con C un certo 
numero x di jjiinti; il cono P 3 (P) sega n^{n — ]) x)iiutì i 
quali — tolte le x intersezioni di O e K — danno — 1) — x 
punti cornimi a Pi(P), e P‘s{G)j fuori di C. Così resta 

soltanto da calcolare x. 

Per trovare i punti comuni a (7 e si consideri un 
piano A ariabile passante per P^ e P^, e le sue intersezioni 
con la curva C; le rette P^^a e l\Ai si segano, 
fuori dei punti Af in n{n — ]) punti apparte¬ 

nenti a K. Ora si vede che qualche punto A viene a coincidere 
con qualche i>iinto B quando il j)iauo ti sia tangente alla 
curva oppure quando contenga una corda di C passante 
per P^ o per Pg. Precisamente, ad un piano k tangente a C 
risiionde un punto comune (ove non si ha contatto essendo P^ 
e Pg generici), ed invece a un ^ che contenga una 

corda per P^ (o per Pg) risx)ondono due punti comuni a C 
e /f, cioè i due punti di apjioggio della corda. 

8i deduce (cfr. § 18) 

X— 2ii + 2p — 2 + 4^7 = ìt(n I) \- 2d . 

Pertanto si conclude: 

/(a, a, a; a, d) = a(a — 1)^—2d, 

e (luindi 

/(aq, aq, aq; a, d) = a(a -H 1) 4-2^? + ?aqaq,aq — a(aq+ aqH- )a.,); 

così V eqìlìvahìica della curva (7, rifii)etto alle iìiterse':^ioni di 
tre superficie d" ordini aq, aq, aq, passanti per essa, vaie 

a(aq --h aig-f- aq — a — 1) H 2d . 

4(). Cenno sul problema degli spazi secanti e sul calcolo 
simbolico dello Scliubert. — !jo sviIux)po della geometria nii- 
merativa, specialmente nelle ricerche piu recenti che si riat¬ 
taccano a ScJLUBEHT, lia messo in evidenza un problema 
fondamentale concernente le ligure elementari degli ix)erspazi, 
a cui molte determinazioni di numero si lasciano ricondurre. 
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Tale è il problema degli spazi secanti, dove trova impiego 
un simbolismo introdotto da TTalphen (1873) e svolto siste¬ 
maticamente da ScHUBERT a partire dal 1874 (*). 

Sappiamo che nell’ordinaria geometria iiroiettiva dello 
spazio a tre dimensioni occorre la considerazione delle forme 
fondamentali di punti, piani e rette, cioè delle seguenti: 

1) forme fondamentali di punti: retta punteggiata, 
piano punteggiato, spazio punteggiato; 

2) forme foiidameiitali di piani ; fascio di piani, stella 
di piani, e spazio di piani; 

3) forme foiidameutali di rette: fascio di rette (passanti 
l)er un punto e giacenti in nn piano), stella di rette, piano 
rigato, comidesso di rette incidenti ad una retta data, e 
spazio rigato (totalità delle rette). 

Ora codeste forme si lasciano generalizzare come segue. 
Si designi in generale con | r \ lo spazio lineare di r dimen¬ 
sioni, e si consideri una serie di spazi | | | «J.... [ dove 

0 < «0 •< « 1 < «r> c tali che ciascun ] «^ | appartenga allo 
\ che segue; chiamasi forma fondamentale di s^azi | ri, 
il sistema degli \ r\ che hanno comune con {a^l nii punto, 
con |r^J una retta,.... e che giacciono nello |«r|' condi¬ 
zione (caratteristica), imposta ad un \ r\ di di appartenere 
al detto sistema verrà indicata con essa è di 

dimensione : 


(r —b !)><' 


r{r 1) 
o 


o 


cioè equivale a tante equazioni indipendenti fra le coordinate 
degli |r |. Così p(3r esempio la condizione imposta a una retta 
dello spazio ordinario che debba appartenere ad iin fascio si 
designa con (02), e la condizione perchè nn punto giaccia in 
un piano si lascia designare col simbolo analogo (12), dove 
la condizione d’incidenza relativa ad una retta (u^=l) gia¬ 
cente nel piano è una conseguenza della condizione 

imposta alla retta di giacere in codesto piano, ma viene qui 
aggiinita per dare al simbolo la forma tipica die sopra 
abbiamo indicata. 


(b « Kalkìil der nbziihienden Geometrie Lipsia 1879: lUittlìeiliiiigen 
der Matli. Gesellschaft in Hamburg Bd. 1 (1886). 

(b Cfr. per es. Bertini « Introduzione... », pag. 40. 
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II problema (le<(li spazi secanti consiste nel contare gli \ r\ 
che appartengono simultaneamente a più forme foiulannmtali 
assegnate, nellMpotesi che le dimensioni di (pieste sieno tali 
da determinare un numero finito di solnzioiii <lel problema. 
Ora, conformeute all’uso della logica matematica, s’intro¬ 
durranno il prodotto e la somma di due condizioni analoghe: 
il prodotto indicherà che allo r\ sono 

imposte siimilfaueameiite le condizioni 

invece la somma 

indicherà che lo \ r\ deve soddisfare all’una o all’altra delle 
due condizioni. 

Ciò posto, la risoluzione del problema degli spazi secanti 
si riduce a: esprimere un prodotto simhoìico di due condizioni 
caratteristiche per mezzo di uua somma di condizioni analoghe. 
Vediamo di spiegare la possibilità e il significato di tale 
riduzione riferendoci a qualche esempio. 

Si tratti anzitutto di contare le rette dello spazio ordi¬ 
nario che sono incidenti a quattro rette date. Qui occorre 
calcolare il prodotto di quattro condizioni uguali: (13)^. A tale 
scopo osserveremo che, quando due delle rette ilirettrici diven¬ 
tano incidenti fra loro, la condizione (13)~ si decompone nella 
somma di due altre, giaccliè il sistema delle rette incidenti 
alh^ dette due direttrici si riduce ad una stella più un piano 
rigato; così scriveremo 

(13f =.(03)-f-(r2). 

Pertanto avremo 

( 13 )^ = 1 (03) + ( 12 ) j^ = (03)*^ + 2 ( 03 )( 12 ) 4- ( 12 )^ ; 
ora 

( 03 )-= ( 12 ) * = (01 )=:::: 1 
(03)(12) = 0, 

in quanto vi è una retta, determinata dalla condizione (01), 
comune a due stelle o a due piani, ed invece non vi è in 
generale alcuna retta comune ad una stella e ad un piano. 
Si deduce clu^ il numero delle rette incidenti a <inattro diret¬ 
trici date vale 

(13)' = 2. 



CAPITOLO IV 


315 


Uh altro esempio ci è offerto dal computo delle rette 
dello spazio a 4 diiueusioui che sono incidenti a (> piani dati. 
Qui si tratta di ridurre ad una somma di condizioni caratte¬ 
ristiche la sesta potenza 

(24)«. 

Ora la condizione (24)^ si risolve nella soniuia di due condi¬ 
zioni, facendo divenire i due piani incidenti, cioè aventi ima 
retta comune : 

(24)^= (14)+ (23). 

Qiiiinli avremo 

(24)^= (24) )( 14) + (23)( =(24)(14) + (24)(23). 


3ra la condizione perchè una retta sia incidente ad un piano 
e ad una retta si scinde in due altre, quando la retta e il 
piano divengono incidenti, così come è espresso dalla ugua¬ 
glianza simbolica: 


Similmente si Iia 
e perciò: 

Quindi si troverà 


(24)(14):.:^(04) +(13). 

(24)(23)=(13); 
(24)^ = 2(13)+(04). 


(24)''^ = 4(13)^ + 4(13)(04) + (04)*^ ; 

ma 

(l.3)^=:(01)=I, 

(13)(04) = 0 
(04)^=(01)=1, 

sicché si conclude 

(24)« = 5: 


ri sono 5 rette di incidenti a 6 inani dati e così dnaimente 
5 }>iani incidenti a 6 rette (cfr. L. 2"", § 6). 

1 problemi che precedono offrono esempio d’un fatto 
generale: (lualiunpie condizione algebrica imiiosta ad iiu \ r\ 
si riduce sempre ad una somma di condizioni caratteristiche, 
per il che basta risolvere in tal modo ogni prodotto di con¬ 
dizioni caratteristiche. La possibilità di tale risoluzione costi¬ 
tuisce un resultato fondamentale dovuto allo Sohubrht, che 
vi i)ervenue nella citata memoria del 188G; la effettiva tra¬ 
sformazione dei prodotti in somme, e quindi la risoluzione 
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del problema degli spazi secanti, si può ormai effettuare in 
tutti i casi grazie ai lavori di Schubert (*), Oastelnuovo (^), 
riERi O e Giambblli (^). 

Alle notizie che precedono aggiungeremo l’osservazione 
esx^licita che le pili diverse condizioni algebriche possono 
venire espresse mediante condizioni caratteristiche, ricorrendo 
al metodo di degenerazione. 

Si tratti per esempio di esprimere la condizione perchè 
una retta dello spazio ordinario tocchi una snpertìcie d’ordine n. 
Facciamo degenerare la superfìcie in n piani: il sistema delle 

'ìh( U' 1 ) 

rette tangenti si ridurrà all’iiisieine degli —- complessi 

lineari speciali formati dalle rette incidenti alle mutue inter¬ 
sezioni dei nominati piani, ciascun complesso dovendosi con¬ 
tare due volte, come si contano le rette per un punto doppio 
nell’inviluppo d’nna curva piuna. 

Ciò posto, la condizione di contatto di una retta con una 
superlìcie d’ordine n potrà venire designata con 

(x)^n{n-l)([3). 

Pertanto si dedurrà che il numero delle rette tangenti 
a tre superfìcie degli ordini 9 », q vale 

(xy= nmpqiìi — — l)(p — ì){q — 1)(13)^ = 

= 2ììmpq{n — l)(m — l)(j> — i){q — 1). 

Un altro esempio viene offerto dal problema delle trise- 
caiiti e (piadrisecanti delle curve gobbe: la trattazione di 
questo problema col metodo di degenerazione, che abbiamo 
spiegato nel § 43, si lascia tradurre facilmente col simbolismo 
di Schubert. Diventa quindi possibile l’estensione al caso 
in cui si tratti di determinare in generale gli siiazi plurise- 
canti ad una curva data in un iperspazio. Questo problema 

(q Acta mathematica, t. 8, 1886. 

(') Rendiconti della Acc. dei Lincei, 1889. 

(q Tre note nei Rendiconti dell’Istituto Loinbnrdo, 1893, 1891, 1895. 

(b Memorie dell’Accademia di Torino, 1902. 



CAPITOLO IV 317 

generale è stato trattato da Oastelnuovo, Tanturrt, Severi 
e Giambellt (^), ecc. 

47. II principio di conservazione del numero e la critica 
contemporanea. — Le molteplici applicazioni e conferme di 
diverso ordine attestano ampiamente la fecondità del jirin- 
cijiìo di conservazione del numero, porgendone in qualche 
modo una dimostrazione si^erimentale, a poster tori. IMa, secondo 
r esigenza razionale della costruzione matematica, occorre 
accertare il suo valore a priori^ die solo può garantirci contro 
il dubbio di possibili errori. 

Ora la dimostrazione razionale del principio di conserva¬ 
zione del numero è fondata sulla contimiità delle relazioni 
algebriche, in quella misura in cui si è certi che le soluzioni 
del problema particolare, a cui ci riferiamo per determinare 
il « minierò » cercato, sono soltanto le soluzioni-limiti del 
problema generale. Il che può venire accertato nei vari casi 
da incanalisi aiii^ropriata, ma lascia sussistere ini dubbio 
quanto all’applicazione generale del princìpìo. 

Del qual dubbio si fece autorevole interprete lo Hilbert 
ili una Conferenza « sur les iiroblèines futiirs des mathéiua- 
tiques » teunta nel Congresso matematico di Parigi del 1900. 
E non tardarono le critiche di ^tuby e di Kohn (1903) 
che, addiicendo esempi di eccezione, sollevarono gran rumore 
fra i geometri, specialmente nel Congresso di Heidelberg 
del 1904. 

Qui conviene osservare che, i)er diversi motivi, i nostri 
ambienti scientifici appaiono assai disposti ad ingrandire il 
lieso dei dubbi o delle difficoltà che si sollevino contro qualche 
acquisto o metodo, allorquando una critica negativa viene 
presentata da qualclie uomo autorevole senza api:u'ofondire i 
motivi che, spiegando il dubbio o l’eccezione, dovrebbero 
illuminare l’aspetto positivo della questione. Per fortuna in 
questo caso — come in altri — i dubbi non fermarono l’opera 
di progresso della geometria iiuinerativa; imo dei massimi 
cultori di questa, lo Zeutiien, sì limitò a rispondere che il 
principio (lì conservazione del numero va adoperato bene, cioè 


(9 Cfr., anche per la bibliografi}!, la nieiiioriii di Giambelli pubbli¬ 
cata dall’Accademia di Torino nel 1908. Tuttavia si consiglia di iniziare 
la lettimi di queste ricerche cominciando da quelle meno generali. 
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colle cautele note a chi ò avvezzo ad adopeiarlo, le (inali 
uoii consentirebbero ad alcuno di cadere — per errore — nei 
casi <reccezione segnalati dalla critica. 

Troviamo qui il concetto aristocratico della scienza, i>roi)rio 
di coloro che, fidandosi ad nu’alta intuizione, aprono le vie del 
progresso; ma di fronte a quello la storia mostra il continuo 
attenuarsi della tendenza democratica che, tradiicendo l’intui¬ 
zione dello scopritore in termini logici, vuol dare a tniti il 
mezzo di riconoscere ed apimrare la verità. 

In questo caso bastava approfondire l’esame delle stesse 
eccezioni sollevate dai critici, per rispondere ad ogni dubbio 
e porre i) principio della conservazione del numero sopra una 
base rigorosa. Il che è stato fatto dal Skterf (1912) in mia 
memoria ^ Sul principio della conservazione del ninnerò > (^), 
ove si trova anche un cenno dei tentativi precedenti. 

Esaminiamo duniiue le eccezioni addotte da Koiix e da 
Studv. Fra queste troviamo anzitutto delle eccezioni irrile¬ 
vanti, relative a casi in cui il problema proposto si traduce 
con (ìiseguaglianze anziché con egua'sioni algebriche. 

Così il Kohn osserva che il numero delle rette incidenti 
ad una quaterna di rette in I punti distiìiti^ si abbassa 
da 2 ad 1 quando due rette della quaterna s’incontrino : 
infatti in tal caso una delle due soluzioni del problema 
generale ha per limite la retta che jiassa per il punto d’in¬ 
contro e s’appoggia alle altre due della quaterna. Per() la 
condizione che esclude la coincidenza di due punti in un 
dato gruppo, non si esprime con un’ equazione algebrica ma 
con una diseguaglianza. 

Similmente lo Stuuy considera le intersezioni di due 
cubiche gobbe, e Cg, tracciate sopra un medesimo cono 
(luadrico il cui vertice 0 è comune ad esse; vi sono in gene¬ 
rale 4 punti comuni a (7^ e Cg fuori di 0; ebbene, quando 
si faccia degenerare hi tre generatrici del cono per 0, il 
naiuero delle intersezioni dì e fuori di Osi riduce a 3! 
]\ra facile riconoscere che ci(^ avviene percln'^ uno dei 4 punti 
del caso generale si avvicina iudefinitamente ad 0 nella dire¬ 
zione della tangente a Og. E già — a priori — p(F) dirsi che 
la condizione imposta ai 4 punti di essere fuori di 0, 
tamenie intesa^ sì traduce con una (liseguagìiancu] mi seuso 


(9 lliiiidic. dtl Circolo Matematico di Palermo, t. 33, (10 Marzo!. 
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fargo che le si conferisce di .solito, codesta coiidi/ione vi(‘iie 
esi)ressa dall’ equazione che si ottiene cercando i i>uiiti comuni 
a (7^ e C 2 e liberandosi (ima volta) del fattore corrispondente 
al punto fisso comune 0; ma in tal caso non si esclude che 
« per certe particolarizzazioni qualcuno dei 4 punti cercati, 
fuori di 0, venga a sovrapporsi ad 0 ». 

Maggior valore liaiiiio le eccezioni seguenti. 

Si consideri, nello spazio ordinario, un luogo Y costituito 
<lall’iusieme di ima siiperlicie / d’ordine it e di ima curva 
G\ F=/+(7. Una retta generica ha con Y n x)unti coniiiiii, 
che sono le sue intersezioni con /; ma, se la retta viene ad 
incontrare la curva t/, il ninnerò dei punti che essa ha comuni 
con Y diviene n + l. 

Un’altra eccezione costituisce l’esempio più celebre addotto 
nella critica dello Study : il numero delle lìroiettìvitei che 
lasciano invariata una quaterna di 2 }unti sopra la retta è in 
generale 4 (coiui)resa l’identità), ma esso diventa rispetliva- 
mente 8 e 12 nei casi armonico ed eipiianarmonico. Ora questo 
caso si lascia ridurre allo stesso ti^m della eccezione jirece- 
dente. Per il che giova esaminare la questione in tutta la 
sua generalità. 

Per precisare in generale le condizioni di validità del 
principio della conservazione del numero, giova riferirsi al 
significato algebrico del i>rincipio stesso, svolgendo le consi¬ 
derazioni che seguono. 

Pongasi che per un ente F, dipendente da certi para¬ 
metri, si abbia in generale un numero Unito n di soluzioni 
di un dato problema algebrico. Supporremo dapprima i)er 
semplicità che gli enti F si possano rappresentare coi j)niiti 
di uno spazio lineare ad r dimensioni — cioè 

che essi dipendano nuivocameiite da r i^arainetri indipendenti. 
La nostra ipotesi porta che, per un punto generico (^*) di /S,., 
esista un numero finito di soluzioni di un problema algebrico 
in cui le Xi lìgiiraiio come parametri; codeste soluzioni cor- 
risponderauuo ai valori di certe quantità radici di un 

sistema di equazioni 

f) ?/,....?/,) = 0; 

così il sistema 1) aniinetterà in generale un numero finito 
n >0 di soluzioni Ove si consideri lo spazio ad r + s 





diuieusioni !/i—2/^)? si lui dentro questo uua 

varietà F rapi)i-esentata sistema I), la quale interseca 
in il punti lo spazio lineare generico rappresentato dalle 
equazioni 

= cost. = cost. : 

questo è il siguifleato della ipotesi precedente. 

Ora il principio della conservazione del minierò afferma 
che, per ogni posizione particolare di S^, la F avrà con 
n intersezioni, tranne il caso che abbia con essa a comune 
una curva o superficie ecc. Questa afiermazione è stata già 
giustificata nel caso che la F sia una varietà irriducibile di 
dimensione r nello (cfr. § 14, pag. 102). La stessa affer¬ 
mazione continua a sussistere auche nel caso che la F si 
spezzi in più varietà irriducibili, ugualmente di dimensione r. 
Ma si ha invece una eccezwne essenjziaìe al principio se la F 
sia composta di varietà di diineiisioue diversa, cioè contenga, 
insieme a parti di dimensione r, anche parti costituenti varietà 
con un numero miuore di dimensioni, le quali iiou hanno in 
generale alcuna intersezione con nn Sg, 

Il ragionamento svolto si estende ora al caso che gli 
enti r non siano i)iù suscettibili di essere raiipreseutatì dai 

1) UUti di uno spazio lineare ma costituiscano una varietà 

algebrica a r dimensioni, IF,., entro un la 

liliale sarà rappresentata da uii sistema di equazioni 

2 ) •••• — b • 

Infatti questo caso si riconduce al precedente ove si consi¬ 
deri, nello 2 / 1 —varietà F di dimen¬ 

sione r rappresentata dal sistema di equazioni 

./i = o, = 

se la IF,, di S^-^t era di ordine m, accade ora che la nomi¬ 
nata F sia intersecata da un ;^ = cost. (i = l, 2 .... r) 

di Sr^s-ht nvì punti, essendo n il numero delle soluzioni y 
fornite dal sistema I) in corrispondenza ad ogni punto x 
di 17,.. (Questo numero d’intersezioni rimane costante al 
variare dì se la r è mia varietà irriducibile di diiueii- 
sioiie r o consta di parti delia stessa dimensione; si ha 
un’eccezione essenziale se la V contiene mia parte di dimen¬ 
sione inferiore. 
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lu conclusione potremo riassumere la nostra critica di¬ 
cendo: il principio della conservazione del ninnerò sussiste per 
condizioni aìgehriclie irridueihiU o per condizioni equivalenti 
alla somma di condizioni irriducihili della stessa dimensione ; 
fa eccezione il caso in cui la condizione imposta si scinda nella 
somma di condizioni di dimensioni differentij nel qual caso 
non si può nemmeno dire che la condizione di cui si tratta 
abbia mia dimensione (cfr. L. § 23, Voi. I, pag. 138). 

Al lume del resultato generale ottenuto riprendiamo 
l’esempio di Stitdy relativo al numero delle proiettività che 
lasciano invariata ima quaterna di x>unti soi^ra la retta, 

xVccade qui che, esi^rimendo le condizioni i^ercliè una 
Xn’oiettivita, non identica, lasci ferma una quaterna di punti 
si trova che questa non è irriducibile, ma si scinde nella somma 
delle seguenti condizioni irridncibili : 

cc) Condizione affinchè una imoiettivita sia iuvolutoria 
e lasci fissa una quaterna, permutandone tutti i punti. 

Condizione affinchè una x^roiettività sia iuvolutoria 
e lasci fìssa una (luaterna x^^rniutandone due soli 

Y) Condizione affinchè una x>i*<^i^^llività sia ciclica del 
terz’ordine e lasci invariata una quaterna. 

o) Condizione affinchè una x>i’<^i^l^livita sia ciclica del 
qnart’ordine e lasci invariata una quaterna. 

Ebbene la condizione a, equivalente a fissare che una 
in’oiettività sia iuvolutoria e cox>i)ie di punti 

coniugati è di dimensione 3, sicché data ima quaterna vi è 
in generale ini numero finito di X)wiettiviti\ che la soddisfano. 
Invece le condizioni [3, y, 5 sono di dimensione 4, sicché nella 
Amrietà delle x^i'oiettività sulla retta non se ne trova alcuna 
che soddisfi a una delle condizioni suddette risx>etto ad ima 
quaterna scelta in modo generico; la x)iii‘ticolarizzazione x>roiet-' 
tiva della (piaterna conduce così a trovare un maggior numero 
di iiroìettivita che la lasciano invariata. 

Osservazione. Al termine della sua citata memoria, 
fa rilevare che nel X)roblema degli sxiazi secanti si tratta senixn*e 
di condizioni di ugual dimensione, e (?osì il resultato della 
critica è x>i^uanieute rassicurante quanto all’uso del princix)io 
di conservazione del numero e del calcolo simbolico, in questo 
camx)o di ricerche. 
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LIBEO QUAETO 

LE SINGOLARITÀ 
DELLE CURVE ALGEBRICHE 




La teoria generale delle singolarità costituisce nu argo¬ 
mento d’importanza capitale per la scienza delle curve e 
delle funzioni algebriche. Un primo resultato di codesta teoria 
consiste nella j^ossibilità di trasformare una curva dotata di 
singolarità qualunque in un’altra dotata soltanto di singola¬ 
rità ordinarie o piu semplicemente di nodi, riuscendo così a 
eliminare, in un vasto ordine di questioni, la considerazione 
diretta di singolarità superiori. Ma sarebbe in errore dii cre¬ 
desse che codesto resultato possa tener luogo, a tutti gli 
effetti, di uno studio dii'etto dei punti singolari, giacche tale 
studio s’impone iu numerosi problemi, dove appunto la pre¬ 
senza di singolarità l'ende ragione di paradossi e di eccezioni, 
ed un’ analisi approfondita <li quelle porge il mezzo di sco¬ 
prire nuove e lùù riposte verità. 

La trattazione contenuta iu questo libro vuole mettere 
in luce tre aspetti essenziali della dottrina: un aspetto aritme¬ 
tico che si manifesta nello studio dei rami fondato sopra gli 
sviluppi iu serie di Pciseux (Oap. I); un asjietto più pro- 
liriamente geometrico^ in rapporto colla teoria basata sulle 
trasformazioni quadratiche (Gap. II); e finalmente l’aspetto 
del Calcolo differenziale^ a cui si riferisce il Cai). HI- 

Una breve Appendice tende a completare lo studio 
delle singolarità delle curve piane, a cui si limitano gli 
sviluppi dei tre capitoli anzidetti, accennando ai problemi 
che sorgono dalla considerazione delle curve gobbe e delle 
superficie. 

Uno studio così approfondito da diversi punti di vista 
pare necessario per guadagnare quella intima conoscenza 
delle singolarità che, come abbiamo detto, è richiesta nelle 
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ricerche elevate, Ma al priiiciiiiaute convieue additare im 
programma pili limitato. 

A tale scolio proponiamo di seguire il seguente ordine, 
cui si collega ima esperienza d’insegnamento: 

1) teorema di TuiSRUX sugli sviluppi in serie; 

2) caso dei rami lineari, definizione in questo caso dei 
pilliti multipli infinitamente vicini, esempio dei punti doppi 
successivi; 

3 ) decomposizione delle singolarità mediante trasfor¬ 
mazioni quadratiche e teorema di Nother. 

Questo programma limitato risponde al concetto d’indi¬ 
care, mediante l’esame dei casi e delle questioni più sem¬ 
plici, i criteri direttivi che valgono ad orientare nella dottrina^ 
ed in special modo a illustrare in più sensi Veffettiva esistenza 
dei inulti infinitamente vicini^ che di essa costituisce il prin¬ 
cipale acquisto. 

Per chi desitleri aiiprofoiidire la teoria delle singolarità, 
segnatamente nei riguardi del Calcolo infinitesimale, apjiren- 
dendo il significato e la forma delle condizioni 'diflFerenziali 
che caratterizzano i nominati xniiiti infinitamente vicini, vale 
l’avvertenza che il terzo Gallitelo di questo libro può essere 
riattaccato iminediatainente al primo, sebbene gli sviluppi 
del Gap. II sulle singolarità-limiti ne costituiscano un ante¬ 
cedente storico atto a chiarirne il criterio direttivo. 

Xella nostra esposizione concetti e resultati nuovi tro- 
Aansi fusi e coordinati con ricerche classiche; per la com¬ 
prensione storica dell’argomento rimandiamo alla Ifotizia che 
chiude il Gap. III. 
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Le singolarità e gli sviluppi in serie di Piiiseux. 


1. Sviluppi di Puiseux: separazione dei rami. — Si con¬ 
sideri la funzione algebrica y{x) definita dall’ equazione d’or¬ 
dine n in y 

In un punto generico del piano complesso x^ si hanno 
n valori distinti della y: yA^yA^^-^-yn^^- Ciò essendo, si può 
anche descrivere un cerchio (7, di centro per modo che in 
esso non cada alcun punto critico, radice del discriminante 
della funzione y{x). Allora ad ogni x entro C corrisponderanno 
il valori distinti e ben determinati della y\ riattac- 

cantisi i)er continuità a yA^yA^—*yn^^- I suddetti valori costi¬ 
tuiscono, entro O, n funzioni analitiche distinte, rappresentabili 
mediante serie di potenze di x — x^. 

Pongasi ora che sia un punto singolare critico per là 
funzione algebrica, corrispondendo ad nn punto 0 multiplo per 
la curva f(xy) = 0, o ad un punto di contatto di una tangente 
^=rcost. In questo caso alcuni fra i valori yA^y 2 ^^^ 
coincidono fra loro; possiamo supporre che (il i)unto 0 essendo 
collocato nell’ origine delle coordinate x, y) sia x^~0, e si 
abbiano più valori coincidenti in y — 0. 

Descriviamo attorno al lanuto 0, nel piano della variabile 
complessa x^ un cerchio C così piccolo da escludere qual¬ 
siasi altro punto critico della funzione y{x). Allora ad un 
j)nnto X di (7, fuori di 0, corrispondono sempre n valori 
(tìstinti di y{x): y^yi^-f/n- Facciamo muovere un tal punto ir, 
entro (7, descrivendo una linea continua /, che non passi per 0. 
Per ogni punto di questa linea vengono definiti u valori 
che si riattaccano senza ambiguità — come 
prolungamento analitico — ad Se in particolare 
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la linea l compie nii givo attorno ad :ì: = 0, ritornando al 
pmito di partenza, resteranno definiti in questo n valori 

che — a x>Ri’te P ordine — riprodiirranuo nel loro insieme il 
grnpi)o di valori 

Dunque nii giro della variabile x attorno ad x = 0 produce 
una sostituzione sugii n Aalori corrispondenti di y(x): 

(Questa (come ogni altra) sostituzione si decomporrà in 
sosthìicwni cieliche del tipo: 

(?/,?4--?/v), 

ed è chiaro che la natura di tali sostituzioni dipende soltanto 
dalla natura del punto singolare x = 0 e non dalla scelta del 
punto X con cui s^nizia il giro entro C, Se il giro attorno 
ad x = 0 x^roduce li sostituzioni cicliche 

la finizione algebrica y{x\ considerata nell’intorno di = 
si decom^ione in li funzioni iiolidrome irriducibili che costi¬ 
tuiscono li rami della curva. Alcuni di questi rami saranno 
— nelle ixiotusi fatte — funzioni y^x) che si annullano jier 
cioè rami nell’intorno dell’origine 0 (cfr. L. 1% ^ 11), altri 
assumeranno valori diversi. 

Consideriamo un ciclo (V ordine v: 

yi = 0 per = 


la funzione yi{x) (^ = 3? 2....v), definita come funzione a y 
valori nell’intorno di x = 0^ diviene una funzione yi(t)*j dico 
che quest’ultima funzione è regolare (ad un valore) nell’intorno 
di t = 0. 


dove 

Posto 
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Infatti Pargomento di x = t'^ è v volte l’argomento di 
sicché se a partire da un certo valore di #, prossimo allo 
zero, si fa compiere a t un giro intorno a t = 0, a; compie v giri 
intorno ad rr = 0, di guisa che ciascun subendola sostitu¬ 
zione identica (?/i?/o —ritorna in se stesso, c. d, d. 

Conviene osservare che l’enunciato precedente è d’ac¬ 
cordo col fatto che la funzione 


ha V valori 




t = x 

2vii 


(v—i)2r.z 




nell’intorno di x = 0, e questi valori si permiitaiio per un 
^^iro attorno al detto punto se<‘Oiido la sostituzione ciclica 

Si deduce che il ramo della funzione algebrica y(x)^ cor¬ 
rispondente al ciclo rappresentare svilup- 

1 

jiando y in v serie di potenze per t = x': 

y (tt -f- ì)t’" 

le V serie vengono dedotte l’iina dall’altra cambiando t in 
ove si designi con e una delle radici v-me dell’unità: 

‘27IÌ ÌTZì 


ciò porta che si passi dall’una all’altra serie moltiplicando 
il coefficiente di V' per Per uno stesso valore di f le v serie 
coniugate porgono i valori y^y^^—y^ d’un medesimo ciclo. 

PuiSEUX (1851), a cui appartiene l’analisi precedente, 
concejiisce il ramo y{x) come il gruppo delle anzidette v serie 
coniugate, e perciò lo designa col iionie di ciclo (usato poi 
anche da Halphen). II concetto sintetico dei rami come eie- 
menti dell’ente « funzione » y(x)^ cioè come funzioni anali¬ 
tiche irriducibili nell’intorno dell’origine, è di Weieustrass; 
il nome « rami », già usato per la distinzione delle linee 
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eleiBeiitari reali iiiconh'aiitisi uel singolare, s’intro¬ 

duce qui con Oaylf.y C) e Xother. 

Xoi ajiiirofitteremo di questa varietà di denoniinazioin 
lier distinguere onìine v del cìvlo^ cioè l’ordine di 2 )olidromia 
della fnuzione elementare y{x)^ e Vordine del ramo^ pensato 
come « curva » iudijiendentemente dalla sna rapjn’esentazione 
analitica, cioè la moltejdicità dell’orìgine 0, che è 

anche il numero delle intersezioni del ramo con una retta 
generica vicina ad 0, 

l!er nn ramo riferito ad assi coordinati in posii^ione gene¬ 
rica r ordine del ramo è uguale a quello del corrispondente ciclo^ 
avendosi lo svilii 2 )po in serie 

i+- 

y ~ a^x + a^x ^ 

con <q=:|=0, che, 2>6i‘ ìj = y>x-{~^ con gene¬ 

rale V valori di x 2 n’ossimi allo zero. ]\Ia il detto ramo d’or¬ 
dine V 2^ussiede una tangente^ che è la retta 

y^a,x, 

e, quando si assuma questa retta come asse y, l’ordine del 
ciclo (corris2)ondente) diventa > V, 

Pongasi che nel l’indicato svilU23po manchino alcuni dei 
termini successivi al 2 >rimo; ove si designino soltanto i ter¬ 
mini non nulli, si avrà uno svilu232iu del tÌ230 

v-hv' v+v'-4*v'' 

1 ) y — a^x-^a^x^ + ^ 4 -...., 

con 

=f= 0, 0, 1/3 0. 

Allora la tangente y~a^x avrà, col ramo, v-h'/ intersezioni, 
ed il ramo stesso si dirà di classe v' (Halpiien): se si assume 
come asse y la tangente ad un ramo d^ordine v e di classe 


(Q Cavley distinguo anche i rami parf^iaìi die corrispondono ai v fogli 
della RiiiHi-ficie di Riemann della funzione y{x): quando due punti Ae B 
d’uìi ramo si muovono avvicinandosi all’origine O sopra uno stesso ramo 
parziale, la r(‘tta AB tende nlla tingente del rumo; invece se A c J5 s’avvi¬ 
cinano ad O sojira rami parziali diversi, la retta AB tende in generale 
ad una retta qualunque per 0, 
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P ordine del ciclo diventa v + v', cioè il ramo viene rappre- 

1 

senUito da una serie precedente per la potenza di Infatti, 
iielP ipotesi delP enunciato, si ha iielP intorno del punto x = 0 
una funzione polidroma a v-hv' valori y^ix) che si annullano 
tutti i)er x = 0^ e si tratta di riconoscere che questi formano 
un ciclo irriducibile L’irriducibilità si dimostra 

per assurdo, giacche altrimenti cambiando gli assi — i>er es. 
permutandoli fra loro colP inversione della serie yi(x) — si 
otterrebbero più rami anziché uno solo. 

Più in generale la somma degli ordini dei cicli (//ii/o....2/v) 
I>er cui cioè Sv, è bordine d^ infinitesimo della fuu- 

i:ioue f{yO)^ ossia la molteplicità con cui P origine tìgura nel 
grai)po delle intersezioni della curva / con P asse y. Quest’ or¬ 
dine dipende dalla moltei)licità del i)uuto 0 = (00; per la 
curva / e dalla posizione degli assi: se gli assi sono in posi¬ 
zione generale, è l’ordine di molteplicità r del punto 0. 
Invece se Passe y ha un contatto d’ordine r' colla curva / 
toccando uno o più rami di essa, così da assorbire altre r' 
intersezioni, si ha 

Sv = r-\- r. 

Ricapitoleremo le cose dette enunciando il 
Teorema: NeìV intorno d^ un punto r-plo qualsiasi (r>l) 
(collocato nell’origine delle coordinate) una curva f{xìj) = 0 
si decompone in ^ln certo numero li<r di rami, degli ordini 
v,V 2 ....v^, dove 

'^1 d- Vg + .... + — V ; 

i quali, rispetto ad un sistema di assi coordinati generici col- 
r origine nel punto, vengono rappresentati da sviluppi in serie 

di potente delle variahili x^i. 

I rami d’ordine = 1 diconsi anche lineari, e — per 
contrapposto — quando 'q > 1 superlineari. 

Giova avvertire che per un ramo 1) d’ordine v, e non mi¬ 
nore, i numeri v, >/, cioè gli esponenti a cui viene elevata 
1 

la x', non possono avere tutti un medesimo divisore comune 
p>l; altrimenti lo sviluppo 1) si convertirebbe in una serie 

p 

procedente per le potenze di x'^, sicché la yi{x) ritornerebbe 
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in se stessa dopo - giri anziché — come si è supposto — 

dopo V giri, fatti intorno all’origine sai j)iauo della variabile 
complessa x. 

Osservai!ione. La sostituzione di Puiseux 



si può coiicei)ire come una trasformazione razionale della 
curva/(a;y) = 0 in una curva _F(y^) = 0, che ha nell’origine 
V rami lineari, non tangenti all’asse in corrispondenza ad 
un ramo d’ordine v della / orientato in modo generico, (o in 
generale ad un ciclo d’ordine v). Se la / possiede lì rami 
d’ordine colla sostituzione 


ove p è multiplo di v^Vg„„v^, si otterrà una curva trasfor¬ 
mata F{yt) = i)^ dotata soltanto di rami lineari, e dalla rai> 
preseiitazioiie analitica di questi si dedurranno le serie di 
PciSEUX relative ai rami di /. 

Questa osservazione riconduce il calcolo effettivo degli svi- 
lappi di PuiSEXJX al calcolo delle serie di Taylor che rispon¬ 
dono ai rami lineari d’una curva trasformata, di cui tratte¬ 
remo nel § 3 e di nuovo nel Gap. III. Infatti si può assumere 
a priori 

|i = r !, 

designando r la molteplicità di 0 per /. 

Più avanti (e segnatamente nei Gap. II e III) vedremo 
come si raggiunge l’economia del calcolo, determinando gli 
ordini dei rami 


2. Nota sulla rappresentazione parametrica dei rami, e 
sulle trasformazioni puntuali, — Si consideri un ramo d’or¬ 
dine V, definito mediante la rappresentazione pavametrica: 


1 ) 


( a; = 

J .V \ .v+v' . .1 

( y — rq t -f- a,^ t *+■ a.ff 




Conserviamo il parametro t e facciamo compiere aa'U assi x, y 
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una rotazione attorno all’origine, ponendo 

^ ^ X = a,x + a,_y 

" . ■( + 

Rispetto alle nuove coordinate, il ramo 1) verrà rappresen¬ 
tato dalle forninle 


3) 


S V V } 

^ =rr — f-OCo t \ (l<^t -\- (t^t ~1~ ■ 

\ (l^i d" d“ I ' 


a.^t 


ed è notevole die il parametro t compare nelle serie 3) come 
nelle 1) co^li stessi esponenti 


V, v + v, v +V +v ,. 


In luogo della sostituzione lineare 2), eseguiamo sul piano {xy) 
lina qualsiasi trasformazione puntuale die sia regolare nel- 
r origine delle coordinate x — y = 0, e trasformi questo punto 
nell’origine delle nuove coordinate X=Y = 0; poniamo 
duiuiue : 

[ X = (x^x +cc.^Qj -h2oc^,,xy d-a22?/^ d- .... 

/ y=Pi^d-p,j/d-piiCr- + 2^,2(ryd-p22r d-. 


Il ramo 1) verrà così trasformato in un ramo la cui rap¬ 
presentazione parametrica rientra nel tipo generale seguente: 


X — t —f- G.^ t d“ Cg t' d~ .... 


O) 


^ik ^ikl' 


iv+A’v' 


^ikl ^ d- 


Y—d^t d-dgT d-rfgf d-.... 

, V .1 .ivW y , iv+*:vd?v" 


in parole: 

lì ramo trasformato di 1) mediaììte una qualsiasi trasfor- 
ììia!:;ione puntuale regolare neW orìgine, ammette una rappre- 
sentanone parametrica mediante serie procedenti per le potente 
di tj dove figurano gli esponenti 


ÌV li,’'/ —|— f/ —|— 

(i> l, e «>fe>d>....>()). 
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Noia. U ordine del ramo resta iiivariabilmeiìte v; la classe 
invece può variare, per una trasformazione puntuale non 
l)roiettiva. Per valutarla si ijuò supporre eseguita una ro¬ 
tazione degli assi X, Y in guisa che si abbia nell’espres¬ 
sione 5) 

c^ = 0 oiipure d^ = 0, 

cioè che l’asse Y (X = 0) o rispettivamente l’asse X risulti 
tangente al ramo; snpiiosto p. es. ^7^—0, la raj)presentazione 
del ramo diverrà del tiiio 

6 ) ! + 

( Y=(lf-h.... 

con |JL^v (e nel caso concreto g —2v o [x=v 4 -v'). 

Una rapiìresentazione parametrica del tipo G) (ove g > v) 
corrisponde ad un ramo d^ ordine v e di classe g — v. 

Eil)rendiamo a considerare il ramo 5) nelle iiiotesi più 
generali (assi X, Y orientati in modo generico). 

Codesto ramo j)nò essere rajiiiresentato esiirimendo Y con 
lina serie procedente per 

x = X~', 

e la nuova raiipresentazione iiarametrica si riduce alla 5) 
ponendo 

V .V 9V VI iv+fcv' . 

C X — Cyt -f-Cgi 'Y-Y H-.... 

K4=o, i>i). 

Siccome rei sono funzioni algebriche a v valori di X, e 
codesti V valori subiscono la medesima sostituzione circolare 
per un giro attorno ad X=:=0, la 7) si lascia ridurre ad una 
sostituzione regolare su t, cioè alla sostituzione di t con una 
serie che procede per le iiotenze intere di 7, a cominciare 
dalla prima. 

vSe scriviamo 


8) 


x = y 7 114-Ti7 4-707"+ 
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la potenza v-ma della serie rai)i)resentata nel secondo membro, 
dovrà identificarsi colla serie che fornisce l’espressione 7) di i'’. 
Ma se Yi 0, nello sviluppo di t'' = X viene a tìgurare 
un termine in il che è iiniiossibile se oltre ad essere 1 
si ha anche '/>!. Dunque da v > 1, 1, segue intanto 

y, = 0. In modo analogo si dimostra che la sostituzione 8) è 
del tipo: 


y) 


iv+fc'/ 




9 


cioè: la serie che — nel secondo membro — moltiplica 
coutieue soltanto esponenti 


dove 


iv —J— Zùv 


1 

Ora lo sviliipim di y per t = X'^ sarà una serie la quale deve 
ridursi alla forma 6) quando si eseguisce sul parametro la 
sostituzione 9). Si deduce che: 

Il ramo trasformato di 1) per mezzo delia trasformazione 
regolare 4), ammette una rappresentazione in serie di Puisenx^ 
del tipo: 




10 ) 


-J-CgT .... 




iv+fc'/ 


VI iv+ftv'+2v" 


dove il parametro i figura elevato ad esponenti 


iv 4- fc'/ 4- N' 4- .... 


(i>l, e i >/>....> 0). 


Ora l’espressione 

11) Y = c,X4-c,X"4-.... 


iy4 fcv' 


^ 4-.... 


(Ì> 1, Ì>/n>....>0), 


costituirà lo sviluppo di Puxseux trasformato di 1) nelle coor¬ 
dinate Xj Y. Quindi si può dire che: Dato uno sviluppo 
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v+v'-^v' 


V+'/ 

y = a^x a.y • X 4- «3 • a? ^ 

i numeri v, v', v"...., che figurano negli esponenti della serie, 
presi come moduli^ definiscono un cor 2 >o di numeri interi e 
positivi 

iv h/ 4- /v" 4- ...., 

che è invariante rispetto ad ogni trasformazione puntuale 
regolare su x, y. 

Osservazione, E lecito considerare la formula 11) come 
espressione generalizzata del ramo 1), rispetto ad una qual¬ 
siasi t}*asformazione puntuale (regolare). 

3. Singolarità con rami lineari: punti multipli infinita¬ 
mente vicini, — Il teorema a cui ci ha condotto P analisi 
di PuLSEUX relativa ai imnti ?-pli di una curva / è affatto 
generale. Un caso specialmente notevole è quello in cui si 
abbiano r rami d’ordine lo — come si dice — rami linearii 
è il caso in cui i rami della funzione y{x)j considerati nel- 
P intorno del punto regolare, siano funzioni ad un valore di 
cui la inima derivata, e quindi anche tutte le successive 
derivate, restino finite. Poniamo, al solito, il punto r-plo nel- 
P origine delle coordinate, assumendo assi x^ y in posizione 
generale; gli r rami della funzione definita da 

f(^y) = o 


saranno funzioni regolari 

y,{x) y.,{x).... y,.{x), 

che si annullano per x = 0 , (non permutandosi fra loro per 
un giro attorno al punto suddetto). Perciò P intorno della 
curva / può essere rappresentato mediante sviluppi in serie 
di potenze intere: 

y^{x) = ax + l)X^ 4 - .... 
y,^x) = ex 4- dx^ 4- .... 


Due rami — p. es, y.. — potranno avere un contatto 
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d’uii certo ordine, coincidendo i primi eoenicienti dei relativi 
sviluppi: 

a = (!, = 

in tal caso si di(*e che i diK^ rami, aventi coianiii le parabole 
osculatrici tino all’ordine i incluso, liaiiiio in coniiiiie (oltre 0) 

/ puìiti iìifiìiitamente vicini sneevfisìvi ad esso, ita, per .9 assai 
elevato, si troveranno certo due termini in con eo<dli- 

cieiiti distinti. 

Detenni II ian IO .v in ouisa cli<^ due (jualsiansi fra i rami 
!/ii ìfk abbiano al pih .v punti comuni successivi all’origine t>, 
e che esistano eftettivauiente due rami aventi un contatto 
d’ordine .9 (cioè (. 9 + l)-piinto); si dira allora che il punto 
multiplo 0 è una Hingolarità di specie .v pm* la curva f. Ter 
nu punto multiplo ordinario, a tanaenti distinte, si ha»9=:0, 
non essendovi alcun contatto fra i rami lineari. 

Per rai)}) reseli tare convenientemente la curva/iiell’iie 
torno del punto multiido 0 di specie . 9 , convituie tener conto 
di un ordine d’approssimazioin^ abb.astanza elevato in cui ia. 
curva può essere sostituita da r parahoìe d^ ordine >.9 oscula¬ 
trici ai ruìni di /. Tali parabole sono tutte distinte l’una dal¬ 
l’altra ed liainio fra loro i medesimi contatti che i rami di /. 

Ora la singolarità di specie s si può ritenere costituita 
da punti mnìtipli infinitamente vicini ad 0, succedentisi sui 
rami lineari per 0. Se un ramo ?/^ è tangente ad altri ì\ — 1, 
il punto 0^, iiifiiiitainente vicino ad 0 sulla tangente al detto 
ramo, si deve ritenere come multiplo d’ordine ì\ (/\ <' /*;; se 
poi lo stesso ramo lia un contatto 3-piinto con altri r, — 1 
rami, il punto t/, che succede ad 0^ su questi rami (o sulla 
parabola di 2" ordine osculatrice), dc\o ritenersi come n-plo 
per / (r, e così via. 

La locn/ione relativa ai punti multipli infinitamente vicini 
si ^instifì(*a n.analmente sotto l’aspetto geometrico ed anali¬ 
tico in base alle osservazioni seiifiieaiti: 

1) Se la curva f pos^^iede dei punti multipli infinità- 
niente vicini 0, 0^, 0,,...., (l’ordine ?*, r^J succedentisi 

sopra un ramo lineare (o sopra una parabola osculatrice) oi>ni 
curva che passi (sempliceineiite) per 0 ha ivi r iiiterstvJoni 
riunite con /; o^ni curva che passi per 00^ lui ivi riunite rd-ì\ 
ijitersezioni ; o^ni curva per ()()^().^ lui riunite r-f-Cj-hn 
intersezioni, ecc. 
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2) Il passaggio per i punti 0, 0^, 0^.... si traduce in 

y{T +1) d” 1) +1) 

<> ? <) ? ~ •••• 


condizioni lineari per i coefficienti di /. 

Anzitutto sappiamo che, per una curva /, il possesso di 

un punto r-plo nell’origine 0 si traduce in —- condi¬ 
zioni, dovendo il polinoinio/cominciare coi termini <li grado r: 

f=friyy) -h/r+i(«'/) +. 

Ora se si vuole che ogni curva tangente a una retta per 0, 
per esempio all’asse ?/ = 0 , abbia r + intersezioni riunite 
con /, è necessario e snflìcieiite che/si riduca di grado r + r^ 
in X quando si x)one successivamente 


y = 0 j 2/ — y = y = ; 


onde si ottengono appunto altre 


r,h\ + 1 ) 


condizioni. Ed è 


chiaro come il ragionamento si prosegua. 

Le suddette condizioni relative ad 0^, (lineari nei 

coefficienti di /), si lasciano esprimere sempliceuieute come 
coìulisioni differenziali che, come vedremo più tardi, appaiono 
anche quali condizioni limiti di quelle relative alla esistenza 
di un inulto ?\-plo che s’avvicina ad 0 nella direzione 00 ^, 
e poi di un punto n-plo che si avviiùna ad 0 ^ sopra la para¬ 
bola di second’ordine 00 ^ 0 ,, e così di seguito. 

Per scrivere le condizioni differenziali anzidette conviene 
muovere dall’osservazione seguente: se la curva f(xy) = i) 
possiede, riunite nell’origine, i intersezioni con una parabola 
2 / = cpur), si auniillaìio insieme ad f i differenziali siivcessiri 
dfj calcolati sopra la curva :p. Infatti, si «lesigni 

con y l’ordinata del paiito di 9 che ha come ascissa x^ e si 
designino con y^ le ordiu.ate dei punti di / che hanno la 
medesima ascissa; il nnuiero delle intersezioni di/e 9 è dato 
(L. 3", ^ 12) dall’ordine di iniìnitesinio del prodotto 


\Uy-y^'), 

cioè dall’ordine di iiiliui[<^siuio della funzione f{xy) calcolata 
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sopra la parabola 9 . Si dovrauuo daiupie annullare i difteren- 
ziali successivi di/, calcolati nell’ipotesi che y sia fan/ioue 
4 li x\ = così otteiiiaino: 

(lf= % dx + ìf dii = 0 
d.v dy 

d-f^lt dx°- + 2 dxdii +dir -r dhi = 0 
dx-' dxdy ?//' ?/y 


dove 


ily 

(Ix 




S\iìni>i)ereiu() X)iii avanti il (calcolo delle coinlizioni dide- 
reuziali a cui conduco il pro(‘edimeuto sox)ra accennato. Qui 
occorre avvertire che codesle coiidizioui, come la proinietii 
<>eometrica 1 ) di cui sono la tradazione analitica, com- 
spoiulono non soltanto a curve / costituite di lauii lineari 
e possedenti i immiti uiultii)Ii successivi 0 ^, secoinlo la 

delinizioue data innanzi, bensì anche a curvc^ / possedenti 
rami non liiu^ari, sebbene il x^rhuo caso ax)X>ì^bi da questo 
X>nnto <li vista il caso gvìkende. Pertanto si estende qui nata- 
ralmente la delinizioue data dei multix)li iiilìuitannuite 

vicini succedentisi sn rami lineari: si dirà che la / x>ossiede 
i punti successivi: 0 , 0 ^, 0 ^,.... con le inoltex>lìcità r, 
quando tutte le x>arabolc passanti x)er 00^ hanno r inter¬ 
sezioni con / riunite in 0 , tutte le x>arabole X)cr 00 ^ hanno 

r-\-ì\ \-r., intersezioni, ecc. 

Questa detìnizione x>ià generale si accorderà anche con 
quella clic avremo luogo di svilax)pare in vseguito, indix)eii- 
deiitemeiite dalla restrizione che i punti 0^0,.,.. succedano 
ad O sox>ra un ramo lineare, basandoci sull’analisi dei rami 
d’ordine saxieriore. 

Osserra:;ione. Conviene rilevare esplicitamente che la deii- 
nizionc! «lei x>ii*di mnltixdi successivi 0 ^, e subordinata 

l)er ciascuno alla condizione che il o i x>*‘^'<*cdenti 

sieuo già riconosciuti moltexdicità assegnata. 

Così X). es. quando si dice che la / x)<)!^!^icde iiu x>iuito trix)lo 
ed un x)i*ido dox)X>h) inliuitamente vicini 0, 0 ^, si x>ongono 
dai)i)riiua sei condizioni per 0 e x><>i altre tre relative ad 0 ^, 
il cui valore è subordinato ad essere 0 un X)nuto trixdo x>er/. 
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Più i)reeisaniente si avverta elle: Le eoiKlizioin perchè/abbi«a 
in 0 nii inulto triplo possono essere soddisfatte iii senso largo 
e in stretto. 1^'sse sono soddisfatte in senso largo, se 

ogni retta o curva iier 0 ha ivi riunite almeno 8 inierse/ionì 
con /, cioè O è triplo o qiiadrnjilo ecc. per /; sono verifi¬ 
cate in senso stretto se le rette (o curve) jiassanti (seinpli- 
ceinente) i)cr 0 hanno in generale aon f soltanto o intersezioni 
ivi riunite. Ora quando si scrivono le sei condizioni espri¬ 
menti che /x)ossiede 0 come xiiinto triplo, o — come si dice — 
quando s’impone ad / di possedere in 0 la molteplicità vir¬ 
tuale 3, le suddette condizioni portano che^ la molteplicAtà 
effettiva di / in 0 sia > 3, nulla assicnraudo(ù che esse deb¬ 
bano essere Aerifi(*ate in senso stretto, in guisa che codesta 
inoltexilicita effettiva- sia proprio 3. 

Pertanto se la f a cui si è imposto in 0 la inolteidicità 
(virtuale) 3, viene ancora sottoimsta alla condizione di pos¬ 
sedere in 0^ la inolteplicità (virtuale) 2, accade che: 

1) se la molteplicità di 0 i>er f è effettivaiiiente 3, il 
punto risulterà doi>pio almeno per /; 

2) ina, se lì. es. la f acquista in 0 un ininto 4-plo, le 
nostre condizioni esprimeranno soltanto che 0^ appartiene 
semplicemente ad /, giacche la singolarità costituita da un 
punto 4:-plo 0 collo tangente 00^ è un caso particolare di quella 
costituita da- 0 ^-plo seguito da 0^ ^l-plo. 

Quest’oss(n'vazione vale a chiarire il senso della defini¬ 
zione data dei inulti multipli iufiiiitauiente vicini e la distin¬ 
zione fra molteplicità effettive^ alle quali ci si riferisce di regola 
nel discorso geometrico, e molteplicità virtuali, ({iu\]ì risultano 
definite per mezzo delle coudizioni differenziali o algebriche, 
ove non si aggiunga esplicitamente l’ipotesi che tali condi¬ 
zioni debbano esseri^ soddisfatte iu senso stretto, cioè che 
alle equazioni date si a<*compagni una ineguaglianza esclu¬ 
dente molteplicità superiori. 

Ritornando dopo (|nestì chiarimenti alla definizione gmie- 
rale data innanzi, giova distinguere punti multipli infinita¬ 
mente vicini ad un punto (proprio) 0, appartenenti ai sncces- 
sivi intorni d^ ordine 1, I punti 0^, dell’interno del 

1' ordine sono caratterizzati dalle rette 00^, tangenti 

principali ad / in O; designando con le molteplicità 

di questi punti supposte >ì (cioè includendo anche i punti 
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semiìliei di / appartenenti al detto intorno), si lui 

1\ + /*2 “ 1 “ *••• 

I punti, semplici o multipli, di /appartenenti alPiutorno del 
li"" ordine (su rami lineari) si troveranno su parabole per 00^ 
o per 00.y ecc. ; essi potranno designarsi rispettivamente (ani 

0 , 1 , 0 ,,....; 0 ,,, 0 ,,....;. 

e le loro molteplicità con 

11 ? ^ 21 ? ^ 22-”-7 . 

8i avrà allora 

^ Il “b > ”1~ '^a? 

^ 21 “ 1 “ ^ 22 ^* 2 ? 


In generale, nel caso delle siugolarttà contitiiite dì rami 
lineari, la somma delle moìteplicitd dei piniti di f che apparten¬ 
gono alP intorno d^ ordine h, e sono infinitamente vicini ad nn 
punto multiplo Or, d^ ordine r, r, perchè ci sono proiirio r 

parabole (d’ordine >lì) osculatrici ad / passanti per 0,.. 

* 


4. Punti doppi successivi: tacnodo e cuspide di seconda 
specie. — Illustriamo le cose dette innanzi riferendoci ad un 
semplice esempio, 8i tratti di determinare le condizioni peridm 
mia curva f possegga nn certo numero di punti doppi infini¬ 
tamente vicini 0, Oj,.... segueiitisi sopra un ramo lineare. 
Anzitutto, se 0 è un do^ipio i)er /, si deve avere nel punto: 


/=o, v=r=o, 

’ dv di/ 


e (piindi, se 0 cade nelPorio-ìne: 


f— a^^^x" + a^^xif ~h a^,y' + . 

Aggiungasi la condizione che f possegga nn punto dopiiio 0^ 

vicino ad 0 nella direzione — p. es. sull’asse x\ ìj—i). 

Per esprimere tale ipotesi dovremo scrivere che le i)arabole 
tangenti alla direzione y hanno 4, anziché 12, intersezioni 
con f\ 
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A tale scoi)o, iiuìicaiuìo con y.^ la derivata seconda 


djfr 


relativa a nna i)araboIa generica, dovremo i)orre in f{xy) 
y = \y.iX^ e annullare identicamente rispetto ad y.,ì termini 
di grado 2 e Snello sviIni)po: 


fi^y) =f{^, ’o + "il f +"02 '4- 

si troverà diiiKiiie 

rt,o = 0 . 


y 


Queste condizioni si ottengono anche annnllando, i)er //, (pia- 
Iinnpie, le derivate seconde e terze di / calcolate sopra una 
parabola generica tangente all’asse x-^ le quali — tenuto conto 
9f 2f 

che * — 0, = 0 — SI scrivono 

2x qf 


onde si trae: 


fi 


^ìr 

3y sy 

H-* 3 - ^ ìf .y , 

dx^ dxdy 


d\f 

dx^ ' 

3Y 


0 , 


2x cìj 


— i) 


= 0 , 


Dalle condizioni precedenti appare che: ìa singolarità costi¬ 
tuita da due lìmiti doiìpi injiìiitamvute ricini si deduce come 
laso lìartlcolare delìU' cusylde, quando s^imponga alla curva di 
avere un contatto quadripunto colla tangente. 

Infatti, se il punto dopiiio attribuito ad / in 0 deve 
essere una cuspide tangente all’ asse x^ bisogna che sia: 

+ (filali + = in 

ossia 

^^20 ’ 

e se si vuole che codesto asse abbia con /un contatto (piadri- 
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IMinto, anziché triponto, si deve scrivere: 

Che cosa diremo ora dei rami della curva f lod punto 0? 

Ili generali^, quando la f possiede in 0 mi nodo, vi sono 
due rami toccati da due diverse tangenti y = j/x: per deter¬ 
minare y si pone y = y^x nel ]>olhioinio/(. t//) e si cercano i 
valori y di y^ per cui si annulla il coefficiente di x^ 

%) ^2.0 = 

trinomio che così viene annullato è — a meno di mi cohì- 
ciente nuinerico — la derivata seconda della funzione iden¬ 
ticamente nulla f{x^ che viene espressa da 




dx^ 


c^f 

dx dy 


d\f 


dy 




Dopo ciò si porrà 


?/ = 


y'x q- 



e si determinerà il valore y' di y., di guisa che la parabola 
così definita risulti osculatrice ad /; a tale scopo occorrerà 

/ / ^/ > o 

aiiiinllare il coefficiente di x^ nello sviluppo di flx^ y x-^-‘^x- 
e si troverà così l’eijuazione lineare in y^ ^ 

?) («0-2?/'+ y- + H- = 0 

che detenniiia y'\ 

La (piale e(piazione si ottiene ngualinente aimullnndo la 
derivata terza f{x^ y(^))j cio('> ponendo 


/ 3 9 / 9 \ 


Snpponiaiuo ora che il punto doppio, O, di / diventi una 
cuspide il (die porta eln^ y sia radii^e doppia dell’eipiazione y.); 


(b L" espressione geiiernle dellt* deiivate sjiecessive della funzione 
f(.r, (/(a?)) si troverà nel Cap. IH; gli sviluppi di qu(‘st<» pajagrafo, ravvi¬ 
cinati a quelle forni nl<*, ne porgono una fa (die esemplificazione. 
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pei‘ seuij)licità di discolpo pollasi tj — i). Allora Tequazione ,i) 
a cui soddisfa ?/' diventa impossibile (corrispoiideudo a 

y'—— 

poiché 


almeno se non si annulla insieme il termine Doto della [j), 
che è = cioè iìncliè si rimane nel c{)So della cuspide 

ordinaria. Si deduce che in tal caso i due rami del nodo si 
confondono in ini unico ramo del secoud’ordine, d’accordo 
con la circostanza ^ih osservata nel L. i% § 11, che altri¬ 
menti la/dovie1)l)e aver (inattro intersezioni con la tangente 
cuspidale. 

Quando sia invece = cioè il piinto 0^ nella din*- 
zione j/ diventi doppio per /, l’equazione i3) svanisce identi¬ 
camente: tutte le curve tangenti alla retta ìj = yx avranno 
(jnattro intersezioni riunite con la / e, scrivendo che la 
parabola 

// = y'x -h X- 


ha cinque intersezioni con la /, si ottiene )iua equazione di 
se(a>ndo grado in y., elle ha per radice due valori di 

f f'»?/ 


cioè i due calori di y" corrispondenti a due rami di / tan¬ 
genti alla retta y = yx. Per / = 0, l’aiizidetta e(|nazioiie a 
cui soddisfa si scrive 


Y) (o") + ".M A- «40 = , 

d’accordo coll’espresssione della derivata (piarta di/( t, ?/(:r)). 

Ora se la y) possiede dne radici distinte, cioè se il discri¬ 
minante 

l;i aingolaritù eosfituitu dui due i)))i)ti doppi iulÌDitanumte 
vieioì OOj consta di due rami tangenti che v(>uj>ouo appros- 

siinati dalle due parubole osculatrici y = '[^ una tale sni- 
golaritii dicesi tacnodo. 

Per ciascun ramo si possono deteviìiinare le successive 
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parabole osculatrici, cioè i coetHcieuti dello sviluppo di 
Mac-Laiirin che vengono porti dalle derivate successive: 

a ciò si perviene, sia scrivendo la condizione 

(hìf 

perchè una parabola 


9 * 


V, .,3 

3!-"' 


abbia (i intersezioni con /, sia cah^olaiido la derivata che 
contiene linearmente ìf'\ 

Il coefficiente di y., nella equazione predetta vieu dato 
3 . 

dalla e però si annulla quando la y) i) 0 SvSegga una radice 

^!l 

doppia: se ciò accade senza cln* Pequazione in y,^ svanisca 
ideiiticauieute (/:, allora i due rami del tacnodo tornano 

a confondersi in un unico ramo del secoud’ordiiu^, che costi¬ 
tuisce la (‘osidetta ciisinde di seconda specie, A sua volta la 
cuspide di seconda s^jecie si rivince alla singolarità, detta 
tacnodo dì seconda specie o oscnodo^ che viene costituita da 
due rami lineari con contatto trii^unto, quando la radice 
doppia y' di f^(y") = () anuulli anche Cosi seguitando si 
può ri(^oiioscere che: 

La singolarità costituita da s > 1 punti doppi successici 
ad O, sopra un ramo lineane^ e in generale un tacnodo di 
specie s costituito da due rami lineari die hanno un contatto 
d^ ordine s. Il tacnodo di specie s ha come caso particolare la 
cuspide di specie s per cui i due rami lineari si confondono 
in un unico ramo del second^ ordine ; e questa a sua volta 
ammette come caso particolare il tacnodo di specie s J. 


5. Kami di second’ordine. — Vogliamo ora estendere 

r analisi delle singolarità, svolta innanzi pel caso dei rami 

lineari, in guisa da comprendere singolarità di ipialsiasi natura. 

A tale scopo conviene studiare in modo approfondito i rami 

«l’ordine > 1 o superlineari,, e discutere il problema delle 

intersezioni o dei contatti die essi possono presentare. 

Oonsideriauio «lappriina lui ramo del 2° ordine, che abbia 

la sua origine nell’orìgiiu" delh' coordinate, e suppongasi che 
1 

sia il iirimo hnunine della serie il cui esponente è 

eftettivnùiente fratto; per assi generici sarà a*>1 , e la serie 
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assumerà in generale la forma 


1 ) y (t + ...» + ^ + ....^ 

«love 

(l^ =1= 0 , ^^4-i ^ 0 , 

mentre imssono anche esser nulli. 

Intersechiamo il ramo I) col ramo lineare 

*2) y = a^x + «oOJ- + .... + aiX^+ H- 

«love i primi i coefficienti sono i nie«lesiini che per la serie 1), 
mentre lo (i4-l)-nio coefficiente ha un valore «lualiiiiqne. 
Facciamo ima dopo l’altra le due ipotesi seguenti: 
ipotesi : i < s (di^^ 

T «lue valori di y essendo designati con 

1 

= ffj X + .... + a,x^ + X ^ + .... 

1 

= + -”7 

si «lehbono cercare (cfr. L. «T, § 12) i valori di x per cui il 
])rodotto 

(?/i — .y)(?/2 —?7) = 0. 

Xell’e<iiuizione resultante 3) il primo membro è una serie 
procedente imr le potenze intere «li x, la quale si ottiene 
come prodotto delle due serie: 

1 

- 1 - 

1 

+ .... — +. 

LVrcii') il termine di grado più basso che comparisca nella 3) è 

si de«luce che i rami 1) 2) hanno 2/+ 2 intersezioni riunit(‘ 
(per rr = 0) essendo 2/ + 2 l’ordine di intlnitesimo <hd prodotto. 
Facendo successivamente 


i = (), 1, 2... , 
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si lia die il ramo 1) lui ‘2 intersezioni riunite in 0 eou 
mino lineare 2) die passi solo per la sua origine 0; esso lui 
altre *2 iiiterse/ioiii, ivi riunite, se i = l; ancora altre 2 
se / = 2, e COSI via tìndiè i — s — 1. Ciò si esprime dicendo 
die i! ramo 1) ponsiede s — 1 punti doppi (0^,... infinita^ 

mente ricini ad 0 e sìiccvdentÌHÌ sopra il ramo lineare 


y = a^x 4 - a.yX' + 

2^ ipotesi: i>.s. 

Calcoliamo ancora il termine di gTa<lo più basso nella 
serie procedente i^er le potenze intere <li x cln» resulta dal 
lirodotto 

3 ) (?/, — ìhiy, — [/)■ 

Questo termine è in ogni caso 


I rami 1) 2) hanno dunque 2,v + l intersezioni riunite [<iua- 
luìique sieno del resto i coefficienti dello sviluppo 2) <lopo 
lo (.v-p l)-mo]. E quindi si può dire che allo (s —l)-iuo punto 
<loi>pio siic(‘(issivo ad 0 sopra il ramo I), sm^eede iiu 

s-ino punto, semplice pel ramo stesso, ciò (die si (*sprinie 
dicendo che il ramo 1) è di specie s — 1. 

3Ia rileviamo una conseguenza die dice (pialcosa di nuovo. 
Un ramo lineare qualsiasi che luissi per tutti i punti dopili 
del ramo 1) intìnitameiite vicini ad 0 e per il successivo punto 
semplice, non può mai avere un contatto ulteriore col se(‘ondo 
ramo indicato, cioè iiou può passare per un (.9-h I )-uìo punto, 
Qyhi? "successivo ad 0. 

Quest’ultima conclusione ha un aspetto paradossale. Infatti 
si affaccia naturalmente la domanda: che cosa succede di una 
curva cui s’imponga un contatto superiore col ramo 1), cioè 
che si costringa a soddisfare la condizione diffienuiziale <^spri- 
nuMite il passaggio per un (.9-pl)-nio punto di 1), suc¬ 

cessivo ad Oì 

Iju risposta (dn‘ risolve il paradosso è la s(‘guente: una 
curva la quale ahhia ìtn contatto pih che (2.9 p ì)-punto col 
ramo 1) di specie s — 1, possiede un punto doppio (o multiplo). 
3[a <li una curva o di un ramo di curva sifì'atto non si può 
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aiìcoi* (lire che « jjassa propriamente 1 ^ 31 * un i)iuil() 0,^^^ siu*- 
(»essiv() ad Og sul raiuo 1) ». 

Infatti se uua (Uirva / (d’ordiiK^ assai elevato) possiede 
come punti doi)pi 0, (/ <s — 1) e passa semplice- 

niente per (]iiesta / avrà col ramo 1) 

1 / + — 0+1 

intersezioni e si comporrà — in generale* — di due rami 
lineari, mio dei (piali passerà per e l’altro jier 

e non per 0^. Se ora la/suddetta viene assogget- 
tiita iilterioriiieiite ad una nuova condizione, esprimente che 
essa abbia (ud ramo 1) un contaito )4i-h2(s — 0 + -!"P*tuto, 
tale condizione jiorta che le jiarabole d’ordine i+l, oscula¬ 
trici ai due rami di /, (*oincidano e (piindi (*he divenga 

doi)i)io i)er /, assorbendo cosi I intersezioni col ramo l) in 
luogo di 2; invero se 0^^^ restasse seuipli(?e per /, i due rami 
lineari d(dla curva si confonderebbero in nii ramo di 2" ordine 
e (jiiesto dovrebbe jiassare ancora piT H-2 < .s), 

mentre — per (pianto abbiamo già veduto — iiu ramo del 
2‘ ordine di specie / (con « + 1 punii doppi sin*,cessivi) non 
l)ii(à avere i)ni che 2(?‘4-l)-}-l intersezioni con un ramo lineare, 
come quello cui appartengono La f a(?(piistand(> 

diiinpie in un innito doppio e restando (composta di due 

rami lineari distinti, la condizione che esprimeva prima il 
suo i>assaggio iier il luinto resta ora soddisfatta />a 2 >ro- 
prìamente* uno dei raiui lineari di / i)asserà per j j, 

l’altro anche jier ma in generale nessnii laiuo 

di f passerà propriamente per [eie') che faieblu* cr(*s(^ere 
di un’altra unità le intersezioni col ramo 1)]. 

Suppongasi invece i — s — J, cioè si consideri mia gene- 
ri(‘a (uirva f assoggettatu ad av(*re come punti d(q)pi tutti 
gii .V punti doppi, ramo 1), ed inoltre a pas¬ 

sare se III pii (a* me II te per il punto semplice In questo caso 
la / sì comporrà — in generale — di due rami liinairi, uno 
passante per e l’altro per (* non per t/; 

(*ssa avrà con 1) precisameiiti* 4.^q-l intersezioni. Se (luiiuli 
s’impone alla / suddetta nna nuova condizione di (^intatto 
(*ol ramo 1), (piesta si esprimerà ancora facendo (aiiucidere 
le parabole d’ordine .v osculatrici ai due rami della/stessa; 
allora non accadrà — in generale — elio f acquisti 0^ come 
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pimfo doppio, cioè che i due rami (restaudo separati) vell¬ 
icano a passare per 0^, bensì i due rami di f si coufonde- 
raiiiio in nn ramo del 2"" ordine 

1 

O) Tf = (t^ '^ + .... “P “ “P “P •••• 

passante doppiauiente per e semplicemente per 0^.; 

soltanto per una condizione ulteriore una curva /possedente 
tale singolarità acquista Og come punto «loppio, «lamio luo^o 
a due rami lineari distinti (cfr. § 4). 

Infatti si verifica che il ramo 5) lia con l) appunto 4.s + 2 
intersezioni (e non di più se h'g^^^ 

A tale scopo si distinguono i due valori di // coiaispon- 
denti a un dato x: 


#H— 

//, = rtj x-h ... 4- ^ + •— 

//, = a^x d- .... + (igX^ — +. 

L’e«]uazi<nie die «la le intersezioni dei rami 1) 5) sarà 

(ìfi — ff.i)(y.z — g.Mvo — //o) = 0, 

«love il primo membro risulta una serie pi'ocedente per le 
potenze intere di x. 

In questa serie noi dobbiamo valutare il termine di ora<lo 
l)iù basso che è 

resta così provato che P equazione 0) x>ossiede la radice ir = 0 
coll’ordine «li molteplicità 4.s+2. c. d. d. 

Soltanto nel caso particolare ===p T anzidetto 

termine sparisce e si ha come termine di dirado più Imsso 
nella b): 

siccdiò ) rami 1) 5) vengono ad avere {uua intersezione «li 
più ci(m) 4.S -P3 intei’sezioni, lincile 
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meiifre il iimneTO <lel]e iiiteTsezioiii aiieom di una 

unità se = e così di seguito. 

1 Tesai tati a eni siamo i)er venuti si espTimoiio assai cliia- 
rameute col ìingiiaggio dei [ncnti in fin ita mente vieìni^ dicendo: 

Sopra mi ramo di secoiuPordine e di s^iecde s —J, si 
liainio s — 1 punti doppi 0, successivi all’origine 0, 

e poi dei punti semplici 0^., il secondo punto 

semidice 0^-^^ è satellite del primo per modo che ogni ramo 
<li 2" ordine passante proprianieute per 0^ (cioè jier 00^....0,y) 
passa in conseguenza anche per 0^^^, mentre le condizioni 
ulteriori di passaggio per Og^o^ sono iiidiiieinlenti 

l’uiia dall’altra. 

Inoltre ahbiain visto che un ramo di una curva /j il (|nale 
passi propriamente iier è necessariatnente di 

2"^ ordine o d’ordine v ;> 2. Si verificherà poi che efiettiva- 
meute anche ogni ramo d’ordine v>2 passante semidi- 
cemente per Og jiassa in conseguenza per Og^^ (ina non 
l>t*r 0,.^,....). 

Intanto possiamo foggiare una rappresentazioue scdunna- 
tica dei rami di 2° ordine, atta a porre in evidenza i resul¬ 
tati staliiliti. Ter spiegare chiaramente la cosa, preudianio le 
mosse dai rami lineari. 

I xnmti successivi di un ramo lineare possono rappre¬ 
sentarsi (vedi figura) come estremi <li archi uguali api>arte- 


0 . 



nenti ad una curva coutinna sioiza angoli, o come estremi 
segmenti sufticientemente piccoli di lunghezza invaria- 
hile, costituenti nna poligonale (iscritta) ad angoli ottusi; 
la costanza degli archi o segmenti è <l’accordo con la con¬ 
venzione per cni il difftu’enziale dell’arco t si assume indi- 
l>endeiite da t <iua,ndo ci si riferisca alla rappresentazione 
l)arametrica della curva x = x{t)^ y=zy{t). 

Ora per rappresentare nn ramo del second’ordine con 
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— 1 punti doppi successivi iid 0 potremo valerci (vedi 
tìgiira) di ima curva ad angolo, o di una poligonale formata 
di segmenti successivi 
uguali, in cui si tro¬ 
vino due segmenti 
Oj —^ Og , Og uoii 

più ad angolo ottuso 
ina ad angolo retto. 

Questo scliema mette 
in evidenza che il ramo 
di secoiid’ ordine può 
avere lino ad s punti 
successivi ad 0 comuni 
a un ramo lineare, ma 

iiou i>uò averne Inoltre esso lascia vedere che tutti i 

rami di second’ordine aventi a comune gli s punti doppi 
e il primo x^nnto semplice 0^ (che figura nel ver¬ 
tice dell’angolo retto), hanno necessariamente a coinuiie anche 
il limito semplice successivo 0^^^. 

Vedremo più tardi come lo schema precedente si gene¬ 
ralizzi ili guisa da fornire la rappresentazione di mi ramo 
qualsiasi. Fin d’ora diciamo che un ramo del 3" ordine di 
specie s —1, sarà rappresentato dalla figura qui accanto, dove 

il punto si trova 
0 0 = sulla retta per¬ 

pendicolare ed Og, 
Ora lo schema sugge¬ 
risce la possibilità di 
ulteriori complicazioni, 
dove s’immaginino 
rami che si ripiegano 
siiccessivaineiite più volte ad angolo retto. Vedremo difatti 
che la teoria dei rami superliiieari è capace effettivamente 
di tanta ricchezza di casi, e che (luosti trovano nello schema 



accennato adeguata rappresentazione. 

Il caso particolare dei rami di 2° ordine, è stato da noi 
trattato a parte per preparare le nienti a comprendere la 
teoria generale dei rami superliiieari, dove taluni immiti (sem¬ 
plici o umltipli) successivi all’origine vengono seguiti da 
griipiii 4li punti satelliti, con molteplicità dipendenti da quelle 
dei limiti precedenti. 
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0. Rami superliueari: loro intersezioni, — Due vanii (l’or¬ 
dine V, |x aventi in coinnne l’ovioine 0, liaiiiio incenerale [iv 
intersezioni assorbite in 0; non ve n’è di più se i due rami 
hanno diversa tangente (cfr. L. 3°, § 12). Supponiamo invece 
die i due rami abbiano anche la medesima tangente; vogliamo 
cercare (piante sono, in generale, le loro iutersi^zioni. 

Preso 0 come origine delle coordinate, scriveremo le 
e(piazioni dei due rami sotto la forma seguente: 


I ) y — ax + a ^ x x '' 

a^=|=:0, ^2=1=0....) 

ix-yV 

2) y = hx + h^x ^ + l).,x + .... 

(ì) = a, 4= 0, h., 4= d.,.,). 

Per un dato valore della x, nell’intorno di x = {)^ si 
avranno v valori di y: 


. '/ v-T'/ . v^+v" V i '/ j v" 

2Kl r - - yTi?- r - 

p) y^^= ax c '' a^x -he '' a^x ^ d-.... 

(r = (\ 1,.... v-J), 

e |x valori di y: 

, ti' u-i-jid-iJL" 

'2TZl—m —- 2'ìtì VI - - 

2‘) y^^^—ax-he h^x -he l).,x + .... 

(a/=0, p —1). 

Jj’equazione resultante die fornisce le iiirersezioiii dei 
due rami J) 2) è: 

H (Ur — f/mì = (//,. — //..) (//« — //[i-l) •••• O/v-l — ?7o) •••• (?/v-l — [fp.-i) 

r, m 

Il primo membro di qn(\sta, 1I(?/,.— f/m)^ è ima funzione 
sinimetri(?a delle ?/o, ?/m—*?/ v-n ^ delle ? 7 o 9 //i v—Z/ji-i? ^ p(‘r(d(') 
riesce ima funzione regolare di sviluppabile in ima serie pro- 
(*edente per le potenze intere della x stessa. Si pu(> calcolare 
(‘odesta serie facendo il prodotto delle pv serie ottenute sot¬ 
traendo la 2') dalla 1'). 
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Si tratta per noi di calcolare il termine di grado più 
basso in a;, che c’indica la molteplicità della radice a; = 0 per 
l’equazione residtante 3). 

Ora, se tiv'=)= jx'v, codesto termine sarà 


V 

27iì- p,(0+V-1) |xv (v-f-v')fjL t:/ixv'(v— l) jav (v-4-v');ì 

e ^ X —e x , 

oppure 


secoudocbè 


o 


7T^VjJl'(|X—1) [XV (!X^-JX')v 

e 1), X , 

[v/ <C {x^v, ossia “ <C — 5 

^ V |X ’ 


IX'/ > ix'v, 


osso Sara invece 


. V 

- r 

ni «.e " — 


cioè 


V p’ 


. IX ^ 
27 :'? — m \ 

h,e ^ j 


|X('M V') 

X 


qualora 


= 11 





vOx^fx') 

X 


r r . V' tx' 

jx'/ = [x^, ossia- — — 

^ V (X 


Oolicludiamo pertanto che: 

I due rmni 1) 2), aventi la medisima tangente, posseg¬ 
gono in generale, oltre le [xv intersessioni assorbite daiVorigine 
comune 0, ancora un contatto eguivalente a tante inUrsesioni 
quante sono le unità conUnnie nel più piccolo fra i dne 
mimeri |xv' e jx'y; nel caso particolare 


JXV^ [x'v 



si ha un contatto superiore a {jlv' soltanto se af — bf, desi- 

\x! 0 * 

gnaudo p il minimo denominatore delle frazioni — = — . 

V p p 

Infatti vi sono allora dei valori di r, m per cni 


u,c 


.V 

2711 - r 
y 


=:b,e 


, .V- 
Jtc? — m 
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23 



liiiiito (^uAirro 


znì- (m-r) 


in questo cuso, dopo ui> certo iimnero di ^iri della variabile 
complessa x intorno a cc = 0, la 


si caTobia >iella 


ìj = ax a 


ìf = hx \- l)^x 


{h = (() 


siceliè i primi tm-miiii dei due rami 1) e 2) danno mia mede* 
siiìia funzione i»olidroma a o valori; potremo esprimere ciò 
dicendo die i grttppì (fi (oefficieuti Uta^) e (hh^) sono (quìva- 
lentij e scriveremo {aa^) = (hi) 

8upx)oniai»o diiiniiie 


|X'/ = cior 


V !A V p/ 


e contmnporaneaiiiente 


o o . . 270'-p 

a — 7;/ <Mo(‘ ^ , 


e <a‘vdiianìo, in questo caso, il nnniero delle intersezioni dei 
ra>ni 1) 2). 

Kìprendìaino a considerare il iirodotto 

11 iVr [fili) 7 
?•, m 

lier ottenere il leiniiine di a rado più basso in bisognerà 
moltiplicare i termini di «rado più basso (noi >mlli) che com* 
l)aris(‘ono ettettivamcnte'ne,«li svilniipi <lell<‘ dittevenze 


ììr ìf in • 

Ora, timendo <*onto dn^ 

. 9 ___ jx I- [I 

I — — -, 

? ^ 

il tiMiniiH" piti basso nello sviluppo di //,, — è 

/ '.kì r LTi/^ m \ 1 

P — C ? hjx P 
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se 


essemlo 


ciò accade se 


P p 

^2tzì - r 27 zì - m 

e P — e P ^=^0; 


.P 

a^ = b^e P 


r-|E 


Le diftereiize — f/^ l)er cui si ha invece 


(niod. p). 


r = m 


(mod. p) 


con tengono come termine di grado iiiii basso 


v'ev" v+v^+v" 
-r - 

e ^ X , 


opinile 

secondocliè 
o all’opposto 


Ke 


o- 1 - Qjf —E- 


V V ^ IJl + ti . r V 

-C-, cioè —, 

V V [X ’ 

y' + v" ^ fi' + |i 


. ^ V u 

, cioè — > —; 

[i V fi ' 


i due termini hanno invece Io stesso grado se 


V" [L ‘ 

J1 numero delle difterenze suddette — f/m 

r = m ~h Pi (mod. p) 


precisamente 


Vfl V fi 

”o ^0 o’ 


^ essendo rispettivainent(‘. i massimi comuni divisori di v, v' 
e <li |i, [i\ 

Infatti la congruenza 


r ^ ììì + Pi 


(mod. p), 
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r = 0, — 1; wi = 0, —1, 

ammette - soluzioni ìii corrispondenza a ciascuno dei n va- 
P 

lori di m. 

Pertanto il termine di grado più basso nel prodotto 
ll{yr — firn) ^arù in generale di grado 

r, m 

[xv\ V + v' ^ jjLV V -H v' 4- v"_ 

P / V P V ~ 

, [xv" 

= |JLV4-PV 4- 

p 

oi)piire di grado 

f V[x'' 

|xv4-pv4-— , 

P 

secondocbè 

oppure 

Ma la disegiiagliauza 
equivale a 


sicché, ricordando che i>er ipotesi [xv 4 -pv'= [xv 4 -|/v, si può 
dire che: 

Nel caso — = (aa^) = il mimero delle iìiterseijioni 

V [X 

dei due rami 1) 2) saliera in generale |xv 4-[xv'= pv 4-[x'v, del 
lìiìi yiccolo fra i due numeri 

9 9 ’ 

^ e - designando — come si è detto — i massimi comuni 
9 9 

divisori rispettivamente di p, p' e di v, v'. 

Si ha fra i due rami un contatto ulteriore soltanto se 


v” p'' 


V 

V 


(i. 

p 


rr 


V |X 


rr P ^ rr 

- CT P -, 
? p 



? ~ p ’ 
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e contemporamamente 


(aa^a.,) = {bh^h.,), 


cioè se i (lue rami 

v+v' V4V’+v" |l+n' H+|l’+|x" 

ax-\-a^x '' +rtja; '' e bx + b^x +b.^x 

costituiscono una medesima funzione polidroma a p?j valori, 
dove si (lesioni con il minimo denominatore delle frazioni 



.V ~ IJ. ~ ppj’ 


Infatti l’equivalenza dei rami anzidetti porta l’annullamento 
(li qualcuno dei fattori 


v'-Kv" 

2tii - r 


a^e 


— 


'2m - m. 


cbe entrano nel coefficiente di 


[iv" VJJl" 

HV+llV ^- V[A H- 

X ^ =X P 

per 

r — wi+pj (mod. p). 


Per valutare quante intersezioni aumentino in questo caso 
scriviamo 


'/ _ \iJ _p^ v'' _|l'' _ p'' 

V ~ p ~ p ’ V ~ p “ pPj ’ 


V + _ p' p ". 

“ p “ p p?t ’ 


y 
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, v'-f-v" . Il' 1 u" 

27tt- r 2K't - m 

e '' — h.^e = 


271» — ì 9- 1 2nt (- + —) (m—r) I 

= e VP PPi^ \a, — h,e VP pPi^ ). 


Ora, posto 


m — r — p, + </?, 
a,y — ì).,e 


si aiiiiiiUa i)er un certo valore di 


m — r = p^ + ^P, 


U = lh + Ui9i, 

la differenza stessa si annulla sempre e soltanto ove sia 
m — r = p, -h (p., -h q, p,)p 
indicando nu (pialsiasi numero intero. Poiché 

m = 0, J ....jJL — I 

r = 0, —1, 


si lianno — valori di m — r per cui, oltre a essere 
Pi 


é anche 




2 KÌ - (ììi •— r) 


h— —1 — r) 

n,^h,e V? PPi/ ; 


risulta cosi che nel i>rodotto 


IK.Vr — firn) 


eiilrano ^ - fattori per cui è nullo il termine in a: ^ , die 

1 v+v'-ev^'-ev'" 


sarà rimpiazzato j>“eueralinenfe dal termine in x 
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pure (la quello iu x 


, secondoehè 


,/rr .^1fl 

--<i oppure 

V |1 


yrr ^^rrr 


•duiupie — nelle ipotesi pn^cedeuti — sr 


'Il -1^!^ 

V ' " [X 


111 


i dite raììii 1) 2) avranno ìuì nuììuro (V inirrstoioni eguaìv al 
inìi [ffccolo fra / dne nìfmeri 


j |JLV^^ [JIV”' 

|V> [v/ 5 - 

p p?i 

rrr 


Vp hV|X' I- 




V|V 

00 


dove , - sono rispettiramentv i massimi comuni divisori 

di ^ (cioè di IX, [x”) e di '/', - ((doè di '/, v'^). Un 
? P 

voutatto più elevato sì avrà soltanto se 


e <iuindi 


V|l" 


VfC' 


e contemporaneamente 


(aa^a.,a.^) 


e in tali ipotesi si avranno, in generale, - intersezioni in 

P?i P-2 

piu, (lesionando con p, il ininiino deMiominatorc^ d(dle frazioni 


V 

\PPi/ 


!i 

\00 


, ^ 


yu _ ^pii 


j1L\ 

ppipj ' 


È ormai evidente (aime si prosegua l’esame nel caso che 
dà luogo a un contatto più elevato tra i due rami l)e 2). Enun- 
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ceremo pertanto il resultato generale a cnì sì perviene, rica¬ 
pitolando le conclusioni ottenute col seguente 

Teorema fondamentale sulle intersezioni di due 

RAMI : 

Si aiiiano due rami di ordine v, [x, aventi in comune 
V origine 0: 




v+v' 


v+v'+v" 


v+v'+,., 

v+v'+... 

,.+v<*+‘> 

y = 

= aa:-ha^ 

a; ^ 

-ha., 

X ^ 

+ 

.... 4- ttgX '' 


4 ....y 





IX+p'+p' 

r 

m n'+... 




- hx + 

« 1" 

-i-h 

X 

4“ 

.... 4- hx 

4- h+iX 

4-.— , 


dove 




ai 

=1= 0, ì>i =1= 0 

Il 

2.....^, 


e sìqypongasi che sussistano le relazioni seguenti: 




v" [i" p” 


P?i 




<») 




pPj....p^—1 


PPlPs’ 

1 

— — 

V p 


/ I . r 


dove —, — ? —.... designano frazioni ridotte ai minimi ter- 
P Pi P2 

mini^ e conteììq)oraneaìnente 

a = h, (aa^) = (hh^), (aa^a.^) = (hì)fK).,„(aa^,.„a^) = 

In questo caso i due rami hanno un numero d^ intersezioni 
ugnale al piccolo fra i due mmeri 


A = jiv 4- + 

}J = 4- Vfji' 4- 


|jy’ 

P 

VjJL'' 


P?i 




pp^....pj—1 
.(*+ 1 ) 


VII' 


?Pr...P^-i 


dove 


p ìL 

p’ ppi*'”' ppi-.p*-i’ 


e similmente 


p’ PPi’"" 
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sono i massimi comuni divisori risj^ettivamente di 


e di 

Se anche 


v-v-\ 

[Afi'n",. 


vv', 

vvV',. 

... v'/v".... 


^___Jr_ 

V [X 


ciascuno dei due numeri \ e A', che risultano ìiguali^ designa 
ancora il numero delle intersezioni fra i due rami^ purché 
non sia 


7. Punti multipli successivi appartenenti ad un ramo 
superlineare. — Si abbia un ramo d’ordiiie v(>l), e di ori- 
^»iiie 0: 

v+v' v+v'+v" 

1) y^ax-ì-a^x ^ a^x ^ -h.... (r/ ^=:0, «^=^0,....); 

cerchiamo il massimo comnn divisore di v, v', ese«’neiido le 
ilivisioiii successive di cui le formule seguenti indicano i 
quozienti ed i resti: 

v'=: /iV -4- Vi 
V =7IiVi4-v2 




Si otterrà così Io sviluppo di 


V 

— in frazione continna limitata: 

V 


r 

V 

y 


h 


K 



1 


Inlersechiamo il ramo 1) con nn altro ramo qualsiasi, d’im 
certo ordine |x avente la medesima origine e la medesima 
tangente: 

y = ax-{-h^x ^ -f-.... 


2) 


{hi 4= 0). 
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Siippoìiianio 


e si abbia: 



[i' = hii -f- 
[X -|^ |X^ 


—1 - +!^Ì4-1 

[x^ = -f- 


(love 

per conseguenza 




!i 


= ]i-h 


1 

Al +. 


1 

h 


j 


Distinguiamo due ipotesi: 

I) ipari e (luindi, supposto per fissare le idee 


[X^ 

- > - ossia vjx' > 

ri) i dispari e (piindi, supposto sempre A’n , </u j i, 

fx' v' 

— < - ossia va' < [X'/. 

|X V » ^ t 

Designando con X il numero delle intersezioni fra i dn<‘ 
rami J) e 2) si avrà, nelle due ipotesi rispcdtivannmfe: 


J ) À = |XV + |xv', 

\v/ — |X(7#V 4- Vj) = h a + ixv^, 

(Aii^i + H2 )Vj Al [Xi v^ -l-5 

d- = A:>f^2^2 + 

= I^i(AiVj H- = A^jx^v^ -f- 
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e, quindi 

X = {h -H 1 )ixv [tjVi -H.... + hi (x^v^d- -h jtj+ 2 . 

Il) A = V|X -f- Vfx'y 

Vjx' = '/{h\x + (x J =1 h jii -h VjXi, 

V|x,=r(/i,Vi +VJ|Xj =+'41^1? 


— (/tjV^ -\- Vj_^j)[x^ — birilli -+- 

A^-l^*'^ 1^2 + 1 d“ 1^2+2^ ^24-1 !^i-hl d" ''^24-1 1^24-2 7 

<3 (quindi ancora 

X = (/f + l)v|x + h j +.... H- /q- [x^-,^,. 

Questo resultato si può esi)rimere seiiipliceuiente dicendo che: 
i (lue rami 1 ) 2 ) hauìio couumi 7 i 4 --h .... 4 -/^ +d -1 
punti infinitamente vicini snccessiri alV origine 0 ^ e precisa’- 
niente', h punti di nioltiplicità rispettiva v, |x; li^ punti di mol¬ 
teplicità v^, IJ^ 4 .... hi jxniti di molteplicità v^, quindi 
punti di moltipUcità un ultimo punto di molte¬ 
plicità per il primo i'amo ( 7 q-> l^i-hi) moltepli¬ 

cità (> 0 ) per il secoli (lo. 

8 ’iiiter.seclii il ramo 1 ) col ramo 2 ) lasciando h^ arbi¬ 
trario (=f= 0 ) e facendo siua^essivamente 


£^ = 2, :5.... 


7 1 r J 

Il -I- , Il H- V" + 


/I, -Hi 




T T 1 r 

Il -{ -- , Il -1-,.... Il 


/H-f- I 


b' , 1 

‘^=/i -H j- 

'I li. 


h H 


7<. 1- 


K 1-1- 


1 

'"/'a-l -H ' • 
" ^ ' II.' 





LIBRO QUARTO 


36i 


si dovrà dire che: 

Il ramo 

v-hv' 

1 ) y — ax + x '* -\- 


dove 




v'= li V -f- 

V V2 


...., 


+ 


1 


~1 — (v- Vq) 


possiede iìifinitavieìite ricini alV origine 0 

li punti v-pli, 

11, pnnti 7 ,-pii, 

li^ plinti Vg-pli, .... 5 

i quali limiti possono essere definiti come punti succedentisi 
sopra rami, nel modo che seyue: 

1) 1 punti si succedono sopra la tan¬ 

gente al ramo di classe v', cioè sui rami lineari: 

y 1)^ x~j y = ax q- l),x^ 4 - ...., 

tangenti alla retta suddetta. 

2 ) La posizione degli li, — 1. punti v^-pli successivi 

ad e del primo punto v^-plo, risulta fissata dal- 

rappartenenza ai rami d’ordine t = 2^ 3...,àj+l: 

^ 1 

y — ax-\- h,x y= ax-i-h,x ^,.... 

h { ^ 

.... 7 / = (IX l)^ X h ' 1 , 

i quali nimi i)a.ssaiio i)er 00 i.... 0 /i colla iiiolteplicitil f mentre 





CAPITOLO J 


3G5 


passano seinplicemeute per 0,^+^ e per t — 1 punti snceessivi 
come viene indicato dai simboli 


.... 0,,+/ •••• • 


3) La posizione dej;li h,—ì punti v,-l>'b 
e del primo punto v^-plo è pienamente definita 

dall’appartenenza a rami per eni 


V -+- v' 
V 




/( 


i- 

/«i H- 



7i,+l 


? 


la cui moltei)licit<\ nei pmiM suddetti viene posta in eAÙdeuza 
dai simboli 


0/»+;,,+,* 




I punti v-pli, 0^0,....0/^, e il primo punto v^-plo, 
segueiitisi sopra una retta, sono puìiti ììhen^ suscettibili di 
variare con continuità ove questa retta si deformi in un 
ramo lineare qualsiasi; in (luesto senso il ramo l) ai>2>are 
caso particolare di un ramo 

Vi 

/H-1+ 

del quale si dimostra (e risulterà dallo sviluppo dell’analisi 
seguente) die possiedo li punti v-pli ed un punto v^-plo suc¬ 
cedenti all’origine 0 sopra un ramo lineare (e possiede di 
seguito a questi altri punti multipli, coinè il ramo 1). 

II ramo 1) si deduce da L') facendo’ 


^^00- - O..** (^{)h - b , 
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e perciò si può dire che i lanuti liberi del ramo J) sono deter¬ 
minati, l’uno dopo l’altro, in rapporto ai valori particolari 
a, 0, 0,....0 dei coefficienti dello sviluppo J'). 

Invece i successivi j)uuti multipli io semplici) Vi-i>li 
v^-pli....V 3 -pli, che seguoììo ad 0 sopra il ramo 1), dipendono 

v+v' Vi 

- il 1 ^ — 

dall’esistenza d’iiu termine a^x '' — a-^x ^ nello svii ui)ik) 
suddetto, ma non dal coefficiente di questo terinine, 

poiché sono comuni a tutti i rami: 

v+v' 

y — ax h^^x ' q-. 


Terciò codesti punti devono ritenersi satelliti dei precedenti 
o, si può dire, del primo punto '\-plo 
la cui esistenza — sul ramo d’ordine v — dipende j)roprio 

Vi 

/H 1 -H — 

da quella di un termine noii nullo in x 

La posizione e le molteplicità dei punti satelliti di 
sono detiniti — come si è detto — dalla posizione e dalla 
molteplicità 'q del punto su un ramo qualsiasi d’ordine v, 
e perciò dai valori aritmetici di 'q, v òq v). 

Ma i suddetti punti satelliti risultano ugualmente deft- 
iiiti — per quanto concerne la loro posizione — come i)unti 
multipli successivi appartenenti a tutti i rami di ordine arbi- 


tiaiao [I che posseggono 0/^^, 


dove = le molte-* 

^ |JL V ’ 


plicità dei punti suddetti per (piesti rami stanno a vviv>....v^ 
nella stessa proporzione che p a v. In particolare il ramo 
d’ordine minimo che passa (propriamente) per l’ultiiiio di 
quei punti, , /,_, ha l’ordine p uguale al iiiininio deno¬ 


minatore della frazione =z- - 

V V 

Procediamo a (h't eriuinar<‘ 
ax)partenenti al ramo 



p 


i i)iinti multipli 


successivi 


V ! '/ 


V-«-v'-4-V 




1) 


y = ax-\-a^x ha./x +.... 




e più pn‘cisamenl(‘ di (incili che dipendono dal terzo l(M‘minc 
della serie. 
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Pei-ciò intersechiamo il ramo 1) col ramo 

2 ) y = ax-\-a^x ^ - 4 -...., 

do\<‘, 7^4=0 ha un valore arbitrario, e dove 



11 numero delle intersezioni dei due rami sarj\ uguale a 


v[x -f- A — jiv -p- |xv H- X j 

dove A designa il pia piccolo fra i due numeri 




esseiido rispettivamente i massimi divisori comuni a v' 
e |JL, ji' (cfr. § 0). 

Sviluppiamo -- e — in frazione continua e si abbia 





1 







Ic.h 1 


A*i+i 


■+ 1 




ICi-h 1 


'»-hl 


“1~ 


—f- •••., 


supponendo 


h-hl <I fci-hi y 
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Sara 


e 


v" = h Vo 

^OH-i + ^a-+-2 


^O-H, ^ ''^aH-iH-2 


1 - ^^<j''^<J+o' 

jj, = 7v [i.^3 -1- P-oH-i 

I^a — 

P-OH-i ^ìH-l [J'aH-ÌH-2 


(''a+3' '■'oj) 


Procedendo come innanzi si trova clie 

E analogamente (questo resultato s’interpreta dicendo 

che « i due rami hanno comuni dopo _ancora 

plinti successivi di molteplicità rispettiva 
'^a; 'Viv-''a+f+i e jig, ,.... 6(1 1111 Ultimo punto ai 

molteplicità per il i)rinio ramo e di molteplicità 

per il secondo >. 

Xel.caso v^^l, basta prendere p = v (e quindi = 

[Ji' =1, 2 ,.... per avere rami 2) il cui numero d’intersezioni 
con 1) cresce, sopra vp4-vp', di una unità per voltii; così i 

punti di 1) successivi al punto semplice _appariscono 

come ininti semplici. 

Nel caso > 1 si avrauuo in generale — dopo 0^^ _— 

altri fc punti successivi di molteplicità e poi Iv^ punti 
''c+rV^h—K' (o ''aj-pli)i essendo il 

massimo comune divisore di v, v', v". 

1 punti 'Vpli ed il primo punto v^^^^-plo, successivi ad 

_dovranno ritenersi come punti liberi^ la posizione 

di 0^1 _dipendendo dal valore del coeflìciente a.^ nello 

sviluppo 1) e la posizione di .... potendosi ritenere 

data in rapimrto con un coefficiente nullo dello sviluppo 
medesimo; ed invece i punti del ramo 1) successivi al primo 
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punto Vg+j-plo, , debbono ritenersi come satel¬ 

liti di questo i)unto ecc. ecc. Ciò spiegheremo inh diffusa- 
mente fra poco in rapi>orto al caso generale. 

Frattanto senza indugiare in ripetizioni inutili, poiché 
si mantiene (pii iiiena analogia cogli sviluiipi precedenti, pos¬ 
siamo enunciare il resultato generale a cui conduce il prose¬ 
guimento della discussione, ricaiiitolando così tutti i resultati 
ottenuti nella seguente: 

Froposizione fondamentale. Si abbia un ramo d’ordine v 

V4-V' 

1) y = ax -h a^x ^ h-ì x ^ 

(rC'i 0,.... 0,....) 

e scriviamo 

'/ _ f y" _ p"' 

V~p’ V “ppi....p„, 

(?>1, P,>1....) 

dove le funzioni - sono irriducibili. Supponiamo che m sia 

pi 

il piu piccolo indice per cui 


V — ppj 

sicché 

Pm ^ 1 • 

La posizione dei punti multìpìi successivi del ramo 1) 
dipende dai coefficienti u, e dai numeri interi^ essen¬ 
zialmente positivi^ vOl), v', gli ordini di molte¬ 

plicità dei punti suddetti sono i resti delle divisioni successivei 
v'iv, V : v" : v^, che conducono alla 

determinazione del massimo comun divisore di 

vv', vv'...., vvV'.... . 

Nelle ipotesi fatte si ha: 

1 ». C, (ì. (vv') — V 3 =^ = PiP 2 ....p^, 

ììì. 0 , (l. (vv V ) = = p 2 ••••Pni 


III. c. d. (vv'v"....v("’)) = P,„, (> 1), 

m. c. d. (vv'v"....v(’”+‘’)= L 
(se V, '/ sono i)riini fra loro si i)orrà p^ = v = p). 


F. ENRIQUES - II, 


24 
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In parMcolaie se nella serie 1) s’iiicontraiio pin termini 
successivi contenenti le potenze con esponenti interi, 


V 2V Av 

X ^ X^ ^ x"^ — X^' , X^^ = x '^, 

si avranno h — 1 punti successivi ad 0 di molteplicità y, aventi 
come coordinate i coefficienti degli li — 1 termini suddetti. 
E pariuKuite se accade <ffie nella successione dei iinnieri 
V, v', v".... s’incontri un ugnale al niassiino comun divi¬ 
sore di V, v'...., c. d. si troverà un punto 

di molteplicità avente come coordinata «i+i e succedente 
all’ultimo punto di uguale molteplicità che appartiene al 
gruppo determinato dal coefficiente ai del termine {% -p l)-mo 

della serie; atx ^ 

Ora, presa una serie 1) qualsiasi, distinguiamo il caso 
iqìico in cui per ogni valore di /: 


c. d. (v, v'....v(*>). 


In tal (^aso al coefficiente che figura nel (/+l)-mo 
termine della serie, corrisponderà uno o x)ià punti multipli 
secondo la natura dell’esponente del termine successivo, cioè 
secoli dochè 


oppure 




Pertanto il primo punto multiplo che corrisponde a ciascun 
coefficiente fti della serie I ), nel caso tipico, appare come 
punto libero dipendente dalla coordinata Oi (la cui conoscenza 
si presume aggiunta a quella di ^ou così i punti 

multipli successivi cln^ apparhuigono al gruppo corrispondente 
ad giacché il valore <lel parametro Kì resta determinato 
dal punto nmltixilo del griipiio suddetto, mentre i 

ininti successivi dijicndono soltanto dalla natura aritmetica 
di cioè dall’algoritmo euclideo delle divisioni successive 

fra e il massimo coiiiun divisore dei iirecedenti v. Più 
precisamente la imizione dei punti multipli successivi corri¬ 
spondenti al coeffici<mte Ui resta determinata, risjietto al 
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primo, dalla frazione continua : 


^(i+l) ; C. d. (v.= 


1 




che pone in evidenza i quozienti di quelle divisioni succes¬ 
sive, e indica così il numero dei punti del grnxqio; mentre 
le molteplicità di tali punti risultano dai resti delle divisioni 
medesime. 

Le cose dette per il caso tipico si estendono ad o^ni caso, 
ri<lneendo formalmente la serie 1) al caso tipico, mercè V ag¬ 
giunta di termini (inessenoiali) con coelìicienti nulli. 

8i abbia dunque nella serie 1) 

yfì+i) ^ c. (I. (y.-..v'"0 

e quindi 

: m. c, (L = li H —^ ^ 

li.2 , 

con ]i>l. Al coefficiente ai corrisponderà ora una successione 
di 1)1111 ti multipli formanti un gruppo Gì ~ (P^ P^.... Pk-hi —) 
che s’inizia con un gruppo di le punti la cui molteplicità è 
ugnale a m. c. d. cioè uguale alla molteplicità del- 

r ultimo punto multiplo appartenente al gruppo punto 

la cui posizione dipende dalla coordinata ai^^. 

Ora soltanto la posizione di si deve ritenere deter¬ 
minata dalla coordinata mentre i li punti e JV, 

debbono ritenersi corrispondenti a coordinate nulle, che ven¬ 
gono a figurare come coefiìcieuti della serie 1) completata 
coll’aggiunta dei termini nulli che la riducono al caso tipico. 
Quanto ai j)unti P*^^...., la loro posizione resta fissata, in rap¬ 
porto a quella dell’ultimo punto libero del gruppo Gi^ di¬ 
pendentemente dagli elementi aritmetici <lella frazione continua 


Il gruppo Gì dei ])iinti multipli del ramo Ij, che corrisponde 
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al coefficiente ai delia serie di PuisenXj comprende in gene¬ 
rale le -hi punti liberi, di coordinate ai, e -h-f-.... 

punti satelliti delV ultimo punto libero, dove i numeri li\, 
vengono forniti dallo sviluppo in frazione continua di 

,/»+!) • 2 ,,, ^ 1 


La posizione tìei punti satelliti è determinata, iu rapporto al 
punto libero da cui dipendono, dagli elementi aritmetici di 
questo sviluppo. 

Le molteplicità dei primi Iz punti liberi del gruppo Gì 
sono date dal quoziente intero per difetto ||, 
mentre il (/ì: + l)-mo punto libero ha ima molteplicità ugnale 
al resto della divisione qui acceuiiata; a questo seguono Ic^ —1 
punti satelliti di uguale molteplicità, poi Ic^ xninti di molte- 

l)licità inferiore ecc.; gli ordini di moltej)licità sono dati, come 
sì ò detto, dai resti delle divisioni successive per la ricerca 
del nu €. d. (vv'™v questo massimo coinun divisore designa 
precisamente la molteidicità (più bassa) appartenente agli 
ultimi punti del Gì, 

Fra i caratteri che mettono in evidenza la natura del 
ramo 1), conviein^ in particolare considerare i tx‘e seguenti: 

1) la specie del rimo; cioè il numero s che designa 
quanti sono i xninti multipli di esso successivi all’origine 0; 

2) il rango del ramo, cioè la molteplicità r( (> I) 

che ajxpartiene all’ultimo punto multiplo di esso; 

3) il genere del ramo, cioè il ninnerò g che designa 
quanti sono i grii^ipi di punti satelliti che ligurano nella 
successione degli s+ r punti seguenti all’origine. 

Osservazione, Si consideri la serie 

1 ) = + ^ + +—• 

rappresentante un ramo di specie s e di rango r, e sia^ 
come innanzi, il primo fra i numeri v(^) che non ha 

divisore connine coi precedenti; desìgnamo inoltre con 
00^„„0s0s ^i„„0.^^ i-r i punti su(*cessivi del ramo stesso. 
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Si dovrà dire che un altro ramo 


*2) y hxl)^x ^ + .... 

ha comune col i)rimo il punto Os-^^r serie 2) lia vì -f-1 

coeflicienti ed m + 2 esi)oneuti naiiali a (pielli della serie 1) 
cioè se: 

a — ì)y ,.... , 

y/ y(w+l) 

V fJL ’ V p ’■"* V \X ' 

Più precisamente il juinto 0^^^ è semplice per il ramo 1) 
sarà di molteplicità X (>1) per il ramo 2) ove sia (xzn^Xv, e 
quindi ciascuno dei punti 0^ {i<r-}-s) abbia i^er il ramo 2) una 
molteplicità uguale a quella per il ramo 1) moltiplicata per X. 

Se poi si considera il punto semplice che succede 

ad ramo 1), questo punto verrà individuato dalla 

coordinata sicché il ramo 2) avrà in comune col ramo 1) 

il detto punto qualora sia anche = Xel 

caso che la serie 1) sia ridotta (formalmente) al caso tipico, 
i coefficienti successivi qualcuno può esser 

nullo) individuano rispettivamente i x>unti .... ; 

e quindi, in particolare, i)er p = v, un ramo 2) parimente 
raiipreseutato da una serie tipica, avrà in comune col primo 
i successivi punti assorbenti via via una inter¬ 
sezione di più quando sia = ^>m-h 2 — ^m-h 2 . 

I risultati ottenuti permettono anche di caratterizzare i 
punti successivi, 0, del ramo 1) mediante le curve 

razionali del tipo: 

j X — f' 

( y = af H- ‘ '''-1- .... H- + hm+i t'' ' , 

dove è variabile (jiieste curve d’ordiue v-j-v'-f-,... 

per estensione di quelle considerate nel § 12 del L. eT, po¬ 
tranno designarsi come iperparahole osciiìatriei di grado r+s; 
per — ^m-ei avrà Piperparabola osculatrice dello stesso 
ordine e di grado r+ .vq-* 1, avente un’ulte¬ 

riore intersezione col ramo (e non di i)iù se si suppone 
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Avvertiamo in line come da (jiianto precede risulti che: 
la singolarità di un ramo di genere g si intò definire mediante 
le intersezioni del ramo con rami di genere g — 1, assog¬ 
gettati a i)ossedere come j)unti semiilici i due immiti lìberi 
che precedono immediatameute P ultimo grupi)o di punti 
satelliti del i)rimo ramo; imjterocchè si j)ossoiio deliiiire in 
tal modo la molteplicità di questi due i)uuti da cui dii)en- 
dono i successivi. 

^^OTA SULLA DEFINIZIONE DEI PUNTt INFINITAMENTE VI¬ 
CINI- L’esistenza dei punti successivi infinitamente vicini, sopra 
a rami per una data origine, riesce definita uel modo che i 
logici desigiiauo come definizione jìer astrazione. 

La successione di punti 00 corrisiionde a tutte le 
coppie di rami aventi quei imuti (e iioii altri jiuuti) a comune, 
la quali coppie vengono conceiiifce come copj)ie equivalenti. 
L’equivalenza che serve a defluire il concetto astratto dei i>anti 
iufiuitamente vicini, si traduce, come si è visto, nell’ugua¬ 
glianza di 1111 certo numero di coordinate, coefiicienti delle 
serie di Puiseux, e di taluni elementi aritmetici (esponenti, 
termini di uno svilupiio in frazione continua e unità comuni 
al iirinio teruiìue disegnale). In jiarticolare (cfr. iiag. 3(>3) 
si possono sempre considerare rami passanti per i punti 
i)er cui e 0^ siano inni ti semplici {Oi^^ è 
certo siuiiplice quando è semplice 0^, se a questo non succe¬ 
dono altri punti satelliti); tutti questi rami vengono caratte¬ 
rizzati dal fatto di avere a comune un certo iiiiinero t di 
termini della s(u*ie e 1’espoiieiife del (t + l)-ino termine. Così 
può anche dirsi che una successione di punti 00^....O^ viene 
sempre definita inediaiite un fascio di iperparabole osculatricd 
di grado i. 

Veramente resta così definito un gruppo di punti 
OOj,.,.[)ìut(osto che singolarmente i punti che lo 
(costituiscono, ila l’individualità di questi punti risulta defi¬ 
nita induttivamente per difterenza quando si paragonino i 
gruppi e G^. 

8 . Caratteristica ili un ramo: sedicina grafico. — Hisnlta 
dal paragrafo precetleute che le ni()lt(q)licità dei punti di un 
ramo 


1 ) 


jf — (fx q- a^x 




V 



CAPITOLO I 


375 


(lipendouo essenzialmente da quei termini in cui non è 
divisibile per il massimo comim divisore dei v precedenti. 
1 /importanza speciale di questi termini nel problema d’inter¬ 
sezione di d))e rami è stata segnalata da Smith (^) (1873) e 
Halpiien (’) (1874), i quali hanno designato i termini stessi 
come termini caratteristici dello sviluppo di ruj>si]ux, ed 
hanno introdotto dei numeri caratteristici a definire la natura 
aritmetica dei loro esponenti (^). 

In qualunque maniera questi niiiueri vengano introdotti, 
la loro conoscenza contiene potenzialmente la conoscenza, sia. 
degli ordini di molteplicità dei punti successivi del ramo, sia 
delle relazioni fra i punti satelliti e i punti liberi <la cui 
<lip(Uidono. Ma, affinchè codesti ordini e codeste relazioni 
appaiano esplicitamente in evidenza, conviene assumere come 
numeri caratteristici gli ordini di molteplicità che, in ciascun 
gruppo di punti liberi, appartengono ai due ultimi punti del 
gruppo, limitandosi a considerare le coppie in cui il primo dei 
<lne numeri sia maggiore di uno. Ciò significa che nella serie 1), 
i cui primi m-l-l termini definiscono la singolarità del ramo, 

si considereranno i termini <*aratteristici a^x e si assu¬ 

meranno come coppi e caratteristiclie le coppie di nunuMi 


m. c, (1. (v'/... 


.Ai) „ 0. 

* ari —1 

1 v(i) 

pi - Pm 


(q ProceeUin«:s of tli« London. Math. Soc. Voi. VI. 

(') Journal de Matli., sei'ie, t. 2: op])ure Appendic(* alla frad. frane, 
del trattato di Salmon sulle cnrvi^ piane. 

(q Cr<*cisaniente IIat.piikn eonsideia irli eupoueutl dei termini carat¬ 


teri stiei 
mini — 


e le frazioni 

indica <‘i>n - 


V 

earntierifii'Kiie - che — ridotte ai minimi ter- 

; Smitu invece considera i numeri 


= e ri = v + v'-4- 


Più tardi (1890 ) Nììthki?, in una Nota del Cingolo Mjit. di Palermo 
<t. IV), dove in soslanza vendono valutate h‘ luolteidicità successive dei 
punti di un ramo per mezzo di trasformazioni <piadratiche, lia eousidenato 
come coìììhlìiazioììi cavai t eri ai i eh e le coppie di nuiin-ri 
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dove il secondo mimevo rappresenta il resto della divisione 
<li per Così, ricluamaiido altre notazioni del 

jirecedeiite paragrafo^ al ramo 1) corriHiìonderanno le coppie 
caratteristiche : 


essendo 




v^ = m. c. cL (vv) — 


V 


a-f-i 



ecc. 


Il nnmero g delle coppie caratteristici}e j pari al minierò dei 
termini caratteristici della serie 1), costituisce quel carattere 
che abbiamo designato come genere del ramo. 

Ora, iier indicare esplicitamente le molteplicità dei iiunti 
successivi aiipartenenti al ramo 1) d’ordine v e la relazione 
dei gruppi satelliti ai punti che da essi dipendono, ci var¬ 
remo del simbolo: 



h 


0 , 


ó'^ 

h+2.... H J 


H+k H+k+X 


''a+1 

JGT—HAj—hs. .. « 


) 


{H—h~\- //^ -h .... + ha) 


che si <lesignerà come simholo caratteristico o caratteristica 
del ramo. 

Qui ogni griixipo di punti satelliti apiiare racchiuso entro 
ima parentesi quadra, e gli esponenti dei due imiiti liberi che 
precedono una tale parentesi costiiiscono una coppia carat¬ 
teristica: vi sono g parentesi quadre per un ramo di genere g. 

Aggiungasi che nel simbolo caratteristico di un ramo di 
specie s e di rango r figurano s + r-hl punti; l’ultima paren¬ 
tesi ((iiadra comprende almeno r — 1 punti coll’esponente 1, 
e soltanto (juesti nel caso in cui (seguente ad ()/) sìa 
Xninto libero. 

Un ramo lineare 


y = ax + a^ x^ a.^ ~h x'^ -h 


resta sempliceimmb^ <l(‘signato da (0‘). 
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Un ramo ordinario d’ordine v corrisponde all’eiiiiazione 
j)iù generale 

’ 1 2 
1 1 -+- 

y ax -h a^x ^ a; ^ .... 

dove 

un ramo siffatto è di classe 1, specie 0, rango v, e genere 1, 
{per V > 1) e non contiene punti multipli successivi all’ori¬ 
gine; la sua caratteristica è 

Osservaoioìie. Il ramo ordinario risulta così caratterizzato, 
giacche — per quanto precede — ogni ramo d’ordine v>l 
e di classe v'>U ossia ogni ramo per cui = 0, jicssiede 
punti multipli (almeno un ininto v-plo o v^-plo, successivi 
all’origine. 

Siissiste ora l’importante 

Teorema. La caratteristica nn ramo è invariante per 
trasformazioni puntuali, regolari nelV origine. 

Infatti per una trasformazione puntuale regolare nel¬ 
l’origine, lo sviluppo 

v+v' v-t-v'-f-v" 

I) // = ax a^x + «gir ^ 

dove 

v' =: ìv/ + ecc. 

verrà trasformato in una forma generalizzata (§ ti) che, 
ordinata per le potenze crescenti della x^ non differisce dalla 
forma della serie 1), ove questa venga ridotta al caso tipico 
con l’aggiunta di termini nulli hiessenziali. Pertanto, a nonna 
della proposizione fondamentale, il ramo trasformato possie- 
derà come il primo la caratteristica 



I due rami avranno (piiiidi uguali l’ordine, il rango e il 
genere, ma non, in generale, la classe, che costituisce un 
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carattere proiettivo non iuvarlaute i)er tra.sforiiiazioiii rego¬ 
lari piiiitiiali (l’ordine >1. 

Aggiungasi elie: auclie V ordine di contatto di due rami 
e invariante per una trasformazione regolare. 

Infatti se la resultante — delle equazioni dei due 
rami i)ossiede il fattore x'^ (avendosi duiicpie m intersezioni 
riunite per a; = 0), sostituendo ad x imo sviluppo in serie dì 
potenze intere di X o. Y, elie può supporsi couiinciare dai 
termini di primo grado, si ottiene una ecpiazione i^(XY) = 0, 
la (juale s’inizia coi termini di grado ni in J, Y; associando 
questa equazione alla trasformata dell’e(iuazioue di un ramo 
si ottengono (almeno) m intersezioni dei due rami corrispon¬ 
denti ad X=: Y=0; se ue ottengono precisamente m data 
l’invertibilità della trasformazione regolare. 

L’invarianza della molteplicità d’intersezione dì due rami, 
o cnr\e algebriche, può anche essere dimostrata geoinetrica- 
nunite mediante la regola di Halpiirn (L. 3% § Li), e si jmò 
dedurne una dimostrazione geometrica dell’invarianza della 
caratteristica di un ramo. 

Se/=() e (p—0 sono due curve aventi iu 0 ni intersezioni 
riunite, la regola di Halimiex dice che m è ugnale alla somma 
degli ordini di iuiìnitesiino dei segmenti compresi fra i punti 
segati da / e 9 sopra una retta generica vicina ad 0 , Questa 
regola vale anche se alla retta si sostituisce un ramo lineare tmi- 
geiite, il die ha per effetto di cambiare gli ìnfìnitesinn di cui si 
discorre soltanto di inlìuitesiini d’ordine superiore; ciò posto 
emerge senz’altro l’invarianza della moltei)licità d’iiitersezioiie 
di f e 9, giacche una trasformazione xiiiutuale regolare: 

1) unita un ramo lineare vicino ad 0 iu mi ramo lim^are 
vicino al xniiito omologo, 

2) conserva gli ordini di inlìnitesiino nell’intorno dì 0. 

Oiò posto si dimostrerà geometricamente l’invarianza della 

caratteristica dì mi ramo i>er trasformazioni regolari, iiroce- 
deiido in modo induttivo dai rami di genere g — 1 ai rami 
di genme ove si riidiiami l’osservazione del iirecedente para¬ 
grafo che la singolarità dì nn ramo di genere g può essere defi¬ 
nita i)er mezzo delle sue iiitersezioiiì con rami di genere g — l. 
Basterà (piiiidì adoxxn’ure la i>roi)rietà che una trasformazione 
regolare xnintnahj muta un ramo lineare {g = i)} in nn ramo 
lineare, facendo (‘orrispondere ordinatamente i punti sin^ces- 
sivi all’origine del indino a quelli del secondo. 
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Om il teorema d’invarianza vale a chiarire la distinzione 
fatta iiniaiizi fra punti liberi e punti satelliti di un ramo. 
Infatti nua trasfonuazioiie x)iLiitnale ha per effetto di defor¬ 
mare il laiiLO, imitando in venerale la posizione dei suoi punti 
liberi, mentre rimane invariato il raiixiorto dei punti satelliti 
al i>ULLto liliero cui succedono. 

Il ramo d’ordine v 1 di carati eristica 


\ h h^l _ li J 


. 0 " 0 °^^ 

/7+1 iT-f k H+k+l 


n-hk-i^2 , 


I>uò essere adeguatamente rapiiresentato da imo sclieiua 
grafico elle già si è iiresentato, per v = 2, nel § 5 . 

Si descriva un primo arco di linea, o una xioligonale con 
lati uguali assegnati, ad angoli ottusi, 00^....0/^0/^^,, (xuindi si 
volti bruscamente (x). es, a d(^stra) ad angolo retto, segnando 
su una retta (a uguale distanza) gii x^^**^di v^-xdi 0/^ 
e il nuova voltata ad angolo 

retto a sinistra, cioè dalla banda di oxiposto a quella 

che contiene 0 /^, e cosi di seguito. La regola stabilita de¬ 
termina la descrizione della curva tino all’nltiuio 

_vsatellite di P<^* ancora un 

tratto libero di curva (])oligonale ad angoli ottusi) che coni- 
X>reiide i xmuti al (piale ultimo segue il gTux)xn> 

dei x^iiih* satelliti di e così via. La curva x>reiide un 

andamento libero e senza angoli retti (ìox>o P ultimo 
seinx>lice Og^r figura nel simbolo caratteristico. 

A chiarimento della costruzione indicata diamo (ini lo 
schema <m)i rispondente al ramo di ordine 420 e di (caratteristica 




V == 4‘JO, 


0, 
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In questo schema non importa segnare le molteplicità 
(lei punti Oì; questa risulta determinata quando si conosca 
F ultimo punto semplice 0^^ che figura entro il simbolo carat¬ 
teristico. Così il punto Ogi che precede il vertice delFangolo 
retto e fronteggia i punti 0 ^ 2 ^ 0 ^ 3 * 024 * appartenenti all’altro 
lato, avrà la molteplicità 

3 1 1 1 ^ 

saranno quindi tripli anche i punti 02 o 04 g, e perciò il punto 0^^, 
che precede il vertice dell’angolo retto O^g e fronteggia i 
punti OiQ^Ogo^Ogi^Oyg^, avrà la molteplicità 

10 = 3 + 3 + 3-hi. 

Similmente si trova che sono 10-i)li i punti 0^4 0^3 0^2 ^ quindi 
la molteplicità di O^^ (e perciò anche di O^g, Og, Og) vale 

30 = 10 + 10 + 10; 

perciò la molteplicità di 0, (e quindi anche di 0^, 0.) varrà 

130 = 30 + 30 + 30 + 30 + 10, 

e infine la molteplicità di 0^, che fronteggia 
sarà 

420 = 130 + 130 + 130 + 30 ; 

tale sarà dunque la molteplicità di 0^, Oo, 0^, 0, cioè l’ordine 
del ramo. 

D’altra parte (luaudo si fissino le molteplicità (decrescenti) 
dei due i)nuti terminali sopra nn tratto libero della linea- 
schema, p. es. le molteplicità 420 di 0^ e 130 di 0., resta 
determinata la costruzione della linea per tutta quella parte 
— costituita da ima poligonale lul angoli retti — che ne 
figura i punti satelliti. 

Riferendoci al nostro caso vediamo che codesta parte 
della linea non muta ove si cambino le molteplicità di 0^0^ 
proporzionalmente a 420, 130; muterà solo — in proporzione — 
la molteplicità dell’ultimo punto 0^^ a cui si riattacca un 
nuovo tratto libero della lìnea. 

Prendiamo p. es. 0^, 0^ colle niolteplicìtà (minime) 42, 13; 
si avi*à 

42 = 13-3 + 3 
13= 3-4 + 1 
3= 3-1; 
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si deduce clic il tratto 0^0^ seguono tre tratti ortogonali, e pre¬ 
cisamente che Oj fronteggia 3 punti 13-pli e un punto 3-plo Og, 
che 0, fronteggia 4 punti 3-pli e nu punto semplice 0,,, 
che 0,j fronteggia 3 punti semplici essendo 0^^ 

l’iiltimo punto che figura nella caratteristica del ramo. 

ì^ell’esame dello schema grafico che precede si è pre¬ 
sentata incidentalmente una nozione, a cui conviene dare 
esplicito rilievo. 

Se ad un punto i-plo, Op, succede sul ramo un punto, 
di moltiplicità i, <C i, e se precisamente 

1) i = i,ci + i.^ (Ì2<i,), 

i punti; che nello schema appaiono 

sid lato di un angolo retto di vertice Opj^.^, si dicono fron¬ 
teggiati da Op. In luogo della loenzioue che precede, diret¬ 
tamente suggerita dallo schema grafico, si userà anche nel 
seguito una loenzioue equivalente, dicendo che Op+^....Op+q+^ 
sono imnti proasimi ad 0^; e per generalità, nel caso che 
ad Op succeda un punto Op+^ di uguale molteplicità, diremo 
ancora che è jirossimo ad Op. 

Ora l’uguaglianza l) si potrà tradurre in parole dicendo: 
la molteplicità di ìtn pitiito Op del ramo è ugnale alla somma 
delle molteplicità dei punti prossimi che gli succedono. 

9. Analisi di una singolarità qualunque; punti multipli 
infinitamente vicini su rami non lineari. — I resultati dei 
paragrafi iirecedenti, intorno ai punti multipli successivi dei 
rami superliueari, ci consentono di estendere l’analisi del ^3 
e così di distinguere in una singolarità qualunque un aggrup¬ 
pamento di punti multipli infinitamente vicini, i quali si suc¬ 
cedano sopra rami d’ordine >1. 

Infatti se la curva / possiede in 0 un punto multiplo 
d’uu certo ordine r, la / stessa si decomporrà in generale in 
un certo numero (< r) di rami d’ordine v, g..„(v -H p -f-.... = r), 
e questi iiossederanno dei punti (semplici o) multipli succes¬ 
sivi d’ordine 

V,Vj,..., . 

Un punto 0(, inlinitamente vicino ad 0 sopra un ramo (ed 
occupante il posto i-ino dopo 0) si dirà multiplo per f secondo 
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se appart^ieiie ai rami di / con inolteplicUri rispettive 
dove 

'i'i — 'H + + •••• ; 

ciò suppone in ooni caso che oià il punto precedente ()i_^ sia 
multiplo per f secondo 

— I ^ i» 

I pilliti, semplici o multiiili, di/che si trovano al /-ino posto 
sopra lino qiialiiiiqiui dei rami per 0, si diranno appartenere 
aW iìiiorno di ordine i di 0. 

Eisiilta dall’analisi del ^ 0 che due rami qualsiasi di f 
posseggono un contatto d’ordine tìnito, cioè hanno comuni 
un numero finito di punti successivi, multipli o semplici. 
Esiste perciò un numero s che designa un intorno di 0 cui 
appartengono punti niiiltipli infinitamente vicini ad 0 e tale 
che i punti dell’intorno {«d-l)-mo, appartenenti ai diversi 
rami di /, sono semplici e distinti fra loro; il numero fi de¬ 
signa la specie della singolarità. 

Ora la natura della singolarità di una curva ./’, nell’intorno 
di un punto r-plo 0, verrà pienamente definita rap]>resen- 
tando approssimativamente la / con nii sistema di 1\ (<r) 
iperparahole osculatrici ai suoi li rami, del tipo 

v-hv' 

y = ax-]~a^x ^ -h + afX ^ , 

dove ogni iperparahola abbia col rispettivo ramo iin tale con¬ 
tatto che il primo punto del ramo che non gli appartiene 
sia un punto libero e semplice per f (cioè non appartenente 
ad alcuna delle altre iiierparabole). Nel caso dei rami lineari 
le iperparabole si riducono a iiarabole. 

In tal guisa si inette in evidenza che una singolarità 
qualsiasi viene pienamente definita come aggruppamento di punti 
infinitamente vicini^ dei quali si assegnino la molteplicità e la 
posioione (in ispecie le relazioni di satellitisino) con la condi¬ 
zione che a ciascuno dei detti punti, costituenti gli clementi 
della singolarità, seguano nell’intorno successivo punti sem¬ 
plici e liberi. 

Avvertenza sulle singolarità ordinarie. Le singolarità di 
specie 0, cioè i punti multipli a cui non sono infinitamente 
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Ticini altri i)uiili multipli, costituiscono singolarità (inmtuali) 
ordinarie. 

Questa (leflnizioiie coiH*.or(la con quella del L. l*', ^ 12, 
Infatti una singolarità 0 di specie 0 viene caratterizzata 
dalle proi)rietà seguenti: 

1) possiedo soltanto rami di classe 1 

2) due rami (pialsiaiisi per 0 hanno tangenti diverse. 
Perciò un i)unlo ?’-plo 0 di specie 0 è tale che ogni tangente 

in 0, la quale liguri i>er i > 1 volte fra le r tangenti nel punto, 
tocca seiiiidicemente un ramo della curva e la curva stesvsa. 

Viceversa (juesta condizione porta che sieno soddisfatte 
le 1) 2), e quindi che 0 sia di specie 0. 

Per rai)presentare graficamente una singolarità occorre 
sovrai)j)oiTe gli schemi grafici dei rami che la costituiscono, 
come si vede p. es. nella figura a). Mix la semi)lice sovraj)- 



posizione dà origine ad ini inconveniente, che V annessa 
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tì^ura h) pone in evidenza: accade, specialmente in rapporto 
alla rappresentazione fissata pei punti satelliti, che punti 

diversi vengano figurati nello 


CP 



Fig. b) 


schema con punti sovrapposti. 

Ter ovviare a tale inconve¬ 
niente, si può variare la lunghezza 
dei tratti compresi fra due punti 
successivi, e conviene ingrandire 
i tratti in i)roporzione alla molte¬ 
plicità per / dei imnti iniziali, per 
modo che — tenuto conto delle 
relazioni di prossimità — si eviti 
ogni sovrapposizione dei punti 


successivi. 


Per esempio la figura «), posto che Ojgg, 0^^ 

siano punti semplici, diviene 
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dove, per mettere in rilievo la lunghezza dei tratti unitari, 
sono stati aggiunti i punti successivi 0 ^ 3 ^. 

Parimente la figura ft), assume Pasiietto seguente: 


0n2ii 



Il diagramma in cui si rappresentano graficamente i rami 
ili f per 0, variando la lunghezza dei tratti successivi in pro¬ 
porzione alla molteplicità dei punti iniziali^ prenderà il nome 
di albero della singolarità. 

L’albero della singolarità si deve ritenere interamente 
descritto quando si sia giunti a figurare su ogni ramo il primo 
punto libero che sia semplice i)er la curva. 


F. EKUIQUES - li. 


25 
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Nota Hui imìiti satelliti. L’iilbero delle singolarità mette 
in luce la proprietà del gruppo comi>rendente tutti i punti 
satelliti di un j)iinto 0^, che si trovano sui possibili rami 
per 0^: ad ogni plinto Oi satellite di 0^, che appartenga alU in¬ 
torno {i — l)-»jo di questo^ sneeedono^ nel grappo G^ due pnìiti 
satelliti delintorno i-nio; mio dei quali, 0^^, si trova nello 
schema grafico allineato col punto precedente Oi_^j mentre 
l’altro, Oì 2 5 si trova soiira la i>erpeiìdicolare in Oi alla retta 

Oi^.Oi. 

Vogliamo caratterizzare aritmeticamente i due punti satel¬ 
liti succedenti ad 0^, e — jier semjilicità di discorso — s\ip- 
porremo che il jiuuto 0^, iiltinio punto libero che ijrecede i 
punti del nostro griipiio (r, sia vicino al jmnto lU'oprio 0, 
nell’intorno del prim’ordine, corrispondendo alla direzione 
Il i>unto Oi potrà essere individuato come ultimo punto 
satellite di 0^ sopra un ramo Ji(v, vJ dato dall’equazione 


y = yx + ax '' -H .... 


Svilui)i)ando ^ in frazione continua si avrà 


V 1 




dove 


7(.,>2, 


i = + àg + ..•* + ! 




appare quindi che il punto Oi_j, precedente ad 0» sul detto 
ramo, si ottiene cambiando \ in — l ; con ciò se >■ 2 
il punto Oi_, figura come ultimo iiunto satellite su un ramo 
R{V-ì IJ',) dove 


1-t 


K 


h. 


h. 




con 
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€(l invece, se /ig = 2, Oi_j appare come, ullimo piiiifo satel¬ 
lite <li 0^ sopra un ramo pj per cui 


[il __1 

i>- 


tT 




■ ' ^'3-2 + V— ’ 


<love 




Ora risulta di qui che i due jumti successivi ad Oi, entro il 
gruppo G, sono i punti satelliti estremi sopra rami Jì{'^, t:^) 
<love: per Oi^ 


meutre per 




h . 1 

* •. 7. _i_ _ _ 

7m-i’ 


1 


, 1 


‘‘‘li 


a —1 




h * 


Le note formule ricorrenti, che servono i)er il calcolo 
' -<lelìe ridotte di una frazione continua, permetterebbero di 

esprimere ^ per mezzo di — e ma sn ciò non vale la 
pena indugiarsi. 

Alle cose dette fa riscontro il fatto che al punto 0^ suc¬ 
cede ini solo punto di G, cioè il punto satellite di 0^ sui 
rami del second’ordine che pusvsano per esso. Ad 0^^ Invece 
succedono, come si è detto, due punti di G cioè i satelliti 
^111 ^ rami di terz’ordine 7^(3, IJ e iì(3, tì) che 

passano per esso, e così di seguito. In generale i punti di G 
successivi ad un punto Gì restano duiupie divisi in due gruppi, 
che diremo annessi ai due limiti 0,^ e Oi^ succedenti ad Oi. 
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10. Intersezioni di due curve. — La definizione dei punti 
(semplici o iniiltii)!]) inlinitaiiieiite vicini permette di valli- 
tare, in una forma esi)ressiva, quante sono le iiitersezìoiii di 
due curve, / e 9 , che vengono assorbite in uii punto multiplo 
comune, 0 , ove si tocchino alcuni dei loro rami. Sussìste il 
seguente : 

Teorema fondamentale. Due curve/ e cp abbiano in comune 
il punto 0 e alcuni punti infinitamente vicini ad esso nei 
successivi intorni <l’()r<liue 1 , 2 ,..., colle molteplicità che ven¬ 
gono designate dal seguente quadro: 



le intersezioni delle due curve che vengono assorhite in O 
sono : 

rt ^riti -f- ^Tifitifi *4- ••••• 

Infatti la dimostrazione del teorema risulta subito dalla 
definizione di punti multipli infinitamente vicini e dal teo¬ 
rema del L. 3 °, § 12 , per cui le intersezioni dì due curve si 
ottengono intersecando i rami dell’una coi rami dell’altra, 
associati in tutti i modi possibili. 

La determinazione effettiva delle molteplicità r, 

<9 ti^ relative alle curve / e «p, esige il calcolo diretto 

degli sviluppi dì PursEUX e i>uò C()mi>iersì (ancjie indipen- 
<lentemente da codesto calcolo) mediante il pro<*ediuiento dì 
riduzione offerto dulia trasformazione (piadratica, che pren¬ 
deremo in esame nel seguente capitolo. 

Qui ci limiteremo ad osservare che nella delerniinazione 
delle intersezioni d<dle due curve 

f = Vj. -|- .... + + .... -f- ì(n = fi 

p = Vf H- .... + '^t-hh •••• + ~ fi? 
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è lecito siiiTogare / e 9 con curve appro.ssìiiiaiiti 
fr^h = 

?fH-A = 

<r ordine abbastanza elevato. 

Precisaineute : il numero N dille intersezioni delle nominate 
curve apiìTossimanti d^ordine r-^h e nguaglia il numero 

delle intersesioni di f e 9 se sono soddisfatte le disuguaglianze i 

N <C r{t + fc -i- 1), <C + h -p 1). 

Infatti, adoperando la solita designazione del resultante 
(L. 3% § 12 ) dove si ponga =r 9 — avremo 


dal che segue denunciato. (Ofr. gli esempi relativi all’inter¬ 
sezioni di una curva con l’hessiana nel L. 3'', ^ 16). 

Ora, chi scruti l’intima ragione del teorema precedente, 
riconoscerà facilmente che esso dipende da ciò che: se la 
curva approssimante 

fr-hh ~ “P •••• + ^b’H-7? — 

possiede, sopra un ramo per l’origine, s punti successivi di 
molteplicità r^, con 


T^ + ?’o + "f“ rg ^ h , 

anche la curva f possiede nei detti punti le medesime 
molteplicità. 

11. Punti prossiini: condizioni di esistenza dolina curva 
con date molteplicità effettive. — Se 0^ è un punto multii)lo 
della curva/, appartenente all’intorno d’ordine i di un punto 
proprio 0 , si diranno lìrossimi ad Oi i punti, appartenenti agli 
ili torni d’ordine che sono prossimi ad Oc sui vari 

rami di f passanti per esso. 

Pertanto (pag, 381) avremo <*he: la molteplicità del punto Oi 
è uguale alla somma delle molteplicità dei suoi punti prossimi. 
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L’iuiporfaiiza della relazione .stabilita si manifesta subita 
nel problema seguente. 

Si voglia eostrnire una curva f la quale possegga un 
])unto 0 (li molteplicità re — negli intorni successivi di 
esso — altri punti multipli iiifniitameute vicini, con date mol¬ 
teplicità. Per l’esistenza di una curva siffatta si manifesta 
necessaria la condizione che ciascinio dei punti multipli 
assegnati abbia mi ordine di molteplicità minore od uguale 
alla somma degli ordini di molteplicità dei punti pro.ssirai; 
imperocclm fra i punti di ima tale curva /, che sono pros¬ 
simi ad nu punto 0^, si trovano, per ipotesi, i punti dati con 
le molteplicità ad essi attribuite (ed eventualnieiite altri punti 
non assegnati). 

Ora vogliamo dimostrare che le relazioni di disegua- 
giianza, riconosciute come condizione necessaria, iiorgouo 
anche la condizione suflkùente per l’esistenza di una curva/ 
che possegga i punti multipli assegnati, almeno considerando 
(*urve / (li un ordine abbastanza elevato. 

Cominciamo dal caso elementare in cui .s’imponga ad/ 
una siieeessione di punti multipli 0, 0^, 0,^,.... 0», segnentisi 
sopra mi ramo. K supponiamo daiipriina (die si tratti di un 
ramo lineare, i punti successivi del quale dovranno avere 
per / molteplicità decrescenti o almeno non crescenti; 


Tn ipiesto caso si costruisce una eurva /, possed(nite le mol¬ 
teplicità assegnate, soniiuando nn certo numero di parabole 
tangenti al ramo dato, e precisamente: 

Ti parabole d’ordine t + 1 passanti per (cioè 

aventi a (H)umne la ])aiab()la osculatriee d’ordine i); 

— Ti parabole d’ordine i iiassaiiti per 00^.. 
e non ]ier (7/;.... 
o (ìiialiiieiite 

r — r, rette per 0 diverse dalla tangente 00^. 

(^lu(‘sta (mstruzioiK^ si estendi* al (*as() in cui i punti siic- 
(^essivi vengano dati sopra un ramo non lim^are, salv(> 

che le (lisugnagliauze relative alla molteplicità dei punti 
prossimi porgono diver.se relazioni di disuguaglianza fra i 
iniiin»ri l\*r precisare la cosa, convimie. osservare (die 

i punti appartengono smnpre ad un ramo di ordine 
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minimo per cui Oi e semplice, siceliè questo appare come 
ultimo plinto del simbolo caratteristico o viene dopo di questo 
(cfr. § 8). Supponendo la successione dei punti OOj.... Oi 
delhiita sopra nu ramo d^ ordine minimo die la contiene, le 
nostre dise^iiaftlianze si esprìmono come segue: se il punto 0^ 
fronteggia sul ramo i punti (prossimi) dove 

li H- ^ b avremo 


+ .... 4 - 

Allora si otterrà ima curva /, avente le molteplicità asse¬ 
gnate, sommando pili gruppi di iperparabole tangenti le 
(jiiali abbiano a comune col ramo dato F iperparabola oscu¬ 
latrice di mi certo grado. 

Abbiamo così dimostrato che le disuguaglianze relative 
alle molteplicità dei punti prossimi esprimono la condizione 
necessaria e sufficiente per Pesistenza di una curva/, d^ordine 
abbastanza elevato, che debba contenere effettivamente punti 
iniiliipli assegnati, e ciò nel caso in cui questi punti si suc¬ 
cedano sopra ini ramo. Ter passate al caso generale converrà 
ora considerare piti successioni di punti con la stessa origim», 
date sopra pili rami. Ma è chiaro che questo problema non 
offre nuove difficoltà in confronto al caso precedente, a cui 
si his(du ridurre somniaiido curve che poSvSeggaiio certe sin»- 
<^essioni di punti multipli sui singoli rami ; occorre solo avver¬ 
tire die la distribuzione delle molteplicità di ini punto 0 ;^ fra 
i rami die le coiiteiigoiio può dar luogo ail mia limitata arbi¬ 
trarietà, ove la molteplicità (di<^ si assegna alla curva f 
in sia maggiore (e non uguale) alla somma delle moltepli¬ 
cità nei pilliti prossimi. 

Desigiiamo con v, \ le molteplicità per il nostro 

ramo dei punti successivi (questa designazione che 

qui conviene provvisoriamente adottare, non deve essere con¬ 
fusa con quella del § 8 dove si segnavano con indici diversi 
le molteplicità essenzialnieiite decrescenti). Prendiamo nn 
primo gruppo di Tì iperparabole aventi a comune Piperpa- 
rabola osculatrice di grado f ; rimane allora da costruire una 
curva/' passante per i punti lino a<l al j)iii, ed 

avente nel punto 0,^ hi iiiolteplieità 
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in forza delle condizioni poste, le differenze — riV,^ (per 
1 ....) sono >0 e soddisfano ancora alle disegiiaglianze 
dei punti prossimi, come si deduce ricordando che, per il 
nostro ramo, 

^7i = d- .... “h • 

Così il problema può risolversi applicando al più altre i volte 
il procedimento indicato. 

Concludiamo enunciando il 

Teorema: la condic^ione necessaria e sufficiente per V esi¬ 
stenza di curvi\ d^ ordine abbastanza elevato^ che posseggano date 
molteplicità in un gruppo di punti infinitamente vicini ad 
Uìd origine^ è che la molteplicità assegnata in un punto del 
gruppo non sia inferiore alla somma delle molteplicità asse¬ 
gnate nei punti prossimi. 

12. Costruzione di mia curva con punti multipli assegnati: 
molteplicità virtuali. — Giova prender le mosse dall’osser¬ 
vazione seguente: 

Siano 0, 0^,.... Oi punti successivi sopra un ramo, e si con¬ 
siderino i rami d’ordine minimo (0^), (0^0/),.... 
che valgono a definire i singoli punti. Se una curva f pos¬ 
siede rispettivamente in 0, le molteplicità r, 

1) i rami (0) hanno con / (esattamente) r intersezioni, 

2) i rami (00^) ne hanno 


H-1) i rami ne hanno 4 - 

Viceversa, se sono soddisfatte le condizioni I j, 2),....e d-1), 
la curva / possiede i punti 

La prima parte dell’enunciato riesce evidente decompo¬ 
nendo la / nei suoi rami, in base alla definizione dei punti 
multipli successivi comuni a due rami; e parimente resta sta¬ 
bilita la proposizione inversa. 

La precedente osservazione dà luogo ad una definizione 
geometrica dei punti multipli infinitamente vicini della curva f 
in base alle condizioni 1) 2).... /d- 1), la quale pone in evidenza 
che: se due curve / e ^ posseggono, in un gruppo — G — 
di punti iniìnitamente vicini, le medesime molteplicità, anche 
l<‘ curve del fascio X/ posseggono in (|uei punti le 

stesse molteplicità. 
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Si deduce, (L. 1°, § 14), che tutte le ciiive / possedenti 
date luolteiilicità nei imiiti di G formano iin sistema lineare, 
ossia: le comlisioni di passaggio di una ctirva f per punti nml- 
tipli infinitamente vicini sono lineari, come per punti multipli 
distinti (cfr. per i punti segnentisi su rami lineari il ^ 3 ) 
Per vedere come effettivamente si scrivano le condizioni 
anzidetto, nel caso di pnnti su rami snperlineari, riferiamoci ad 
nn semplice esempio: ad una curva/, che passi r volte per 0 
e s volte per il punto infinitamente vicino 0^, per es. nella 
direzione delV asse x, s’imponga di jrassare ulteriormente con 
nna certa moltei)licità « per il ininto 0 „, jirimo satellite di 0 ,, 
che appartiene a tutti i rami di seeoiid’ordine, ( 0 - 0 ,‘[ 0 ,j‘J), 
rapi)r<^seiitati da 

1 ) i 

( y — rt, t * + l)t* +. 

Riconosciamo anzitutto che, in forza del jrassaggio jier 0* 0 /, 
la / possiede 2r -1- s intersezioni coi rami 1 ), cioè eseguendo la 
sostituzione 1 ) nell’equazione f(xy) = 0 si trova un’equazione 
resultante F{t) = 0 che contiene t al grado minimo + 
Trovandosi 0, sull’ asse x, si verifica che spariscono in F tatti 
i termini di grado minore di 2 r 4 -. 9 , come segue: scrivendo 

f — lùai^xHf, 

il passaggio di / i)er 0 ’’ si traduce nelle condizioni 
= 0 per i -{-ha r, 
e il passaggio j)er 0 / nelle 

rtift = 0 per i-t- 2 /ì: < r + s; 
da ciò si deduce: 

= 0 per 2i 4-3/.-< 2r q-.V. 

Ora se la / deve passare per il punto 0,, con la molte¬ 
plicità a = l, bisogna che manchi in F il termine che con¬ 
tiene t al grado 2 r 4 -s: questo termine contiene i coeffi¬ 
cienti «ift jier cui 

i " 1 ~ h a. r, i -f- 2 /i a. r -t- s, 2 ì — Sic 2 r 4 - s , 
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e quindi 

X q— Ih T —s 

i — r — .s, le = s; 

la condizione è dunque unica, essendo data da 

XXr — 8, 8 d. 

Se invece si vuole che / i)assi per 0^^ con la moltepli¬ 
cità a = 2, si troveranno nello stesso modo altre due condi¬ 
zioni, che corrispojidono all’ annullamento dei coflicienti 
l)er cui 

^ i + fc = r + 1, j i'-h le = r 
^ i —27b y —f- s 1 / —27»/ v s H— 1 , 

cioè 

I i^r-s + 2 I i = r-s-l 
i lì fi — 1 i lì " 4 ” 1 • 

È ormai chiaro come si prosegua la determinazione delle con¬ 
dizioni acciocché/ passi per 0^^ con la molteplicità te =3, 4...., 

e che in generale si trovano 1 + 2-1-.... + te = tf(H + 
condizioni. 

liO stesso numero di condizioni si trova semine rispon¬ 
dere all’imposizione di un i)unto multiplo, delìnito in un certo 
intorno di / sopra un ramo suj)erlineare; ma il riconoscimenito 
di ciò esige un’analisi approfondita che rimandiamo al Oap. Ili, 
dove le condizioni su esj)Oste vengono studiate con le for¬ 
mule del calcolo differenziale; qui si è voluto accennare al 
modo come esse si ottengano coji considerazioni i)uramente 
algebriche. 

La i)Ossibilità di tradurre in forma differenziale le con¬ 
dizioni di jtassaggìo di f i)er punti appartenenti a rajui 
snperlineari, si lascia riconoscere in modo analogo a ciò 
che avviene nel caso di punti succedentisì sopra rami 
lineari. 

A tale scopo occorre considerare la funzione composta 
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dove 

1 ) x = t'% y = af -h 4- .... : 

se hi cuT\ a/(leve possedere r intersezioni col ramo J) per ^ = 0, 
si deldmuo auiiulUiTe, insieme ad anclie le derivate succes¬ 
sive di F fino all’ordine r — 1 incluso. Infatti codeste dei ivare 
j)orgoiio i coettìcienti delle successive potenze di t nello svi¬ 
luppo di ]\Iac-Laukin di F(t), 

Ora osserviamo die l’insieme delle equazioni lineari ind 
coetticienti di /, che valgono ad esprimere la definizione geo¬ 
metrica dei punti multipli infinitamente vicini, traduce (piella 
definizione soltanto in senso ìargo^ in quanto i)ermette di 
atferinare che mi ramo (0) ha con la curva/almeno r inter¬ 
sezioni ma non esattamente r, e così di seguito. La definizioni» 
intesa in senso stretto esigerc^bbe di aggiungere alle predette 
(equazioni lineaìi di condizione anche certe disegnagìianze. 
Questa circostanza si rende aucdie manifesta attraverso la defi¬ 
nizione aritmetica dei punti multipli in rapporto agli sviluppi 
di PuiSEUX, giacche ivi occorre escludere l’aiiiiiillaineuto dei 
coeflicieuti dei termini essenziali negli sviluppi predetti. 

Ordunque accade die entro il sistema lineare di tutte le 
curve / possedenti certe molteplicità nei punti del gruppo ^7, 
esistono curve particolari aventi efiettivauieute molteplicità 
diverse da <pielle della (uirva generica. Per esempio se 00^ ()., 
sono punti successivi di un ramo di second’ordine, nel sistema 
lineare delie ciirve/(di dato ordine) possedenti i punti 0^0/0/, 
cioè aventi a connine una cuspide con la relativa tangente, 
sono contenute le curve <*he posseggono i punti doppi 
cioè hanno in 0 un tacnodo con la tangente 00^. (Cfr. § 4). 

Conformemente alla locuzione già introdofta nel § 3, 
diremo che la curva f possiede nei punti di un gruppo G 
certe violteplicità virtuali r, i\, ?%.... quando i suoi coefiìeienti 
soddisfano alle condizioni lineari (di uguaglianza) che tradu¬ 
cono in senso lato la delìnizione geometrica (o aritmetica) 
delle molteiììicità effettive. 

Qui occorre avvertire che la definizione delle inolfeplicità 
virtuali si applica non soltanto ad una f che appaia (*ome 
caso particolare di curve dotate di molteplicità effettive 
r, rj, ma anche quando tali curve non esistano, come 

avviene se i numeri r, non soddisfano alle dise¬ 

guaglianze fondamentali di iirossimità. 
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Osservasioiie. Il problema di determinare le molteplicità 
effettive che spettano ad una cnrva d’ordine abbastanza ele¬ 
vato cui vengano assegnate certe molteplicità virtuali, in 
modo affatto arbitrario, verrà da noi trattato nei prossimi 
capitoli, sia con l’ausilio della trasformazione (juadratica sia 
con quello dell’analisi infinitesimale. Qui ci limitiamo ad 
una semi)lice avvertenza relativa all’ordine con cui deb¬ 
bono j)reudersi le condizioni imposte da certe molteplicità 
virtuali. Se si impone ad una curva / di possedere come 
punti di molteplicità r,, Tj,....)-,-, i punti successivi di un 
ramo 0^0/), bisognerà anzitutto che la molteplicità 

effettiva di / in 0 risulti r'>r, e se r' = r anche 
Ma se invece r' > r, la curva / per questo solo fatto possiede 
già con tutti i rami (00,) r' anziché r interserzioni, sicché le 
condizioni 2) relative al punto O/'^ vengono già in parte sod¬ 
disfatte: la molteplicità effettiva di 0, potrà dunque risul¬ 
tare < r,, avendosi soltanto la certezza che 

> r, — (r' — r). 

Proseguendo questo ordirne di considerazioni, si riconosce 
che in ogni caso: per il primo lanuto 0,, della successione 
00,....0;, la cui molteplicità effettiva risulti diversa dalla 
virtuale, si ha 

^ h ^ > 

invece per l’ultimo punto 0*, la cui molteplicità effettiva .sia 
diversa dalla virtuale, si avrà 

almeno per la curva / pifi generale, di un ordine abbastanza 
elevato. 

Aggiungasi la spiegazione dei motivi per cui, in tutto 
ciò che precede, si prendono a considerare curve di un ordine 
abbastanza elevato. .Si esige in primo luogo che il numero 
<lei coefficienti di / sia tale da poter soddisfare tutte le con¬ 
dizioni relative ai punti multipli successivi assegnati. Ma 
sopratntto si vuole ancora che queste vomlioioni siano indi- 
lìeudeuli, almeno nel senso che l’imposizione di dati luniti 
multipli, soddisfacenti alle disiignaglianze di prossiniità, non 
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porti (li conseguenza molteplicità superiori a ciuelle assegnate 
o j)assaggio per altri punti iuliuitameute vicini. Ci('> accade 
certo per curve d’uu ordine assai alto, come risulta dalla 
costruzione data nel § 11, la (piale ci j)orge iiua curva avente 
una data successione di jjunti inultiidi soiumando parabole 
ed iiierparabole osculatrici. 

Per curve (l’ordine basso pu() invece avvenire che il 
imssaggio per alcuni punti intìnitaiuente vicini porti di con¬ 
seguenza il passaggio per uu punto successivo: così la tan¬ 
gente ad una curva in un flesso contiene un terzo punto 
della curva, e la conica osculatrice iu un punto sestatico di 
una cubica (L. 1°, § 22), (o iu generale di una curva (pia- 
liiiKiiie), ha nu sesto punto a comune con la curva oltre i 
(ùnque die valgono a determinarla. Invero legami di dipen¬ 
denza di tal genere sono iu tutto analoghi a (iiielli che 
vengono jiresentati da certi grn])pi di punti distinti in rela¬ 
zione alle curve di un certo ordine che debbano passare 
l)er esse (L. 2'", 15, 16). 

Noia sulla separaaione dei rami. Ad una curva / (d’or¬ 
dine abbastanza elevato) s’imponga di passare per i punti 
inlìnitameiite vicini di uu gruppo G con certe moltepli¬ 
cità, assegnate iu guisa da soddisfare alle disuguaglianze 
fra gli ordini di molteplicità dei jiiinti prossimi. Allora 
esiste uu sistema lineare di curve / che passano (projjria¬ 
mente) per i jjiiuti dati con molteplicità effettive uguali 
alle molteplicità assegnate. Sorge (piindi la questione di 
determinare iu quanti rami si scinda la curva /. Alla 
(piale donianda si può dare una risposta semplice e iirecisa 
j)er la / i)iii generale fra quelle che posseggono i dati 
punti multipli. 

Se il gruppo G fosse così esteso da comprendere 
i primi punti liberi che siano semplici per /, verrebbe 
senz’altro deteriuiiiata la separazione dei rami di / e se 
ne otterrebbe la rappresentazione gralìca conforme al § 9. 
]Ma, ove G non sia in (iiiesto senso completo, si può tut- 
lavia dare una risi)osta semplice e precisa alla douiaiida, 
sempre jier la curva / più generale fra (incile che pos¬ 
seggono i dati punti multipli; invece per curve / pai'- 
ticolari la domanda non ammette a priori una risposta 
determinata. 
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Per semplicità ci riferiremo al caso in cui il gruppo G 
sia una successione di punti 00j....0£ segueutisi sopra un 
unico ramo 0^^) e supporremo dapiUMina che le mol- 

teidicità assegnate nei punti 0^ siano multiple dtù numeri V;, 
secondo uno stesso nuiuero: 


r = Av, 7\ -= Xvi ...•Ti = X. 

In tal caso si riconosce che: « la curva f piu generale 
I>assaiite per 0/^ consta di X rami i)assanti semplice¬ 

mente (e propriamente) j)er Oi ». 

Xella costruzione del § il si è mostrato infatti Pesistenza 
di una curva J\ che passa i^er 0/^.... Op e possiede rami 
distinti; anzi j)er mia tale/j si possono assumere ad arbitrio a 
punti semplici Oi+i, i Oi+i,o a , successivi ad Oi (nel- 

Pintorno (iH-l)-mo di 0), jmuti liberi in posizione affatto 
arbitraria. 

Ora nel sistema lineare \ f\ delle curve che passano per 
t/0/^.... 0/^, una curva generale /, avendo nei punti dati 
uioltei)licità effettive uguali alle virtuali, dovrà coiiteuere 
rami i)assauti propriamente i>er 0^; si concluderà dunque 
che essa consta di X rami distinti, ove si faccia vedere 
che non i)uò contenere uu ramo d’ordine vp avente in Oi 
la inoltei)licità p (p > 1). Infatti se questo accade per 
una / di j/l, i i)uuti di / i>rossimi ad 0», non saranno 
più X punti liberi distinti di coordinate arbìirarie, ma 
alcuni di essi, Ot+g....saranno satelliti di ini punto O^ji, 
salvo il caso che Oi+i abbia una molteplicità > 1. È ma¬ 
nifesto che le condizioni perche i punti diven¬ 

gano satelliti di Oi+i opiiure iierchè Oi^i acquisti una 
molteplicità > 1, si traducono in relazioni fra i coefìi- 
cienti della / scelta iu |/|, non essendo tali condizioni 
soddisfatte per la curva giuierica X/^^ -h p/. Dunque la f è 
una (uirva imrticolare del nostro sistema lineare. 

Tenendo poi presente la costruzione delle curve con dati 
l)unti multipli svolta nel § 11, sì deduce in generale il 

Frinviino della massima separazione dei rami: la curva 
piii generale fra quelle che posseggono dati punti ruultìpH 
si scinde nel massimo immero di rami compatibile col i)Os- 
sesso delle date molteplicità effettive. 
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Questo resultato fu giù stabilito nel § 5 per il caso i)ar- 
ticolare delle successioni di i)unti doppi. Anche la proiìnetù 
ivi riconosciuta che il ramo di secomF ordine di specie « pos¬ 
siede come caso particolare la curva composta di due rami 
con contatto (l’ordine « + 1 , i)uò essere facilmente estesa. 
Una curva, 9 , composta di un ramo d’ordine vp passante 
per 0 / (p > 1 ), per valori particolari dei i)arametri da cui 
dipende può si)ezzarsi in p rami d’ordine v, aventi a comune 
oltre Oi anche ciò accade (luando si imimnga alla 9 di 

avere in Oi+i la molteplicità p. 
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Le singolarità 

risi>etto alle trasformazioni quadratiche. 


13. induzione delle singolarità mediante trasforiiiazioni 
ipiadFatiche. — Kichiamiamo le nozioni fondamentali sulle 
trasformazioni quadratiche del piano, rinviando per maggiori 
scdiiarinienti al L. 1% ^ 17. 

8 i ottiene una trasformazione quadratica (generale) fis¬ 
sando che alla rete \ ^\ delle coniche per tre punti base yl, B, C 
(non in linea retta) corrisponda proiettivamente la rete delle 
rette del piano, in guisa che ad ogni fascio di cp corrisponda 
un fascio di rette. Designando con 9 ^, 9 ^, 93 tre coniche 
linearmente indipendenti della rete, le formule della trasfor¬ 
mazione sono: 

o — in coordinate non omogenee — 

(Jneste formule determinano itn punto (y) corrispondente ad 
mi pillilo qualsiasi (^r), fatta eccezione per i punii fonda- 
mentali yl, 5, C, per cui riesce 7 /^ = 7 /.^ = 7/3 = 0 , ossia X e Y 

assinnoiio la forma indeterminata ||. Allora, avvicinandosi (ir) 

ad yl in ima certa direzione, il punto omologo (y) tende ad 
un punto che deve ritmnnsi corrispondere a un punto infi¬ 
nitamente vicino ad A. 11 luogo dei punti che corrispondono 
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ai pilliti iiiliiiitaiiieiite vicini ad A è una retta fondamentale^ a; 
perciò alle rette per A corrisiioiideraiiiio coniclie degeneri 
aventi couie parte lì.ssa la cioè, a prescindere da questa 
parte fìssa, corrispouderaiiiio Io rette di un fascio A (proiet¬ 
tivo al primo). Similmente ai punti B, C corrisponderanno 
altre due rette fondamentali c, e alle rette per 7>, ( 7 , rette 
per B, C\ 

Ora la trasformazione ({iiadratica è iinivocaineiite inver¬ 
tibile: alle rette del piano (x) coiTispondoiio nel piano (//) 
(delle linee intersecanti in due punti le ndte cioè) coniche die 
passano per i tre punti ABC intersezioni di he, ca, ah: sì 
vede infatti che il punto A corrisponde alla retta a — BC, ecc. 

Le equazioni di una trasforniazioue quadratica a punti 
fondamentali distinti si possono ridurre alla forma canonica, 
già incontrata nel L. r, 17, come segue. 

Si assumano nel piano {x) i punti fondamentali della 
trasformazione come punti (100), (010), (001), e analogamente 
nel piano (//) i punti fondamentali omologlii; le eijuazioni 
della trasformazione si ridurranno a 


_ 1 _ 1 _ .1 

o, sotto foiniii intera (dispoiieiido di ini fattore di propor¬ 
zione »/,?/,//,): 

= ?/. !f.< , = y, ?/i I •'«^■3 = ìli ih ; 

la sostituzione inversa è data (pii dalle formule 


X . X., 

yi-=. 

\x,x,x.^ 


y> ■ 






x^x., 


\x,x,,x^ 


che — tenuto conto d(d fattore arbitrario nelle coordinate 
omogc'iiee — diven,i><)no 


ih — •«'b , y, = X, X,, if ; = X, X,. 

Ora, data mia curva d’ordine a, 
f(x,x.,x^) = 0, 

la sua trasformata è, in generale, la curva d’ordine ‘2ii: 
/('/i2/e//J=/0/e.V:,> ìhUii yi'!h) = ^i 
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clic i)iissa con la inolleiilìcilii u i)or i punti fondamentali del 
piano [ìj). Jfa se la/i)ossiede come i>iinto iniiltiido d’ordine r 
un punto fondamentale del piano {x)^ j). (is. (100), la trasfor¬ 
mata di / si ottiene staccando il fattore 

€osì ai)i)are come dalla= 0, trasformata di ima / 
^'tmerale, si ritorni alla/(.t\rr,.ry) = 0 colla sostitn/ione 

= ih il,, > = ir, !/n = ih il r, 

infatti, la /(//i?/.//;;) = 0 i>avSsando per i iiiinii (100), (010), (001), 
colla niolteplicitii a, dalla stacca il fat¬ 

tore 

Richiamate ([inasto no/ioni, ci iiropoiiianio dì studiare 
Felfello delle trasformazioni (jiiadraticln» sopra le singolarità 
di una curva /. R conviene prender le mosse da ini caso 
elenimitare (die i>ià iiicoiitrainino i>er incidenza nel § 23 del 
L. 2% ma ohe (jiii vogliamo riassnimae eonie base di ulteriori 
svilni)i>i. 

Sia/ una curva ((iialniique d’ordiin^ a, e si esc^gnisiia nel 
piano di / ima (rasforniazioiie (jiiadratìea snp[)oiieiido che i 
imnti fondaiiieiilali J, 7>, C\ siano fuori di /, oi)i)nn‘ ch(‘ a^ijiar- 
teiigano ad essa con certe nK)ltii)licità r, t, ina in tal caso 
le rette fondamentali ((, c non siano tangenti iiriiiciiiali ; si 
supponga ancora (die le rette fondamentali />, c non toe- 
diiìio f e non iiassino per alcun pnnto ninltiplo di (^ssji. 

\ai curva / viene trasformata in ima curva f d’ordine 

2a —+ (r>0, .s->d, jC>0), 

giac(di(' alle intersezioni dì / con una rotta corrispondono le 
iiit(n*sezioni di / con ima (*onica per J, 7>, C. La / passerà 
l>er ì punti fondamentali d, />, C, (^on le inolteidìcità 

r = n — t.v ■ 1- t), 

.v — u — (t+ r), 
t = u — (r-h 6 ), 

giacche alle intersezioni di / con una retta fondamentale, 
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I)er es. fuori di li o ( 7 , oorrispoudoiio x)iu)ti di/iutiiiitaiiieiite 
vicini ad .1, cioè (aulenti di f iu À (invece* al punto i>, non 
essendo a una tan^eute i)riucii)ale, corrisi)oudeià il gruppo 
delle intersezioni di / con />, fuori di A, C; e analogauiente 
si dica i)er C). DalPii^otesi che le r intersezioni di f con a 
(fuori di B, 6^) sono punti <listiiili, segue che il i)iuito 1 è per/uu 
inulto r-plo a tangenti distinte. 

lìicordato questo caso elementare, esaminiamo che cosa 
accada per posizioni particolari della retta fondamentale 

Pongasi anzitutto che a divenga tangente ad / iu un 
punto Al, diverso da Z>, ( 7 , e con un contatto v-pnnto (v > !)• 
Allora la curva / possiederà iu À un punto di molteplicità r 
per cui V tangenti juMiieipali coiiuddono in una tangente^ 
«1 — AÀi, che ha r -|-1 (e non più) intersezioni con la curva; 
infatti alla corrisponde la retta AA^ la quale ha in solo 
una intersezione con la/. Il ramo di / tangente ad riesce 
dunque un ramo ordinario d’ordine v (cuspide per v — 2 ). 

Pongasi invece che la retta a contenga uii punto A^ di 
molteplicità )\ (> 1 ). In questo caso ad A^ corrisponderà 
un punto Al iutinitauiente vicino ad A, e si verifica che tutte 
le linee passanti semplice ni ente per A Ai hanno con / r + ?*i 
intersezioni, cioè >*1 in più che le intersezioni di una linea 
generica passante soltanto i)or A. Infatti alle linee per AAi 
corrisj)ondono linee per Ai che hanno ivi intersezioni riu¬ 
nii e con f. 

La i)ioi>rietà che abbiamo messo in rilievo per il 
jiiìuto A di /, costituisce la defliiizione geometrica dei punti 
uìiiUipli iiiflnitaineiile vicini ad mi punto jiroiivio nell’intorno 
del prilli’ordine (cfr. S ‘1), a tenore della quale si deve dire 
che Al e r-plo pei* /. 

Viceversa avremo: i punti innUipli di una curv<f, infi-- 
nitamente vivini ad un punto proprio 0, nvlV intorno dvl 
prind ordine^ si possono definire come trasformati di punti 
propri dotati di uguale moìtepìiciià, lier mezzo di una tra¬ 
sformazione quadratica; dove la definizione soddisfa al requi¬ 
sito fondamentale (die « due curve, / e aventi a coinnne 
oltre ad 0 un punto 0,, infinitamente vicino ad esso, di molte¬ 
plicità risp( 4 (iva e s^, hanno ivi riunite (almeno) ri-Vi inter¬ 
sezioni oltre <|uelle dovute alle molteplicità di 0 >^. Infatti 
basta porre in 0 nii limito fondamentale della trasforma¬ 
zione, eschnhmdo elio qualche tangente principale sia una 
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retta foiidaiiientale i)er 0: collo stesso ragionamento i)rece- 
deiite .si vede che ad un punto 0^, vicino ad 0 ed r^-plo per 
la curva, corrisponderà un punto proprio 0^, ancora r,“plo 
per /, appartenente alla retta fondamentale o che corrisponde 
ad 0. E si fa vedere che un i)iiiito 0^, r^-plo i)er/ed .s*^-plo 
l>er 9, assorbe (almeno) intersezioni delle due curve (oltre 
quelle dovute alle inolteiilicità di 0), rio nardaiido, per esempio, 
9 come limite di una curva molata 9^, e contando di ((iiauto 
diminuisce il uumerc/delle interscvJoni di f e 9^, fuori di 0: 
la diminuzione appare dal fatto (die le curve trasformate / e 9^ 
Tengono ad avere a comune un punto pr()2)i‘io di inoltepli- 
cita r, e quando 9j^ = 9. 

M (diiaro che la trasformazione adoperata per ridurre la 
siiigolariln straordinaria 0, si può considerare come l’inversa 
della trasformazione usata innanzi jier costruirla. 

Sì noti che la definizione dei punti inidtipU iiilìiiitameiito 
vicini ad 0, posta per mozzo di ima trasformazione quadra¬ 
tica, riesce iiidi^iendente dalla aidiitrarietà (die riniaiie nel 
costruire la trasformazione con un iiinito fonda.iueiitale 0 e 
altri due punii fondaiiientali generici; ci(') si ^nm riconoscere 
anche senza usare dell’osservazioin^ fntta circa le inter¬ 
sezioni di f con rami o curve tangenti ad 00 ^^ rilevando che 
i nunn'ri interi, i quali (h^signano le inolteplieità di ./* prossime 
ad 0, non ^lossono variare con coiitimiilà al variare^ dei para¬ 
metri della trasformazione siiddettu. 

Itiprendiiinio la trasformazione in cui si (‘orrispoiidoiio / 
e / i)cr esaminare cosa corrisponda su f \x nn punto (A,, iiiti- 
iiitamente vicino ad della (uirva A tale scopo si distin¬ 
guano due casi: 

1) la tangente O, e diversa dalla retta fondamentale 0; 

2) la tangente Ò^O.y coincide con (^ 

Xel caso 1) si vede che al punto ()., corrisponde un 
punto 0 , di /, successivo ad sopra un ramo lineane 00 ^ 0 ., 
ed av(nìt(^ la medesima molteplicità (die ()., per f] ci(') segue 
dall’osservarti che a un ramo liinmre per 0, 0 , coiTÌsjmiide, 
nel jìiano di /, nn ramo lin(‘nre ìxm* 00 ^ 0 , (in corrisjiondenza 
binuivoca col primo). 

Invece per il caso 2) occorn» idcordare (dn^ a un ramo 
lineare tangente ad 0 corrisimiide un ramo cnsi)ìdale ordi¬ 
nario con la tangente OO^x iierch') al punto 0,, avtmte per/inia 
certa molteplicità corrisponderà su/un iinnto appai- 
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tenente all’intorno di second’ordine di 0, ma situato sopra 
mi ramo di second’onliue (O'O/OJ). 

(leueralizzaiido le cose dette, si ottiene senza difficoUA il 
resultato seguente: 

se la curva f possiede inOn itameli te vicini ad 0 più 
limili imiltipli 0 ^ 0 .^.segnentisi sopra mi ramo lineare, 
la curva trasformata di ove sia stato assunto 0 come punto 
fondamentale, possiede punti multipli successivi (1^0,....Ói, 
dotati delle stesse iiiolteplicitji, che si seguono sopra mi ramo 
lineare non tangente alla retta fondamentale o. Se invece la 
curva / possiede inlìnilaiiieute vicini ad O pih punti unii- 
tipli 0^0,.... Ot, scgiKMitisi sopra mi ramo ordinario d’iin cerio 
ordine v, la curva trasformala di / possiede punti multipli 
successivi segueiitisi ngnalineiite sopra un ramo 

lineare, il quale però ha ini contatto v-piiiito con la r<dta 
fondameli tale o. 

Così la trasformazioni! (inadratica permvtte di definire i 
jmnti multipli di f injmiiamente ricini ad un punto proprio 0, 
e prossimi ad esso, i <piali diveiigoiio punii della retta o, e 
precisamente punti propri di essa oppure punti successivi a 
questi sulla stessa o. 

Ili generale, essendo (l punto r-plo per /, si avranno 
nell’intorno di priin’ordine dei punti O,,.... di inollepli- 
cìUi ro ... negl’intorni d’ordine >] potranno 

ancora trovarsi dei limiti prossimi ad 0, per es. i punti 
di molteplicità successivi ad 0 -^^ e così 

i plinti di iiiolteplicità successivi ad 0,, eoc.^ 

si avrà allora la relazione fondamentale di prossimità: 

r = r^ I- r q- .... -1- r, 4- r.,^ -h 4- .... 4-. 

(^)uesla r.dazione, <‘he già incoiitrainiiio nel § 11, risulta 
<|iii diniosinita in modo semplicissimo: infatti la curva tra¬ 
sformata f incontra la rcdta fondamentale o in r punti che 
si riducono ai punii 0 , 0 ,.... di iiioltiplicità ed ai 

punti iniinilainenle vieiiii a questi, contati pure secondo le 
loro niollcjiìicilà >^4-^,,..., ...... ecc. 

Osserviamo jxm* incid<ui/a <di(‘ la locuzione « punti 
lirossimi » appare <jui ginstitìcata in rapporto alla circo¬ 
stanza, bene limieggiala dalla trasformazione quadratica, 
che i punti pro>simi ad 0 , non appartenenti all’intorno del 
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l)riii[ì’Online, si iiossono rheuon» come ìimiti di punii di 
(jiiesto intorno. 

Noteremo in line che la dolìiiizioue dei punti prossimi 
per mezzo delia Irasformazioiie (inadratiea permette iumie- 
diatamente di conipreudere da questo plinto di vista la carat¬ 
teristica e lo schema .i^ralioo di nu ramo superliin^are, che 
abbiamo spiccato nel 8; la nozione di (piello sclieiiia risul¬ 
terà. così iudipeiideut(‘ dall’analisi diretta d(3ll(‘ singolarità, 
che precedo, nella nostra trattazione, il uoiuinalo para^Tafo. 

Nota, Le cose dette si lasciano estendere al caso in cui 
s’adoperi invece della trasformazione (piadratica una trasfor¬ 
mazione birazionale (creniouiana) del piano, d’ordine >2. 

Pon;>asl che le X e Y ven.aano espresse come funzioni 
razionali di rr, y: 

Y = Y ^ 

’ ?;,(«.'/) ’ 

(‘ou l’ipotesi che (|neste forinnle siano nnivocanumte, <‘ioè 
razionalmente, inveriibili. In una silfatta trasforiuaziom* sì 
presentano (*onie punti (‘ccezionali, o fondamentali, i punti 
lìssi comnni alle curve — 0, e (luindi base per la 

rete H- -h = 0. Precisamente ad un punto base sem¬ 
plice della r<‘te (con tan,i>’ento variabile) corrisponde una retta 
fondarnenlai e così a nu punto doppio (a tangenti variabili) 
una conica fondamentale, ecc. 

Ora, essendo data una curva f die possegga in 0 una 
singolarità straordinaria, la stessa ridazìon(^ della singolarità 
(dio abbiamo ottenuta niediaute trasformazioni qiiadraticlie, 
si ottiene anche con una (pialsiasi trasformazione birazionale 
che abbia in 0 un punto fondamentale, base per la rete 
l-vyy = 0, a lang(niti variabili. A(*cade cioè (die ni 
punti s(mipli(d o multipli di f inluiitameuh' vicini ad 0 ind¬ 
i’iiitoruo del prilli’ordine, corrispondono punti propri della 
curva fondamentale o, oiuologa ad 0; ed invece ai punti di / 
che cadano in un intorno d’ordine superiore al primo, ma 
siano prossimi ad 0, (‘orrispoudono punti impropri di o, inlì- 
nitanuuìte vicini a (iiialciino dei punti propri nominati. 

In ci(') che x>**<‘oe(le abliiaino (\scIuso (die si abbiano xinnli 
fondamentali influitanieiite vicini ad O, ci(u* <die O sia punto 
liase della relè trasforinaule con tangente fissa; analoga esclu¬ 
sione sì era falta anche per le trasformazioni quadratiche. 
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Orn, senza approfondire il soggetto, vogliamo (lui osser¬ 
vare che: se si Imnuo due puuti fondameutali semplici 0, 0^, 
iiitìiiitameute vicini fra loro, la trasforiuazioue mette iu evi¬ 
denza come inulti propri i trasformati dei punti dell’intorno 
di secoud’ordine di 0, cioè i punti successivi ad 0^ sopra un 
ramo per 00^. 

14. Decomposizione di una singolarità. — Il procedimento 
di riduzione, spiegato nel precedente paragrafo, permette di 
sciogliere qualsiasi singolarità, 0, di una curva f\ mediante 
una snccessioue di trasformazioni quadraticlns ponendo iu 
evidenza i punti multipli di /, che cadono inflnitamente 
vicini ad 0, come punti mnltipli propri di curve trasfor¬ 
mate. Anzi questa decomposizione può assumersi come deji- 
nicione dei punti multipli Infinitamente ricini^ iudipendeate- 
mente dall’analisi diretta che conduce a detìnirli mediante 
le intersezioni di rami lineari 3) e snperlineari (§ 7). 

Data la singolarità, 0, i)orreuio anzitutto in evidenza i 
punti (semplici e) mnltipli 0 ^ 0 ,,...., vicini ad 0 nell’intorno 
del prilli’ordine, operajido una trasforniazioue quadratica con 
un punto fondamentale iu 0; successivauiente prenderemo 
un punto, 0^, della curva trasformala come punto fonda- 
mentale della nuova trasformazione quadratica, così por¬ 
remo iu evidenza i punti 0^^, vicini ad 0^ nell’in¬ 

torno del iirim’ordine, e (juiudi vicini ad 0 nell’intorno del 
secoud’ ordine. 

Frattanto la siug(?larità appartenente al punto 0.^^ che può 
lasciarsi fuoi i dtd triang(?lo fcmdauientale della nuova trasfor¬ 
mazione, si riproduce invariata, coun^ faremo vedere precisa- 
mente^ pin avanti, per non interrompere il filo del nostro 
discorso. (Ofr. Posservazioiu^ cln^ chiude (inesto paragrafo). 

Il l)ro<‘ediuicnto indicate? si pne'? ripetere a iiartireela 
tino a iiorre iu e^vielemza un <inalsiasì punte? (semplice e) mul- 
ti^ile)) di f ehe si tr<?vi suee*essivo ad t) sopra nu eiualnuejue^ 
ramo e^ ned)’intonie) el’un ennliue^ s i-1 comnnepieMdc^vate). Kel 
e3 chiaro a priori che la serie‘ dea punti multipli sue'cessivi 
Oji D,,aiiparteMìeuti ad un ramo di /, riesce? così elediuita 
mere*è sueea^ssìve^ trasforinazioui e|uadratìe‘he% iudipeMìdemte- 
mente elall’arbitrarietà dea parametri (varial)ili in modo con¬ 
tìnue)) e*li<‘ iìgnrauo iu e|U(‘ste, e*osi come si è già notate), per i 
punti eledl’ìiit<?ruo elei prim’ordine, nel pretendente paragrafo. 



CALMTOM) tl 


409 


Ora, dopo aver decomposto in tal modo una successione 
di punti multipli 0^ lino allo .s-iuo, si può ripet<Te 

lo stesso procediiueuto per le aiialo^iie successioni 0., 0^^ 
e così anche ecc.; si perviene in tal <»iiisa ad una 

curva trasformata di /, sulla (piale si trovano come i)iuiti 
propri i punti semplici o multipli che corrispondono ai punti 
di f vicini ad 0 nell’intorno d’ordine s. 8 e la siii^oiarità 0 
e di specie . 9 , cioè se non vi sono punti multipli di / vicini ad 0 
al di là; dell’intorno .s-nio, la trasformazione detta innanzi 
scioglie compìeiaìuevte la singolnrità di/, nel senso clic ai punii 
vicini ad 0 nell’intorno (. 9 + I)-ino corrispondono punti seiii- 
l>lici della curva trasformata; e così i punti multipli jirove- 
nieuti dalle diverse successioni die ai)partcn <40110 ai rami 
per 0, appaiono come ponti iniiltipli propri sopra ini numero 
tiiiito di (‘iirv(‘ trasformate, e si distribuiscono in un (‘erto 
nuiiKM’o di serie iìi composiziooe della singolarità. 

Se la singolarità O si suppone direttaiueiite deliiiita in 
base alle intersezioni dei rami lineari e siiperlineari, si sa già 
die oltre un certo intorno . 9-1110 i iniiiti vicini ad 0 sono 
semplici, iioidiè ogni ramo possiedi^ un niiiiiero lìnito di punti 
niiiltipli e due rami non possono avere (die un contatto (l’or¬ 
dine lìnito; così ad ogni singolarità corrisponde 1111 ninnerò 
tìiiito die ne designa la specie; pertanto si didiice iiuniedia- 
tanieiite dic‘ qnalnnque singolarità di una curva algebrica 
piana si può sciogliere con )(n ninnerò finito di trasformazioni 
(juadraticUe^ cìoà possiede 1111 numero tinito di serie di com¬ 
posizione ngiialinent<^ liiiitt^. 

^la vogliamo (jiii supporre die il lettore ignori l’analisi 
diretta dello singolarità contenuta nel prc^cedente capitido; 
occorre allora dimostrare die ogni singolarità lui ima conipo- 
sizioin^ lìiiita, cioè die « il procedinnuito di ridnzioiu^ spi(\gato 
innanzi ha termine dopo ini numero finito dì trasformazioni 
(jiiadraticlie », sicché « per ogni singolarità esiste lin imuikuh) 
che iK^ designa la specie ». 

La diinostrazi(>n(‘ ii(4nes(a si può fornire (con Nììtjiku) 
osservando die ogni punto i-plo / > 1) di / vicino ad 0, (die 
aj>partenga ad ini intorno di (puilsiasi ordine, è {i —l)-plo 
aluKUio p(‘r le curve polari; segue da ciò (die la specie s di 
lina singolarità pertiiunite ad una curva (l’ordine u e (li 

classe m non pno superare —- n/: (inesto limite può 
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essere rag\i>iniìto soltanto ove si abbia una sola siìigdarità, 
costituita di v + J punti (lopi)i. 

La proiirietà che ogni i)Uiito i-iAo (anche iniproiirio) è 
virtualmente (i — l)-plo (almeno) i)er le polari, si può dedurre 
dalla iiroprietà analoga stabilita jier i punti multipli propri 
(L. S"", § 4), dove si faccia vedere che una singolarità costituita 
di puìiti multii)li iiitinitainente micini nasce come limite dal- 
ravvicinarsi di i)iri i)unti multipli ordinavi, dotati di ìigiiale 
nìolte]ilicità; la trasforinazioìie (piadratica giustitica questa 
considerazione come vedremo \n modo i)reciso nel 19. 

^Fasi può evitare tali coìisiderazioni di limite, come segue: 

l) con lina verifica analitica diretta, mercé cui si rico¬ 
nosce il comjiortameiito delle polari nei i>nnti multipli iufi- 
nìlauiente vicini; 

*2) considerando, iu luogo delle molteplicità delle iiolari, 
f abbassamento del genere dovuto alla iiresenza di punti mul¬ 
tipli successivi di /; ragionamento dovuto a Brrtixt. 

Ksponiamo jier comodità dello sludioso ambedue le 
dimostrazioni. 

i) Verìjiea analitiea del comiìor Ut mento delle polari, 
Consiileriamo nel piano della curva/(d’ordine ?/) la iiolare di 
un punto (lualsiasi B, che assumiamo come luinto (100). Treso 
il iniuto (OLO) nel punto r-plo 0, e il jninto (001) in un altro 
j)unto generico, eseguiamo la sostituzione quadratica 


= y, ih ^ = ih Vi , ^*3 = ih ih ^ 

esaltaniente invertita da 


a-ir. 


Avremo 


2/i 




X.X., 


’ \x^x.x^ 


f(x, X., X.,) — y/f(y, ih. y-i), 

e la polare del punto B sarà 


1 i 


df r 


^ •* ^ ‘J3w, ‘ - • 


1 1 


_1 1 _1 
2 


:3?/i 


^y> 




2/' , . '2/ , . .1 3f 1 

y .ìt —11# —1 II _v_/2i —-li—-a# —^ 


oifi Vò 22ìj 
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sicchò, nioltiplicamlo i)ei’ — 


df idf idf 1 df 

= y:{ Ò / - S7, ■ ?/. -i- >j. + o ^:-r 


ex 


1^2-' 2 3)//'* 2 0?/.^- 

da Pili, per il teorema di Eclkko: 


'%^. = yA>Kr-^y.V, 


dx 


^ìfi 


3/ 


onde appare che la trasformata della curva = avente 
come punto ?’-plo 0 —(010), è la (Mirva ‘ ^ 




3/’ 


(>i‘a, og*ni polare dì /, (ì in parlicolare la polare =0, 


pass(‘rà ]>er i punti 




o:\ 0/7... 

dì / appartenenti alla retta //, = i), con molteplicità rispettive 


altnulauto accadrà p<n' una coinbiiiazione lineare di ((nella 
l)olare (*oii la /. ^ 

Si deduce clic la curva x^ = 0 passa per (\ 0^, 0,.... 
<M)n molteplici là ‘ ^ 

r, > r — 1 j > ì\, — I 

ma, poì(*liè le reità .^’J=() passa per Orna non p(U* 0...... 

si‘^*ue elle la polare di B (che è un punto ^‘enerì(*o del piano 
di /) passa per 0’’"^ (come si sapeva) e possiede in 0^, 
moltc^plicilà (virtuali) 

^ r, - 1, > r, — 1. 

Ijji iio.'ilru vi'i'ìfica ò compiuta in tal modo pcv i punti 
mullipli appai-teiieiili ad intorni del 1° ordine. 
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Si passeri! quindi all’intorno del 2“ ordine applicando il 
resultato alla curva / (anzicliè alla / cid si riferivano i pre¬ 
cedenti rasionaiueuti). Un punto 1), appartenente 

all’intorno del i' ordine di avrà ima molteplicità 

df 

per le polari di / e iu particolare per la ^ - —0; si dedurrà 

fpniuli che il punto di /, appartenente all’intorno di 

2® ordine di 0, avrà una molteplicità 

per la polare di B: 


E così la verifica procede se.u’uitando induttivaiìient<% ^‘ìacchè, 
compiuta per intorni d’ordine 1, si passa al caso di intorni 
d’ordiin^ s, 

A.<>‘oiim,<;erenì() die la trasfonnazioiie ese.<>‘inta innanzi 
permetterebbe di investigare più profondamente il compor¬ 
tamento delle polari dì f\ (piindi 1’abbassamento (lidia classe 
dovuto a una sin,<>‘olarità straordinaria; uia di ci('> tratteremo 
più avanti. 

2) AhJmsmmento del genere in rapporto alla composizione 
di nna singolarità. Richiamiamo la dimostrazione dell’inva¬ 
rianza del ,i>'eiiere per trasformazioni quadratiche, ch(‘ abbiamo 
incontrato nel L. 2'", ^ 23. 

Sia la curva /, d’ordine iq la ({uah^ passi per i punti 
fondamentali O, /i, (7, con le moltepli(‘ità'?', ,s*, f, e non eon- 
tenaa altri punti multipli appartcìnmti alle retto fonda- 
mentali; la trasformata f sarà d’ordini* "In — >* — s — 
e avrà le molteplicità n — s — t, n — t — r, n — r — nei 
punti fondauieatali del secondo piano, mentri* <*oiiserverà le 
altre molteplicità di /; allora si verilìca che il <i'euere di / 




(a —l)(a—2) 



I) 


è imnale al genere di f. 

Ora i)ou<>ami <du‘ la f possieda nell’intorno del ])inito 
r-plo, O, did punti multipli iiitìuitameute vicini c 
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(l’altra parte che le rette fondamentali sian prese in modo 
generico, sicché non contengano altri punti multipli di /; il 
calcolo pnicedeute conduce al seguente resultato: si designi 
come pseudo-genere, l’espressione 

(u — 1 )(^( — 2 ) ^ i{i — 1 ) 

. 2 Zj 2 


dove la sommatoria viene estesa ai punti /-pii propri di /; e 
sia l’analoga espressione, cioè lo psendo-gein're di /: si 
troverà 





? 


dove la sommatoria è estesa ai punti multipli appartenenti 
alla retta foudanieutale trasformata di 0 . Ci(') posto si vede 
che quando nell’intorno di 0 cadono punti multipli di /, lo 
pseudo-genere di / pu(') essere abbassato con una trasforma¬ 
zione (piadratica (Pi^<p)^ 

]Ma, operando successive trasformazioni quadratiche, l’ab¬ 
bassamento di p non pu() proseguire indefinitamente, giaccln' 
lo pseudo-genere non può diventare negativo per una cnrv^a 
irriducibile: si è dimostrato infatti (L, 2 "’, § 23) che una curva 
d’ordine n non può possedere tanti punti di inoltepli(Mta i^/..... 
per cui sia 

^-,(/-l)(/-2)^ (u-l)(n-2) 

Zj 2 ^ 2 • 

Si conclude che ogni singolarità iniò essere decomposta 
con un numero finito di trasformazioni quadratiche, o piu 
precisamente che l’ordine del massimo intorno di un punto 
singolare 0 in cui cadono punti multipli di/, cio(' « la specie 
di 0 , è minore od ugnale allo pseudo-genere ». 

L’analisi che precede mette in evidenza die india valu¬ 
tazione del genere^ aflincliè questo risulti un carattere inva¬ 
riante per trasformazioni quadratiche (e così risponda al noto 
carattere topologico della superficie di Iaikmann), si de\e 
tener conto dell’abbassamento prodotto dai punti nuiltipli 
ìiilìnitameiite vicini che vengono a (‘omplicare la singolarità 
dei punti multipli propri 5 insomma il genere p deve ritenersi 
ilefiìiito ila 

__()! — 2 ) — 1 ) 

P — 2 Zj 2 ’ 
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dove ki sommatoria va estesa a tatti i puììtl mnltipìi, sia 
lìvopri che infinitamente vicini. 

Osservazione. IJimaiie da ,i:iiisfili('nru pili prucisaineiifo 
raffenuiizioiie di <*iii iiiiiauzi facemmo uso, clic per ima siii- 
.o’olarifà di/, la (piale non cada in mi piinlo fondamentale o 
«opra ima retta foiidaiiuaitale didla trasformazione (jiiadrafcìca, 
riinane invariata la seri<* d<‘i punti multipli siicc(‘ssivi sopra 
ciascun ramo, sicché le diversi' scorie di composizione riescono 
delliiite indipeiideiiteineiite dall’ordine con cui si procede a 
scio.<*li(a*e la singolarità. 

Notiamo anzitutto che « la trasforuiazioiK' (]iiadratica e 
reii’olare nell’intorno di o^iii punto <lel piano fuori dcd trila¬ 
tero foiidaineiitale ». Infatti, se i punti fondaiiieiitali si fanno 
cadere nei punti (00), (Ooo), le e(|uazioni in coordinate 

eartesiaiK' della trasformazione (piadratica assiiiiioiio la forma 
<*anoniea 


ed allora nell’iiitoriio di mi (pialsiasi punto con a,4=0,7/4=0, 
X e Y sono siiuiiltaiieaiiieiite sviluppabili in serie di potenze 
di X — a e // — 7>, iiuMliaiile la nota forinula biiioiiiiah^: 

X 
Y 

Ciò posto possiamo richiamare la duplice diinostrazioin^ svolta 
nel 8 del precedente capitolo: ivi si posta in primo liio^o 
la verilica analitica che la serie dei punti multipli successivi 
di un ramo e la molteplicità d’intersi'zioin^ di dii(3 rami rimane 
invariata per trasformazioni piintiiali re.<;olari; in s('coiido 
]iioi»o si e pure stabilita (jimsta invarianza in base alla detl- 
iiizione geometrica induttiva di codesti punti iniiltiiili, merci' 
h‘ intersezioni con rami di specie inferiori'. 

<^>nest’ ultima dimostrazione geometrica potreblx' <'ssere 
ripresa (jiii, dove s’iiitrodiicano le molteplicità succcvssive di 
mi ramo in base alla trasformazione (piadratica. ^la, ad uno 
studio d(dle siua,olarità basato siilh' trasformazioni ([uadra- 


* 1 ^ ^ 1 / xo 1 ; 

„ I* _ '* - ») -I- - «)- «I' + •■■■ 

— — j, 0/ —. 
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tielh‘, eonvieue meglio la diiiiostrazioue che segue, ove si tieii 
conio solbauio degli iidoriii del i)rim’ordine della curva / e 
delle sue trasformate. 

Prendiamo le mosse dall’osservazione cbe: mia trasfor- 
'inazione, (luadratica considerata nell’intorno (del i>rim’ordine) 
di un punto iah)^ fuori degli elementi fondamentali, viene 
rappresentata aiìprofisìmativamente da una omografia 



. (x 





Ir 




Segue di qui che se la f i>ossiede un punto >-i>lo 0 e 
vicino ad esso, nell’intorno del priui’ordine, nn punto r^plo 0^, 
messo in evidenza da ima trasformazione (jiiadratica anche 
la trasformata/(corrisijondente ad/i)er una trasformazione T 
regolare in 0), iiossiede un punto r-plo 0 e vicino a (piesto 
nn punto r^-i>lo giaccliè la trusformazioiie (piadratica 
atta a seiiarare 0^ da Ó, si ottimie sempliceincììte trasfor- 
inaudo la con l’oiuogratia :: ch(; rappresenta approssimati- 
vameute T: = 

Ora si designi con f\ la curva corrispondenti? ad /iiiT^^, 
la (piale possiedi^ il punto r^-plo 0^, e si designi invece 
con J\ la curva corrispondente ad f in 7r^, la quale possiede^ 
parimente il punto r^-plo 0^. Pra/^ e j\ iuter(*(‘de una tra¬ 
sformazione liirazioiiale, T\ che si ottiene come prodotto di 
tre trasformazioni (piadratiidu^: T' ^k/Tk-^. Vogliamo dimo¬ 
strare che la T' ò ringoiare in 0^ (e così md i>iiuto omologo ÒJ, 
sicché essa viene rai>presentata ai>i)rossiinativaiuente da una 
omograiia V; allora (pud cln^ si e detto per/c/si estenderà 
ad/j e f\: se esisti» una trasformazione ipiadratica che 
mette in evidenza nn limito, 0^^, di /^ nell’intorno di 0^, si 
costruirà una trasformazione capace di mettere in evidenza 
un punto nniltiplo di/^, nell’intorno di 0^, trasformando 
la 71^ con l’omografìa t; cosi risulterà dimostrato che anche 
ai punti di / nell’intorno di secoud’ordine di 0 eorrispoinlono 
inmti multipli di / nell’intorno di second’ordini? di 0. Ed è 
chiaro coirne la dimostrazione si proseguirà per gli intorni 
snc(*essìvi. 

Dunque, per dimostrare che T' ò regolare, osserviamo 
che nella T' al punto 0^ di i\ viene a corrispondere senza 
anihiguità il punto 0^ di o reciprocamente, in modo che i 
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due punti omologhi iiou sono foiuìaiiientali per T'. (Jiiesf os¬ 
serva/ione geometrica basta a mostrare la l’egolarità di T' 
in Oj (e in 0^); ma si può dare una precisa veritìca analitica. 
A tal fine scriviamo 


r = 7.^ = tTc^T-^ Tt:= r[7r,(T-^ 


basterà dimostrare che P operazione che figura fra le paren¬ 
tesi quadre, cioè la trasformata di T mediante la è 
regolare nel punto O^. Perciò si noti che, t differendo da T 
per infinitesimi del secoinP ordine, la 'z~^T differisce dal- 
P identità per infinitesimi di questo stesso ordine e quindi è 
del tipo 

I ?/' = 2/ -H -H 


(iiou figura ili x' la i/, uè in y' la x perchè questa proprietà 
vale per T e t). Operiamo nelle formule co la sostituzione 
quadratica avente come punto foiulaiiieiitale il punto 0=(00) 
e come retta fondamentale omologa la retta a: = l; le equa¬ 
zioni di tTj s’ deducono dalla forma canonica 


1 1 
X ^ y -yl ì 

eseguendo su X', Y' una omografia che porti la retta all’infi¬ 
nito in X—1, onde si avrà 



Tfasfonnaiulo w con si avrà ora 
X' —I X —1 


^^«-1 ix'-l_X —1 
Y' ■ ■“ Y 


X' 


X -"-n X 


X —IV 


X—IV 


-h. 


Di qui appare che — ^ = 1 — , e quindi anche è 

regolare nel punto (li) della retta foiulameutale X = J, che 
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si può a88iimerf‘ (^ome punto O, ; iiioltio e ivi 4 =^ ^ perciò X' 

ò i)iire regolare. D’aUra parte, (livi<leiulo le (Ine serie e togliendo 
il fattore X — I, die figura insieme nel iinmeratore e deno- 

Y' 

minatore, si riconosce che anche regolare e quindi Y\ 

X 

15. Teorema di Nother: trasformazione di una curva in 
un’altra con punti multipli a tangenti distinte. — Sia /'(a:?/)=0 
lina curva dotata di singolarità qnaliuiqne, ed eseguiamo nel 
suo piano una trasformazione quadratica :r. Abbiamo osser¬ 
vato che: 

1) un punto multiplo di /, che non appartenga agli 
(dementi fondamentali di tt, viene trasformato in una singo¬ 
larità della stessa specie per la curva corrispondente ad /; 

2) invece un punto singolare di specie s, die sia foii- 
daincuitale per tt, si cambia in una singolarità di specie s — 1. 

Aggiungiamo che: 

3) i nuovi punti multipli della curva trasformata di / 
corrispondono alle rette fondamentali di tu, e sono punti mul¬ 
tipli a tangenti distinte se queste rette iiicoutraiio/iii punti 
distinti, fuori dei punti fomlanientali. 

Segue (li qui che si possono sciogliere le singolarità di/ 
ra<^diante successive trasformazioni qnadrati(^he, in modo che le 
nuove singolarità create da queste trasformazioni siano punti 
multipli a tangenti distinte. E quindi si perverrà a una curva/, 
trasformata di /, e dotata soltanto di singolarità ordinarie. 

Ora, se la curva / possiede un punto, A, multiplo a tan¬ 
genti non distinte, cioè origine di rami non lineari, si x>otrà 
fare scomparire questa singolarità assumendo A come i)nuto 
fondamentale di una nuova trasformazione quadratica. Per¬ 
tanto possiamo enunciare il 

4Vorenia di Notheu. 3Tc(liaììte un ninnerò finito di tra¬ 
sformazioni qnadraHehe^ ogni ritira /, dotata di singolarità 
qnalnnqne, si jìnò trasformare in lud altra curva dotata^ di 
punii multipli a tangenti distinte. 

r)ousi(l(n‘iam() la corrispondenza che intercede fra la curva 
data / la trasformata /, dotata di punti multipli a tangenti 
distinte. Avremo che: 

1) ad ini i)iiuto semplic(^ di / corrisponde un punto 
semplice o iniiltij^lo di /; 
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li) ad im pulito multiplo di/corrispoudo sn/ mi <» ruppo 
di punii, semplici o multipli a tangenti distinte; in paiticolare 
ad 1111 punto multiplo di /, a tangenti distinte», corrisponde 
I)er la nostra costruzione un punto di uguale» inolteplicitri, 
pure a tangenti distinte per la /. 

^Fa e lecito fare scomiiarire ogni punto multiplo della/clie 
provenga da mi punto multiplo eli /, prenele»uelolo come punto 
fondauieiitale eli nini nuova trasforiiiazioiie» e]uadralica. Per¬ 
tanto ogni curva f imù venire trasformata inediaiite succes¬ 
sive trasforinazioni (piadraticlie in una curva/, per modo clie 
ad ogni pmit-o multiplo di / corrisi^ouda su / un grui)po di 
l)uuti semplici; precisamenle se 0 e n)i punto r-plo di f) orì¬ 
gine di i rami d^ ordine v,, con +V. 3 -h.... H-Vi = r, 

al punto 0 corrisponderanno su f i punti semplici distinti^ 
(da contarsi rispettivamente v^, volte). 

II leoreina di Notiimu si applica iieni soltanto ad una 
curva isolnta, ina nuche ael un sistema lineare di curve |/|. 
È chiaro aiizitiil to che una trasformazione quadratica (o anche 
hirazionale) elei lìiaiio trasforma un sislema lineare dì curve 
algebriclie 

x,x^) -h ' 1 “ — = 


in un sistema lineare 

^'i/iO/i’/o?/,) ?/.//.) b -- = 

le cui emrve — cone^epite come punti di uno spazio lineare — 
si corrispondono proiettivamente. 

Ora riemrdiaiiio che p(»r il teorema eli T^urtim (L. 2*^, ^ 5, 
o L. 3'’, § 20) una curva /, g<‘uerica nel sistema, non possicele 
punti multipli (projiri) fuori dei punti base, coinnni a tutte» le^/. 
Oie') i)osto, quando si prendo 1111 punto base di |/| come punto 
fondainenlale eli una trasfonuazioiie epiadratica, si riduce e»ou- 
temporaiieameMitei la singolarità eli tutte le» emrve generiche 
elei sist(»ina. Così proseguendo, si arriverà ael un sistema 
lineare f trasfeirmato di |/|, in cui la curva generie‘a avrà 
soltanto punii multipli a tangenti distinte, elidenti u(»i 
punti base». 

Aggiiiiigercmo edie le trasformazioni epiaelratiche per cui 
sì passa da •/! a \f , possono supporsi se»elte in guisa che 
le rette feindaineiitali via via assunte non passino per filciui 
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j)Uiito base del sisltMiia trasforinaiido, ed allora i nuovi 
base miìUipli creati dalle iiosire hasforiiiazioiii avranno taii- 
geiili variabili per le curve del sistema. 

l'otrà darsi tiilInvia <di(‘ f posse^.i>’a nn punto base, 0, 
con mia tan^;eiite lissa, dov(^ i rami (lineari) di due f <|na- 
liiiiqiie abbiano un certo conlatio (,v h 1 )-pmilo (,v ?> I); allora 
X)rendendo 0 (‘ome punto fondanienlale per ima nuova tra- 
sfonnazione si ottiein^ nn nuovo sistema lineare con nn punto 
base sinnpliee ove le curve hanno nn (‘ontatto .v-pnnlo, siccliè 
prose«nendo si arriva a togliere o^ni contatto. In conclu¬ 
sione possiamo enunciare <die: 

Mediani^ vìt numero finito di traormazionì (luadratielie^ 
ogni sistema lineare di curve piaìte può essere trasformato in 
nn sistema lineare con punti hase^ semplici o a tangenti 

rarialnU. Le Irasforniazioni che occorrono a tale scopo sono 
<inelle st(‘sse <die val.i»()no a ridurre a punti ninltipli con 
tangenti distinte la curva <*onipo8ta di due (Mirve ,i»*enericlie 
del sistema. 

Osservazione, Il procedimento spie<»’alo innanzi molte in 
evidenza che il teorema di Biurrixi sulla fissità dei punti 
multipli di un sistema lineare^ si estende anche ai punti muh 
tipli infinitamente ricini. 

Intuiti se la cnr\a .generica del sislema f potesse avere 
un limilo multiplo variabìh^ 0^, nell’intorno di mi punto base 0, 
iìie<liaut(5 mia trasformazione (piadratica (‘ol punto foiidanieii- 
tale 0 si ott(‘rrel)be un nuovo sistema lim^are ]o cui curve 
avrebbero un punto multiplo variabili^ so])ra mia retta; 
(piando si (‘ riconoscMiito che il punto 0^ dev(‘ restare fisso, 
si riconosca» pariinentt» che debbono restare fissi i jninli unil- 
lipli sa(‘(‘essivi ad 0^, e (*osì di se^u'iiilo. 

H). Il genere e Tostensione delle formule di Pliicken — 
Kìprendiaino l’osservazione fatta nel § 14 in ordiin» alla delì- 
nizioiK^ del gemala» d’inia curva dotala di singolarità (pialinKpie. 
Data ima curva f d’ordine a, <a)n iniiili mnlti[)li, distinti o 
iiilinilaiiieiib^ vicini, di iiiollcplicità 2 ....), l’(‘s[)ressione 

__ (n — I )( a 2 ) ì'i (r, - -1 ) 


e invariaiiU» per Irasforniazioni ([iiadraticlK*. Incordando il 
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teoreìiia del L. o’, ^ 17, sì deduce che p è pure iììvariaiite^ 
per trasfonnazioin bÌTa/ioiiali qnalsiaiisi della curva /. 

lufattì se (Ine curve / e F si trovano in corrisijoiidenza 
bìrazionale, saranno pure in corrisi)ondenza bira/iouale lo 
curve f e F^ dotate di singolarità ordinarie, che si ottengono 
da/e JFmediante trasformazioni (luadratiche, e perci(> l’espres¬ 
sione p avrà aucdie per f a F\o stesso valore. Così il teormui 
ÌMViiYimiza del genere p viene liberato dalle restriisioni che 
si erano dovute ammettere nella dimostrazione del L. 3% § 17. 

Ciò posto si consideri accanto ad ima curva-luogo/, l’in¬ 
viluppo delle sue tangenti F\ fra / e F intercede nna corri¬ 
spondenza biunivoca dov(^ ad ogni punto di / risi^oiide In 
relativa tangente; dmniue / e F liaiino lo stesso genere. 
Vale quindi per una curva/, dotata di singolarità (pialnnqiie, 

V equazione del genere: 

(n — l)(n — 2) y, — 1) _ (mi — !)(«? —2) y — 1) 

dove n designa l’ordine, m la classe, i\ (i = J, 2....) la mol¬ 
teplicità d’iin punto multiplo di / e Si (i = l, 2....) la molte¬ 
plicità d’inia sua tangente multipla. La detta equazione, già 
da noi dimostrata pel caso di punti nmltipli e tangenti mul¬ 
tiple distinte, viene ora estesa al caso di elementi multipli 
infinitamente vicini. 

Accanto all’equazione del genere, abbiamo anche l’esten¬ 
sione a curve dotate di singolarità straordinarie delle altre 
formule di Pluoicek, e precisamente della formula che vah‘ 
ad esprimere la classe in finizione dei caratteri della curva- 
luogo, noiiclie della forninla duale. Questa estensione sì giii- 
stilìca anzitutto nel modo più rapido, ricorrendo alla rappre¬ 
sentazione reale della variabile complessa e al significato topo¬ 
logico del genere (L. 2% § 30, voi. I, pag. 373); ma ne daremo 
poi nna st^conda dimostrazione indipendente da quei concetti. 

Sia /(cr?/) = 0 una curva d’ordine ?i e dì classe ?m riferita 
ad assi coordinati generici; per il punto all’infinito dell’asse y 
passeranno preinsamente mi tangenti ad/. Ora nel piano della 
variabile coinpU'ssa x si avranno: m punti di diramazione 
semplici, (jorrispoiideiitì alle iiomiuate tangenti, ed altri punti 
di diramazione (‘orrispondenti ai punti multipli di / con 
rami superlineari. 8i designi, come sopra, con v la moltepli¬ 
cità (filili ramo di / uscente da un suo punto singolare; 



(’APJTOU) Il 


421 


iivri'iiio (cfr. 2"*, § 36): 

2) 2n + 2p — 2 = m + S (v — 1) 

dove la sommatoria va estesa a tutti i rami e a tutti i punti 
singolari, ossia 

2') 2}i + 2j> — 2 = ììì — h ), 

desiguando h il numero dei rami elle passano p<M* eiascnn 
pimt<) 7*-plo di /. 

La formula 2), o 2'), si lascia anclie dimostrare indipen¬ 
dentemente dalla espressione del genere data jìer mezzo dei 
punti di diramazione della funzione algebrica ?/(ir), die abbiamo 
^issunto dalla teoria riemaiiniana (e cln^ potrebbe andie riat¬ 
taccarsi agii sviluppi del L, 5""). ?^i tratta jier ciò di valutare 
V ahlmssameììto della classe dovuto ad una singolarità 0 , sosti¬ 
tuendo ai rami di/le iperiiarabole osculatrici d’ordine al)ba- 
stanza elevato. 

Si osservi daiiprima die l’abbassannmto anzidetto, e uguale 
al numero delle intersezioni di / colle sin» polari che vengono 
assorbite in 0; codesto abbussaineuto dipende soltanto dalla 
natura della singolarità 0 e non dalV ordine delia carw/, che 
può supporsi (ievato (inauto si vuole. Infatti, se si aggiunge 
alla / una curva arbitraria 9 , non passante? per O, si ottiene 
mia curva composta, d’ordine eh^vato (pianto si vuole, die 
possiede» in 0 la ineelesinia singolarità; e l’abbassiuueuto della 
classo prodotto da 0 nei riguardi dedla curva composta fy 
eepuvuh» a eiuello relativo alla curva /. 

Vi e (li piu; (xuaiido si pro(?e(le a determinare» l’abbassa¬ 
mento della classe dovuto a una singolarità O, ricercando le 
intersezioni di / con nini sua polare, e» l(»eito sostituire» alle 
due curve «altre curve abbastanza prossime, in modo ohe riman¬ 
gano inalterati gli ordini eli iiiliuite'sinio (die couipaiouo nella 
regola di IIalimikn (L. S*", § 12). 

Ora ('» chiaro (die se una curva 9 e» abbastanza prossima 
ad /, altrettanto avviene per le rispettive» i)olari eli un mede¬ 
sime) i)iiuto; emerge di epii che l’abbassamento (le»lla classe 
dovuto a una singolarità 0 e» un carattere differenziale (Iella 
curva / in (), sicché nella sua eletermiiiazione a lecito sosti¬ 
tuire ad / una epialsiasi altra curva che» abbia (*outatti abba¬ 
stanza elevati coi rami eli f; in particolare una curva spez- 
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zahv in piu curve -i,...., (piali sono lo iiioriiarabole oscu¬ 
latrici ai suoi rami. 

Oi('> iiosto, vediamo come si valuti l’abbassamento della 
cla.s.se dovuto ad 0, iirendiMido le mosse dal caso elementare di 
tuia curva comjiosta d’iin solo ramo, a cui si sostituirà iiu’iper- 
parabola osculatrice 'f, raii]>reseutata parametricauieute da: 

( X = t' 

T) 

( 1/ — af -1- rt, I- .... -1- 

La curva --p si pm'» ritenere come limite d’una curva razio¬ 
nale 4> dello st(!sso ordine u : 


(b) 




iSl 

'Ut) 





la (piale possiiulerà punti dopiti (L, 2", ^ 24); 

fra qiu^sti punti \e ne saranno i)recisauiente 

v(v — 1) ^ v,(v^- I) 

e 2 j 2 ’ 


elle al limite vendono a riunirsi nel i>nufo v-i)lo 0 di e nei 
punti v^-pli iiilinitaiiKMite vicini, giaecliè — per ((uaiito a)>)u*ain 
visto — la siii<i‘olarità 0 di conta proprio per 

v(v-I)-h::;v,(v,-l) 

punti dopi)i nella detenniiiazioin^ del genere (j> = ()) della curva* 
(5iò posto, il numero elle indica l’abbassaiiiento della 
classe <li 'f dovuto alla singolarità 0, si valuterà in rajijiortn 
alla curva razionale e verrà dato da 

^1 = v(v — .1 ) f- — 1) 'l, 

dove si designa eou |i il numero ilelle coincidenze delle 


‘:pAl) 


— cost., 


*c!ie si trovano prossimi* a t —0, l'ioè il numero delle taiigcutì 
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;i (l) parallele all’asse y e irrossiine ad esso. ]\ra al limite 
la suddetta diviene: 

*'?l 

af H- i- .... -h = cosi., 

e quindi possiede un ^riipi)0 dotato di pillilo v-plo in f = (), 
die equivale a v — ] coiiieideiize (cfr. L. 2'', ^ 5). Si deduce 

Passiamo al caso di ima iMirva f composta di più rami, 
supponendo per semplicità di discorso che ipiesti sieiio in 
ninnerò di diu‘. Per (juanto sopra è dedito è lecito sosti¬ 
tuire ad f lina curva spezzata in due ijicrparahole oscu¬ 
latrici: 

Movendo le due curve cp e si ottiene una curva com¬ 
posta che j)OSSi(Hle, oltre alle singolarità proprie dei due 
rami, ('p'jj) punti doppi vicini ad 0 , dove si designa lani ('p'i) 
il numero delle intersezioni delle due curve die cadono in 
<(iieirintorno. Allora l’abbassamento della classe di /'dovuto 
ad 0 , verrà dato da 

Ay= A.^ i- 2(9'!^). 

Iiulieliiamo con v |x le molteplicità di 9 nel punto 0 , 
e con e (a^ le inolteiilicità ili 9 e in un punto di Oj, mul¬ 
tiplo per i\ e successivo ad 0 sopra uno dei due rami (dove 
— per generalità — bisogna supporre che uno dei due nn- 
nicri e jx; sia iiullo quando il relativo ramo non jiassi per 0 ,). 
Le inolteididtà della curva/'nei punti 0 e Oi verranno date da 

/• zrr V -1- (X , }\ = j- , 

Si avrà quindi 


= v(v — 1 ) d- s v,(v, — ] ) -h V — ] 

= 1) 1) LP —1 

d” ^PiVi, 

perciò 

= r(r — 1 ) -h i 7-i (/-i — 1 ) -1- /• — 2 (r — 2 = V — L -Mx - 1 ). 

Se, in luogo di due, si hanno li rami, il i)TOcediinento prece- 
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dente mostrii che V ahhassamento della clasfie dovuto al punto 0 
vale 

— '*'(*’ — 1) -1- S — 1 ) + *■ — h) 

e, sommando gli abbassamenti analoghi relativi a tutti i punti 
singolari, si trova la classe medesima espressa da 


IH = H{n — 1) — ì: ri(ri — 1 ) — 2(v — ]), (r,= r), 


dove la prima sommatoria si riferisce! ai punti multipli distinti 
e infinitamente viciiu di f, e la seconda agli ordini dei loro 
rami. Ponendo 


(h—1)(h —2) 
1 > = -r> 


se ue (ìediu-e hi forinulu 2). 


V. < 1 . ( 1 . 


Singolarità tangenziali. Alla foruiiila 2), trovata iuiuiiizi, 
se ne accompagna mi’altra che si deduce per dualità. 

Osserviamo anzitutto che: ad nn ramo della curva luogo 
d^ ordine v e di classe v', corrisponde in una trasformacione 
per dualità di un ramo d'ordine '/ e di classe v. 

Per dimostrarlo conviene riferirsi ad ima iperparabola 
osculatrice ad / d’nu ordine elevato: 

{x = f 

< 

I y = af a^ f ^ H- .... ; 

cambiando y in y — ax si riconosce che la tangente al ramo 
conta '/ volle fra le tangenti condotte da ini suo punto 
generico (y = c>o) giacclie per ^ = 0 si ottiene ora mia coin¬ 
cidenza (v-f-'/spunta, invece c\ic v-punta, dell’involuzione ohe 
rappr<‘senta (sulla retta ove è disteso il parametro t) la serie 
dei gruppi di punti segata sopra la curva dalle parallele 
all’asse y. Così la nominata tangeule al ramo costituisce una 
tangente multipla d’ordirne v' per l’inviluppo d(^l ramo. 

La forinnla duale di 2), estesa ai rami didla curva-invi¬ 
luppo relativi alle taugenti .v-ple, si scriverà «luiique: 

3) 2m 2p — 2 = n + — I). 

Cvonfrontaudo le 2) e l^) si ottiiuie la relazione 


?>(n — in) = :^(v — '/), 
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<love la soiTiiuatoria del se(^oiido meiiibTO va estesa anche ai 
rami per cui mio solo dei dii(^ numeri v, V ò > 1 (rami ordi¬ 
nari della curva-UiogOj e punti semplici di flesso corrispon¬ 
denti a rami ordinari della curva inviluppo). 

Osservazione. Le formule I), 2), 3) si riducono foriiial- 
inente alle formule di Pluckei^ relative^ al caso di singolaririi 
eleiuenrari (piando si contino i punti nuiltipli rrpli (/>0),distinti 


od iutiuitaineute vicini, come equivalenti a 



plinti 


(loppi, fra i quali si dovrà ritenere (5lie vi siano r — h -l(v— 1) 
cuspidi in eorrisponden/a ad ogni singolarità ciostitnita di h 
rami d’ordine con + .... = r. 

Più avanti (§ 19) vedremo comi* gli equivalenti 'plueeheriani 
<pii introdotti rispondano a una delini/ione della singolarità 
come singolarità limite, estendendo così il resultato già sta¬ 
bilito per i punti innltipli ordinari (cfr. L. 3°, § 15). 


17. Curve passanti per punti infinitamente vicini: mol¬ 
teplicità virtuali e molteplicità effettive. — La rrasfonna/ione 
(piadratica oltre il modo pin sempli(^e di studiare geometrica- 
iiiente le (Condizioni di passaggio d’iina curva/per punti, sem¬ 
plici o multipli, iiitiuitameute vicini ad nu punto proprio 0 (’), 
le ((indi si traducono in aiialogln^ condizioni di passaggio per 
punti propri di curve trasformate. PnHMsamente, se il imnto 0 
è r-plo per /, P imposizione d’un punto r^-plo, O/’i 
nell’intorno di L ordine di /, si traduce nella imposizione 
d’nu punto proprio per la curva /, punto appartenente 
alla volta foudannuitale AB che corrisponde ad 0. Pereicà le 


eondì/ioni richieste danno 


r,(ì\ 1 - 1 ) 


—^ e(iiiazioui lineari nei (*oef- 


fleieiiti di /, elu^ si tradiuMuio in altrettante ecpiazioiii liiu^ari 
fra i coeflieieiiti di /, giacclm la trasformazione opera linear- 
iiKUite sai coeflieieiiti delle due forme. 

Ora il resultato si estende al raso in mi s’impongano 
su(^(*essìvain(mte ad / (hn punti multipli (o senipliei) 


r>/ O/L... 0/, 


(q II metodo diretto per lo studio del li (piestione fu iiidicito nel 
precedente Capitolo, e nel seitueiite s<‘ ue vedrà lo sviluppo dii punto di 
visti del Calcolo differenziale. 



succedeiitisi sopra lui ramo lineare o siiperliiieare (od anello 
più serie di punti imiltipli sopra piu rami): le condi'zìoni 
perchè f possegga queste moìtepìieità si traducono in 


V !i 

2 ' 


(r = rj 


equazioni lineari nei coefficienti di /, e queste so7io indipen¬ 
denti per curve d^ordine abbastanza elevato. 

Infatti, supposto diiiiostrato il teorema per la curva / e 
per ])niili uiiiltipli appartenenti a intorni successivi fino al- 
Pordiiie .v, segue la dimostrazione per la curva/e per intorni 
fino all’ordine 

(^>nando n e abbastanza elevato: 


n{n d-3) ^ +1) 

2 ■ ^ 2 ’ 


esìstono certo curve / d’ordine n soddisfacenti alle condizioni 
date. Ma «jiieste curve / non avranno necessariamente in 0 
molteplicitèf effettive ugnali ai iinmeri r assegnati. In primo 
luogo ciò appare chiaro se s’imponga alla / di possedere mi 
punto r/^^.^-plo successivo ad un punto r/^-plo ove sia 
^fa s(* i punti ninltìpli assegnati 00^0^.,.., sono presi sopra 
un ramo snperlineare, o su più rami lineari, occorre anche 
die sia soddisfatta la diseguaglianza più espressiva che risulta 
dalla relazione fondamentale fra le inolteplicitù dei punti 
prossimi (§ J3, cfr. la tiiie del §8j: la molteplicità assegnata 
in nn punto deve essere minore o ugnale alla soniuia delle 
molteplicità nei punti prossimi fissati (*). 

Questa condizione e anche sudiciente per l’esistenza di 
una curva /, d’ordine abbastanza elevato, che poss(*gga in più 
tniuti infinitamente vicini (dati sopra uno o più rami qna- 
IniKpie) molteplicità effettive ugnali a certe molteplicità asse¬ 
gnate. L’esistenza di una tal curva/, già dimostrata nel § J1, 
si pilo (|ni stabilire induttivamente come segue. Si suppone 
stabilito il resultato pel caso in cui i punti dati appartengano 
ad intorni d’ordine 1 , 2 .... di punti propri, fino ad un certo 
oinIìuc s^ e se ne deduce il teorema ped caso in cui si giunga 
a punti di nn intorno d’ordine .s* 1. 


(0 (inetta osservazione oerorre in una nota critica Ui Segre (Atti 
della R. Accad. di Torino, 36, 1901). 
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A tuie scoilo si ti'UKsformi lu ciil*vu / in ima /, ululando 
il punto ?-pIo, 0, in una retta AB\ la / dovrà possedmv sulla 
retta AB dei punti multipli propri e dei punti 

iinillìpli impropri intìiiitameiite vicini ai precedenti : 


0 

i 11 




hi 


711 


S<^coiid() le nostre ipotesi una / (‘Oii molteplicità effettive 
n.uMUili ai iiiiiueri assegnati esist<»rà certo, se le condizioni 
relative alle singolarità 0^.,„Ól non si estendono oltre l’in¬ 
torno A-ino. 

Inoltre la più <>*enerale / siffatta, d’ordine 2?^ — r abba¬ 
stanza elevato, passanti^ ancora per i punti 


sarà irriducibile, n'staiido escluso lo strtceaiiienlo della r(4ta 
4 lì, se 

r r, 1 - >*,, 4- r^, -f- r-I- . 

<^)uiiidi la / corrispondente possicnlerà nei punti dati, compreso 
il punto 0, molteplicità eftettive na’uali alle molteplicità vir¬ 
tuali ass<‘^nate. 

Concludiamo euunciando il 

Teorema; Condic^ioue necessaria e sufficiente perchè esista 
una cìtrra /', un ordine abbastanza eierato, la (ptale i)assi per 
dati punti infinitamente vicini ad un punto proprio 0 con 
ìììoìtepìicità effettive uguali a certi numeri assegnati, è che gli 
ordini di molteplicità, attribuiti ad O e a ciascuno dei nomi- 
nati punti, non siano inferiori alla- somma degli ordini attri- 
baiti ai punti prossimi. 

Vediamo ovn die cosa accadi^ (|uando s’iinpou<>:a a<l una 
<‘.Mr\ a f di passare pm* dati punti infinitamente^ vicini con 
inolt(‘pIi<'ità asseuuab^ cln^ non sodilìsfino alle <lisuonaf?lianze 
di iirossiniità. P(U‘ciò riferiamoci al caso ebmieulai^^ in cui la 
somma d(41e molteplicità assegnate ad / nei punti prossimi 
iv\ 0 snpiMÌ la molleplicità assegnata in 0: 


c ì\ + r + ..*• + Ti + -f-. 

tu <|U(‘sto caso, (piando si impone ad/di avene in 
le luultcplicilà i\, accade che la retta fondameu- 
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t^ale AB si slaccili un certo numero /<(>!) di volte d.alLa/. 
Pertanto la curva /, spogliata dalla retta AB, si riduce 
d’ordine 2a — r — 7i, mentre le sue molteplicità in A, B dimi¬ 
nuiscono ciascuna di li e quindi le sue intersezioni con la AB, 
fuori di A e B, divengono r-hZo Ciò significa che la curva/ 
possiede effettivamente in 0 una molteplicità r + 7i superiore 
alla molteplicità assegnata ?*; invece le molteplicità di / nei 
punti prossimi ad 0 diminiuscono ciascuna di li In confronto 
all’ordine assegnato. 

La curva / così costruita, soddisfa in senso lato alle con¬ 
dizioni di passaggio per i punti dati con le luolteplicità 
assegnate, cioè soddisfa alle eipiacioni che esi^riniono in gene¬ 
rale tale passaggio. Per ciò di essa dovrà dirsi die possiede 
nei dati punti molteplicità virtnali ugnali ai numeri asse¬ 
gnati, mentre ha molteplicità effettive diverse dalle molteplicità 
virtuali. 

Ora ]o <*oiisiderazioni precedenti perinettoiio di risolvere il 

PrOIUjEMA della DETEUM inazione delle SINOOLAUITÀ 
effettive: Ad ima curva / (d’mi ordine abhaslaiiza elevato) 
s^ imponga di passare jier dati punti iiitiiiitameiite vicini con 
ci^rte molteplieità virtuali* si vuoh^: 

1) determinare le molteplicità effettive cln* spettano alla 
curva f pin generale; 

2) e separare i rami che costitiiiscoiio l’intorno del 
pniifo singolare. 

Jii ordiiu^ al prohleiiia 1) si osserverà (jiiauto S(*gne. 

Se gli ordini di molteplicità assegnati soddisfano alle 
disegiiagliaiize di prossimità, si liaiiuo — come è detto in¬ 
nanzi — luolteplicità effettive uguali alle molteplieità virtuali. 
Il (*aso ili cui tali disugnaglianze non v(uigaiio soddisfatte si 
lascia trattare in base alla considerazione ])recedente che, 
per semplicità, tradurremo con dm* ])rincipi relativi a casi 
elementari e in (iiialehe modo tijiiei. 

I) Brinripio di scorrimento. S’imponga ad mia curva/ 
di poss(*dere come r-plo 0, ed iiitiiiilamenti* vi(*iiii ad esso i 
punti 0^, sussegnciitisi sopra aii ramo lineare, 

cui si assrgiiino le iiiollcplicità virtuali 

), 1 .... ) jf .... ì i ; 

ì r j ì,, .... ^ i — ^ i ) i — j, 


sia 



capìtolo h 


429 


ed h il pih pìccolo ijulice per cui lisulti i-ji inferiore alla 
inedia delle inolteidicità virtuali che lo seguono inOla nostra 
serie : 


r,. 


>‘h+i + •••• + 

i — h 


Allora la finii generale, avente le molteplicità virtuali assegnate, 
l»ossiederà in le molteplicità etfettive rì\ì\....rf^_, 

ed avrà in 0/i0^+, ....Oj molteplicità effettive ugnali alla media 


+ + .... + il ^ ^ — 7( -f- 1 minieri interi più vicini 

t—h+L ^ 

a questa, presi in ordine decrescente. 

Per giustificare l’asserto prendiamo le mosse dal caso in 

cui accanto ad mi punto r-plo, 0, sì imponga ad/ini punto 

infinitamente vicino 0,, di molteplicità ì\ > r. In (piesto caso, 

(piando si trasformi / in una / in guisa che 0^ diventi un 

punto multiplo Ó, sopra la retta fondamentale AB, si riconosce 

che la retta AB sì stacca da / precisamente li — [*‘— 


volte, cioè un numero di volte designato dal primo numero 
intero > -. Pertanto le molteplicità dì 0, 0^ vengono date 


da ^ o dai Jiiimeri interi prossimi a questa media presi in 

ordine decrescente, cioè in ogJii caso dai numeri 

e —-—- , designando, come innanzi, il massimo intero con¬ 
tenuto in una frazione col solito simbolo usato nella teorìa 
dei numeri. 

L’analisi fatta dà immediatamente il primo caso della 
nostra regola (à = 0, i=l), dove si applichi una successione 
di trasformazioni quadratiche in guisa che il punto 0;^ divenga 
un punto proprio; imperocché non si dà luogo a staccainento 
della retta fomlauieiitale, cui viene ad appartenere se la mol¬ 
teplicità ac(|ijisita da 0^ non supera quella spettante ad 

Abbiansi ora sopra iin ramo lineare tre punti succes¬ 
sivi 0, 0,, Og e s’imponga a<l una/di passare per essi con le 
molteplicità r, r^, dove 
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La curva /, che si ottiene da/con mia trasforma/ìoiie dotata 
del punto foiidanieiitale 0, ac(|iiisterà in 0^ e 0 ^ le ni(dtepli- 


citri effettive r/ = 




e 


. Ma poiché 


)' -f- '>• ^ 

r < ^ % e (piiiidì r , si stacca da / la retta A B un 


certo iininero di volte. Iw primo liio.o'o la noinìiiata retta sì 


stacca da / 


r + 1 


volte per il fatto che la inoltcplicità 


dì f in Oj supera r; ma dopo (piesto staccamelito rimane una 
curva per cui la molteplicità data in supera in ^>'enerale 
quella data in onde si accresce la molteplicità di in 0 , 
e diminuisce quella in 0 ^, e per cons^^^iieuza si da lno«o ad 
un nuovo staccaniento di ÀB ecc. L chiaro che in ultima 
analisi le molteplicità di 00 ^ 0 ^ tendono a divenire uguali, 
il procedimento di riduzione terminando ove sia ra.<>^>iiinta 
l’eoiiaolianza oppure quando le molteplicità di due punti suc¬ 
cessivi differiscano fra di loro di una unità. Ciò sì«nitìca che 


le molteplicità 


divengono ugnali alla media 


r H- H- 


o ai 


tre numeri interi piu prossimi a questa che danno la mede¬ 
sima somma, presi in ordine decrescente. 

L’analisi che precede dà iin secondo caso della nostra 
regola (h = 0 , i = 2\ la ((naie si estende senza ditìi(*ollà ai casi 
successivi per / = 4,.... ed h — 0^ è poi ovvio come una 
serie di trasformazioni ipiadratiche permetta di ridurci.sempre 
all’ipotesi /i = 0 . 

Ossfrrazione, Si può dimostrare la regola contenuta nel 
principio di scorrimento anche in base alla deffnizione diretta 
(lei punti inflnitaniente vicini. Infatti esist(‘ <*erto una curva 'p 
passante per i punti OOi.... con le molteplicità assegnate 
dalla regola; questa curva possiede in le moltepli¬ 
cità virtuali (Questa curva, considerala nella famiglia 

delle curve con le nioltiplicità virtuali dà luogo 

ai mìnimi valori di r, (r' -h r/),.... (r | r/-h.... l- r/X <h‘^ì- 
gnandosi in generale con r;/ la molteplicità (‘ftettiva del 
])nnlo Segue di (pii che ogni altra curva f, cui s’impon¬ 
gano le molteplicità virtuali ri(‘nl ra come imso 

jiarticolare nella 9 . 

Bstensione dd principio dì scorrimento. Jl ])rincipio enun¬ 
ciato si estende al caso in cui si ahhinno jiiìi punti Oj, ^ j.... 0 , 
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.snssegnentisf sopra va tratto lineare <ìi un ramo superìineare^ 
cioè tali che dieiio luoj^o a i)iiìiti successivi su mi ramo 
lineare jier una trasformata <U / nella quale venga sosti¬ 
tuito da un punto proprio. Ma 1(‘ moltfq)licità che cosi vengono 
dedotte per 0/^ non saranno effettive, dando luogo 

ad ulteriori riduzioni, se non si verificano le condizioni foiula- 
iiientali di disegnaglianza enunciate innanzi, 

I[) Principio <ìi scaricamiento dei punti prossimi. S’im¬ 
ponga ad lina curva f di possedere ini punto multiplo 
proprio 0, <mI infinitaniente vi(*iiii ad (^sso dei punti prossiini 

0,0,....0, (i/ I), 

colle niolt<qìlicit{> virtuali 

r,ì\....ri. 

Qnesti numeri ilesigiiano possibili molteplicitiì effettive per 
ima curva cui si assegni in 0 una iiioltei>licità abbastanza 
elevata 

r>r, + 

ma si al)l)ia invece 

r < )\ -h ri. 

Allora la f più generale colle inolteplicitti virtuali assegnate, 
passeri! piu* 0,....0i con molteplicità effettive 

Ti — X, 

e per 0 colla molteplicità 

r ~{-x^ 

esseinlo x il minimo numero positivo per cui 
r + x{i + 1 ) > r, 1 -+ n. 

Infatti, per mezzo di una trasformazione quadratica col 
punto fondamentale 0, la/(d^ordine n) si imita in mia/d’or¬ 
dine 2» —r con tre i>nnti multipli (f, A'' "*, la quale 

deve iiossedere sulla retta A R, o fuori di A, 7^, i punti 

Secondo l’ipotesi fatta: 

r <C >*1 + —• >* 1 , 

l>erciò la retta AF> si staccherà da / im certo numero (> 0) 
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di volte, e corrispondeu temente la/avrà in 0 la molteplicità 
effettiva r+ Ma, tolta la retta AB contata x volte, la parte 
residua (della oirva f) è una curva d’ordine 2ìi — /• — x passante 
per e B" e per 


si avrà diiiKpie 
cioè 


r-\-X>T^ I + i:c, 
r + x{i + 1) > + .... d- n-. 


Fra i valori di x che soddisfano a questa dise^uagliauza 
il minimo coiTÌsx>oiide alla inini)na molteplicità di 0 , e perciò 
alla f i)iù generale. 

Estensione del princqyio di scaricamento. Il principio di 
scaricamento suddetto si applica non solo al caso di im punto 
proprio 0, ma anche al caso di \\\\ imnto improprioj P, appar¬ 
tenente ad un certo intorno di 0, quando non sia verificata 
la relazione fondamentale di prossimità fra la sua moltepli¬ 
cità e quelle assegnate nei plinti prossimi; ma la molteplicità 
che cosi risulta per P sarà in questo caso suscettibile di nna 
riduzione per l’aiiidicazione ripetuta dei princijjii I, II, come 
mostreremo fra poco su qualche Cvsenipio. 

L’estensione del principio si giustifica osservando che 7^ di¬ 
viene ni) punto in'oprio per una conveniente trasformazione di/. 

Ai principi \ II si aggiunge un terzo principio, clie^ 
I)ermette di rispondere alla seconda parte del nostro prolilenia 
fondamentale di determinazione delle singolarità effettive. 

Ili) Principio ddìa massima, separazione dei rami: la 
curva / più generale, fra quelle che poss(\ggono dati punti 
multipli, si scinde nel massimo numero di rami conijìatibile 
col possesso delle date molteplicità effettive. 

Questo principio già ineontrato nel § 12, si lascia giustifi¬ 
care qui in modo più seunplice partendo dalla formula rela¬ 
tiva all’abbassamento della classe, che si è riconosciuta nel 
precedente § Ifi. 

Se è data una singolarità eoiuposta di un punto r-plo, 0, a 
cui sono iidìnitaineute vicini punii <ii molteplicitàr^, e costituita 
di /traini, abbiam visto che Pabbassamento della classe ad essa 
dovuto vale 

r{r — 1) ^ri(ì\ — 1) -I r - à. 

Ora consideriamo il sistema lineare di tutte le curv(‘ di 
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uii oidiue abbHsfiinza ulto die posseo^on stessi punti r^-pH 
iiiHiiitameute vieiiii ad <P': passando dalla curva «eiieriea 
ad ima curva particolare del sistema la classe può dimiuuire 
ina non annientare, e ipiindi Af può aumentare ma non dinii- 
iiiiire; se^ne che il numero h dei rami costituente la siugo- 
larità è per la curva generica del nostro sistema lineare il 
inassinio jmssibile, in confronto alle altre curve dotale delle 
stesse inoltej)licità effettive r, r^. 

Il ragionamento precedente prova d’altra parte die lo 
spezzamento di qiialclie ramo della nostra curva generica 
potrà aversi soltanto quando questa acquisti nuovi punti mul¬ 
tipli vicini ai dati, ovvero una molteplicità eflFettiva maggiore 
di lineila assegnata in qualcuno di questi. 

Il problema della determinazione delle .singolarità effettive 
può e.ssere risoluto in ba.se ai principi I, II, III, come appare 
dai seguenti 

Esempi. Sieiio dati i imnti successivi: appar¬ 

tenenti al ramo d’ordine 7 e di caratteristica 

(0’0,=[0/03‘0/03‘]), 

il cui schema grafico viene porto dall’annessa figura. 

Una curva/, d’ordine assai 
elevato, cui s’imponga di pas¬ 
sare per 

avrà in quei punti molteplicità 
effettive ugnali alle virtuali, 
essendo verificate le coiidizioiii 
fondamentali dì prossimità: 

. 14>6 + 6 + 2, 

6>2 + 2 + 2 . 

Secondo il principio III la / pià generale consterà dì due 
rami distìnti 

{0^0/[0/03*0/0,*]). 

Se ora alla / s’impone ulteriormente di pavssare per mi 
punto Og che succeda ad 0^ come punto libero (su un ramo 
colla medesima caratterislica, uno dei due rami di f verrà a 

• 28 
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passare propriauKMite per 0^^ in cui / avra (liiiKpK^ la iiioUe- 
plicita effettiva e virtuale ]. 

Ma suppongasi invece che 0^ occupi una i)osizione par¬ 
ticolare come nuovo punto satellite ffi (\; il ramo che lo con¬ 
tiene avrà la caratteristica 

(0^ o/[o./o,'o/tvrvj) 

oppure 

( 0 ‘^ 0 /[ 0 / 0 / 0 / 0 ,‘ 0 /]); 

i rispettivi schemi sono rappresentati nelle seguenti ligure: 



Vediamo <pialo (affetto portano h^ condizioni (ulteriori) di 
passaggio della f per i punti 0^/ o 0^r (molteplicità virtuale 
assegnata p = ?*g = 1, 2), distinguendo i due casi sopra nominati. 
caso. Si ha 


ff < 2 4- 2 -I- 2 4- p 


{9 = h 2) 



<3 perciò si <1A allo scaricamelih> <l(^lle inoUci)li<Mta di 

sopra 0^; le prime ino!tei>licit;i si abbassano <li 1 e 
quella dì 0., (‘vesce pariin<Mit<‘ di 1, (*sseiido :r=:l il minimo 
intero per cui 

0 -\ 5.r >2 1-2 -1- 2 -f- o . 

Ma la moUeplicita 7, die resiilla pt^r 0,, non può snc<‘edere 
alla molteplicità b di 0^; si dTi lno.i>(> allo scorrimento (prin¬ 
cipio I) p(3r cui la moltcqdicitn di divieiu^ 7 e (jiiella di 0^ 
si ridinne a 0. 

Ora le moUepli<Mtà 7, b, 1 dedotte per 0^ O3 soddisfano 
alla condi/ioiK^ 

iJ->7 + b-i-i 

pendo sono ebetiive, non dandosi Ino^o ad ulteriore vsca- 
ricannnilo. 

Dnmpie, facendo snccessivamente 1, 2 si Ini: 

a) p= ì, 

\a\ f più generale soo'<ì;etta a passare per i ponti 

0^^ o/'‘ 0 :^ 0./ 0/2 , 

non passa propriamcute ixm’ ()., e passa semplicemente*, anziché 
<loi)l)iamente, i)ev tj. , ac<(iiistando in 0^ la molt(*plicitn 
cHelliva 7 anzidu* b. 

Un ramo d(*lla f passante (propriamente) per 
avrà la <*aratteristicu 

e perciò l’ordine 7; tolto questo ramo, l’insieme d<n rima¬ 
nenti ai>parti(*ne ad una curva al^^ebrica (du* passa (virtual¬ 
mente ed elfottìvanient<‘) per i punti 

fp 0/ 0^, 

la ((iialt* si può di fatto comporre mediante rami del 2° ordine 

{(y^o,'\o.n) 

e<l nn rjiino liiK'are per 

O'O/. 

(4>iia]inique altni (listribiixioiie «li rami corrispoiKlerelilio alla 
fusione «li «ine rami «lei 'r ordine o «li tutti e tre. 
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in un ramo (l’ordine più elevato, e — in base al princii)io III — 
si i>uò affermare die tale fusione non ha lno«o per la curva f 
più generale, 

lu eoiicliisione la f piu generale cui impongano le mol¬ 
teplicità virtuali 

nei punti del ramo 

possiede le molteplicità effettive 
€ consta dei ò rami: 

{0^ Oi^lO/ 0,‘ 0/ O^*]) + 3(0-0/[03*]) 4- (0* 0/). 

h) 9=2. 

La f più generale a cui s* impongano, nei medesimi punti,^ 
le molteplicità virtuali 

0,^0/0/0/0/0/, 
avrà le molteplicità effettive 

e consterà dei 4 rami: 

( 0 “ 0 ./ 0 / 6 * 3 * 0 ,*]) + 2 ( 0 * 0 ,‘[ 0 /]) + ( 0 ‘ 0 /). 

2° caso. Consideriamo ora ima curva / (d’mi ordine assai 
elevato) cui s’impongano le molteplicità virtuali 

0‘^0,» 0/03*0/03*0/, (P = l, 2) 

nei punti successivi del ramo 

(0‘*0/[0/03*0/0/0/1). 

Si ha anzitutto 

2 < 2 -h ? 

e perciò sì dà luogo allo scaricamento delle molteplicità di 
O 5 e Og sopra O^. 11 minimo numero x per cui 

2 + 3a:>24-p 

x = l, 


vale 
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quindi la/passerù per OjOg colle moUepliciti'i I, p — 1 ( = 0,1), 
e la sua moUeplicità viidnale in ()^ verril elevata a 3. 3Ia 
qiiesi;’ukima ds\ luogo a scorrimento nel tratto del ramo 
in resta la molteplicità 2, in 0.^ essa diviene 3. 

Ora si confronti la molteplicità di 0 / con ((nelle trovate 
pei punti prossimi: 

f! = 3 I- 2 + 1, 

siceliè non si Iia scaricamento debile inolteplicilà di 0,(K0, 
solerà Oc- 

Para^diuiido inve(u^ la luoUeplicitii, 14, assegnata nel 
punto 0 con quelle dei punti prossimi 0,0,0., si ha: 

14 < d -I- d -I- d. 

Ha luogo perciò scaricamento sopra 0, che acquista la mol¬ 
teplicità effettiva 15; le uiolteplicità di 0^0,0^ si riducono 
alle inolteplicitii effettive 


ijuella di 0 ^ resta 1 , quella di 0 ^ resta pure 1 , mentre quella 
di Oc vale 1 nell’ipotesi p = 2 , v. 0 nell’ipotesi p=l. 

8 i conclude che: 
a) o = \. 

La f pia (je)n rale cui hnpoìHjaìio le moltepliciià vh tuaìì 

O‘o.v 0/0;rO/o;o>,/ 

nei punti suveesHivi del ramo 

{0^^0/^[0/0/0/0;/0,M), 

lìossiederà le molteplicità ejfetlire 

0‘^0,vv 03*0^0;, 

e quindi non passerà propriamente p(u* 0 ^, ed avrà in 0 ^ 0 ., 
molteplicità inferiori alle virtuali, in coiiipeiiso della niolie- 
plicità cresciuta nell’origine O. f^nindi, in base al principio IH, 
si riconosce die la f più (jvnerale suddetta consterà di 3 rami: 

((y‘0,^[0J0./(),^(V]), 3(0) 

gli ultimi tre dei quali sono rami lineari per 0 e non per 0 ^, 



LIJMU) <^UAUTO 


4:]s 


, 1 )) ? = 2 . 

La f ])ii( geiicraìc cui imiioiujuno le molteplicità virtuali 

0,^(1: Oi 

nei plinti successivi del ramo 

avrà in questi punti le moìteidicità elettive 

o^w,^(KW:rO;^(x: a/ 

e consterà di 4 rami: 

(0‘-^ OJiO/0./ 0/ 0,/ 0,/|) 4- 3( 0) 

feli iiltiiiii tre (lei (jiiali sono, aiiehe in (jin^sto secondo caso^ 
rami lineari ])er 0 e non per Oj. 

Osservazione, Per seiuplicnta, n(^<>]i esempi pre('edenti ci 
siamo sinnpn* riferiti al caso in cui si abbia ima snccessione 
di punti inliiiitainente vicini sopra nn solo ramo. Se invece 
vengono dale, per esempio, due successioni di punti sopra 
due rami, aventi a connine i punti successivi ma 

non i scaglienti l’analisi sopra indicata potrà 

anc‘ora ap])licarsi ove si tenga <‘onto che le molteplicità asse¬ 
gnate in O's^i e (ncnielici in^gii evcaitnali altri punti 

elle sopra i due rami sono fronteggiati da 0.^) si scaricano 
sopra Os, ai sensi chd principio 11, (piando la loro somma 
saperi la molteplicità attribuita ad 0^. 

18. Nota sul comiiortiiniento effettivo delle curve polaru — 
Vogliamo indic^are una (‘h^gante appli(*azioiie dei priiicipii del 
liaragrafo iirecedcmte al ])robl(‘iiia di determinare il compor¬ 
tamento effettivo delle» polari in rapporto ad ima singolarità 
straordinaria, (), di mia curva f. 

Rifioriamoci al laiso c4(‘nn»ntarc? in cui la / (3 costituita 
d’iin solo ramo d’origini» (), a cui appartiene una siicces^ 
sione di : 

h plinti ninltipli d’ordine 
h^ punti uinltipli d’ordine Vj^v, 


/(,. ])iu)ti multipli d’ordine v,, 
u cui succedono punti semplici. 
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SiippoiTCìiio <lupprÌHui ch<5 (piei punti multipli formino 
un solo ^•rni)po di punti satelliti dolio h-mo punto v-plo, cioè 
che il ramo sia di ,i>enere si avrà i)ertaiito (§ 7): 

V = /ijV^ -H V, 


V,,_^ - 4- I . 

Sappiamo già dal § 14 che le polari di f j)osseggono al¬ 
meno la inolleplicitii (virtuale) —I in ogni punto v^-plo 
di /(i = 0 , e sappiamo dal § H) die <‘sse hanno con /’ 

precisameli te —l) + v—I iiit<u*.sezioiii riunite indi’ori¬ 

gine Oj giacche l’abliassainento della classe dovuto alla sin¬ 
golarità 0 vale appunto — 1 ) 1 -v— 1 . 

Itisulta di (jni (die le polari di/si trovano fra le (Mirv(* 
soddisfacenti alle condizioni di possedere: 

l) la inolt<>plicitii virtuale — I in (dascavii punto 
v^-plo di /, 

*J) e di avere con / nn (‘oiitatto (v — l)-puiito, cio(* di 
passane ancora virtiialmeiite per v — I punti semplici di / 
successivi all’idi imo punto multiplo. 

Aggiungasi (die 

3) lina polare geiim'ica di f v mia curva avente in O 
la molteplicità (^ftettiva v— I e non v (cfr. L. 3% § 4). 

Ci(') posto si cerchi di determinare (jiiali sono le iiiolt<-- 
jilicità effettive di una 9 g<merica. A tale s(*opo vediamo di 
(mstrnin* ima (Mirva 9 , imponendole aiizimtto le indicate mol¬ 
teplicità virlnali — I nei punti v^-pli <li/, cd aggiiuigeiido 
la condizione di av(n’e con f 1111 (»oiitatto .s-i>initOy dov(‘ si 
daranno a s* valori ciTs<*eidi lino a v —1. 

'reiieiido presenti lo relazioni di prossimità (che si r<m- 
doiio visibili nello sclUMiia grafìeo del ramo), avremo cln^: 

11 valor(‘ .v = v,.— 1 il massimo valore di s (di(‘non dà 
luogo a scari(»anienl() di molteiilicità virtuali dai \nuiti s(Mii- 
plici di f all’idi imo punto lunitiplo; ma, per s v,,, la (^omli- 
zioiui di contatto imposta alla 9 si tradina», non pia con un 
ertettivo i)assaggio di essa per punti senipli(d del ramo, ma 
coiraciiiiisto della molteplicità efì’ettiva v,, (aiiziclu' v,. — L) 
nel primo limito di f di molteplicità v,.. 
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Qniindo Vcaria fra i valori v,, e = —1, la coiidi- 

zioiie di contatto imposta a 9 ha per effetto di annientare (di ima 
unità per ciascuno) le molteplicità dei punti v^-pli del ramo f; 
invece per = le molteidicità che dovrebbero essere 
assunte ila^li à,, punti snddetii si scaricano sul precedente 
punto v^_j-plo,e da questo sul primo punto della stessa moltepli¬ 
cità. Quando .s* varia fra e + v,, — 1 =v^_2 —1, 

torna a crescere, di una unità per eiascnno, la molteplicità 
dei punti v,._^-pli di /, hncliè — per — si dà luogo a 

scari<»amento di molteplicità dai punti v,._^-pli al punto Vj._,-plo 
che li fronteggia, e così di seguito. 

Prosegiiiaino a far crescere .s*, fino a che esso assuma il 
valore 

= V — 1 = -\~ V 2 — 1 = 


trovercuiio allora clu^: 

il detto valore, .v = v— 1, esprime il massimo contatto 
che una curva 9, passante pei plinti v^-pli di / colle niolte- 
jdicità virtuali — I, possa avere con ./, senza possedere in O 
nua molteplicità superiore a v — 1 . Inoltre le niolteplicità 
effettive assunti^ da 9 nei punti uniltipli successivi del ramosi 
verranno espresse da una legge (Valientanca: i punti v-pli dì/ 
sono (V — I)-plì per 9, i punti v^-pli die seguono sono di 
molteplicità Vi, i punti v.^-p]i seguenti di molteplicità — I o 
così di seguito. 

Questa legge d’alternanza vale ad esprimere le moltepli¬ 
cità effettive delle curve iiolavi di ,/*, anche <(iiaiKlo il ramo di / 
sia di genere g '^]* purché — dove si trovi v^. divisibili» 
l)er (e ipiimli tutti i limiti successivi ad 1111 punto rplo, 
e fronteggiati da esso, slmio di eguali» niolteplicità) — si ponga 
formalmente^ per a dispari e. 

con V3,.i = v-. 

.V eoiiferiiìa dell’iiiihi/jono chi» vale a stabilire la legge 
d’alternanza per le molteplicità delle polari nei punti succes¬ 
sivi d’iiii ramo/, valntereind il eoiitatto die la curva 9 (dotata 
di niolteplicità virtuali — I nei punti vrpb) acquista con/. 
Tale contatto viene dato dal niiiiìero e si lui: 

1) per il fatto die la 9 possiede negli punti v^-plì 
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<li / la molteplicità (anziché — 1) 


cioè 


.V> 


2) 0 per il fatto che la (p possiede ancora la moltepli¬ 
cità V.,, anziché v.— l, negli li^ punti v.,-pli di /: 


cioè 


.v>v —V, 

> V — Vo + Vo — Vo , 


-- V — V 3 ; 

<* così (li seguito: 

s>v —V^, 


fjii coiulizioiie relativa all’ultimo griijìpo di punti, cioè 
agli hr punti Vj,-pii se r è dispari o — in caso contrario — 
ai V,.— I pilliti semplici scaglienti, porta 


,v = V — 1 


almeno, e — come già abbiamo avvertito — non si potrebbe 
snpenire con s (piesto limite, dato che il punto 0, v-plo per/, 
lieve avere per una 9 geiieriea la niolleplicità v — I e non v. 

(Concludiamo pertanto (nniiiciaiido il: 

Teorcuna: Si ahhia ììu<( curva J] dotata di un imuto ^j-ido O. 
4 ' costituita di ua solo ramo; il comporta mento effettivo di una 
polare (leuerira 9, rispetto alla singolarità 0, viene determi¬ 
nato dalle condizioni: 

1) di possedere in ciascun punto v-plo, iulìiiitaincnte 
vi(*iiio ad 0, la uiolteplicitii virtuale — I; 

2) di avere col ramo di / 1111 contatto v — l punto; 

o) di avere in 0 la iiioltc^plicità (affettiva v— I e non 
una molteplicità superiore. 

Le molteplicità effettive di che si ottengono in forza di 
codeste condizioni nei punti successivi di f d^ ordine v^-, sono 
espresse dalla legge di alternanza: 

la 9 j>c.v.v/c(?c la molteplicità in ciasenno del punti 

V2t+ri^// molteplicità v^^— I nei punti yzrplL Qui si deve 
int(Mider(^ eia» gli iinliei b dei iiiiiiKnd v^, siano deliiiiti in modo 
(die: i niiiinud (costituiscono una successione di iinineri essen¬ 
zialmente iKisitivi e gvneralineiite decrescenti, ma dove si trovi 
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jiii v,: _i con / (lispaii niiiHiplo del successivo v» (<Vì_i), sì 
pon,i>’u Vi-i =7^Vi + Vi_,_i con v/ii=Vi. 

Chi voi;liu vendersi conto del skfnìficato di questa conven- 
ciane fonnaJej si riferisca allo sclieiua «“valico del vaino, il (piale 
può venire diviso in traiti succiassi vi mediante i punti <4ie 
cadmio nei vertici dei suoi angoli, il vertice suddetto essendo 
attvilinilo al tratto che con esso s’inizia. La nostra conven¬ 
zione ha per etfetio di (‘Oiisidtnan^ come origine di mi tratto 
(al pari dei vertici) aiicln^ l’nltinio pillilo satellite di nn gruppo 
ch(^ dia luogo a ini ninnerò pari di tratti. 

Si può passare dal caso ehnuentare trattato innanzi al 
<*aso di ima carm costitnita di p/à mm/, sostitiKUido a <tuesta 
lina curva spiv.zata, le cui componenti osculino i detti rami, 
ed appli(*and<) il iirincipio di foruiazioini della polare rispetto 
a ima (Uirva composta : (m)sì per la curva 

il (‘oinportameiito elettivo della polare di mi i>imto generico, 
(jinile può sn])porsi il punto all’iiitiiiito d(41’asse y, si ottiene 
scriviMido: 

?/ ^ 29 , 

dx dx dX ‘ 


M). Le singolarità straordinarie come singolaritàdiiiiiti. — 
Le condizioni clu‘ esprimono il passaggio di ima mirva /per 
certi punti iiifiiiitameiite vi<diii ad mi limito proprio 0, ove 
si assninmio <*oine niolUqilicità virtuali le molteplicità idfet- 
tive IV —r), si possono iiiLu'pretare come limili delle con¬ 
dizioni di passaggio di f per altrettanti punti propri ordinari 
a tangenti distinte, dotati dì uguali molteplicità, cli<‘si av\i- 
(diiano indetin itameli te ad O. 

A tale scopo giova snpiiorre la/di mi ordine n così alto cli(‘ 


I(^ condizioni snddidte 


in niiiiKa'o 


di y 


?v(>vq-1 


si<‘iio immo 


di 


n(n-i- 2)) 


a indipend(Miti fra loro; il ch(‘ può sìmiiiiiv snii- 


porsi agginngeiKlo cvimtnalnKmte ad f ima curva arbitraria 
non passante per (). 

Ciò iiosto si iiotrà fornire ima dimostraziom^ induttiva 
del l(mr<Miia <4i(^ abbiamo in vista siqiponendo (die esso sia 
stabilito per le singolarità di specie .s, ed estendendolo alle 
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siii;»olurUii eli specie s-hU A tale scopo, avendosi in () ima 
siiio<)hirità di specie si ese^oiiisca ima Irasforniazioiie 

quadratica (die muti 0 in mia retta o, sulla (piale^ v(‘rraiiiio 
posti ili evidenza, coirne punti multipli propri dedla curva 
trasformata f) i punti 0^, 0,.... che apparteu<>oiio all’intorno 
ded prini’ordine di 0. Ora è h^cito costruire ima curva J\ vicina 
alla /, che posseo^a le iinMlesiine molteiilicità nei punti fon¬ 
damentali della trasforniazione, che alihia delle siniiolarità 
di speMue s vicine ai punti Oj, O,.... fuori della riUta fon- 
dainenlale e, qin^ste singolarità riprodii(*endo id^mi icaiinuite 
quelle di O,, salvo la loro posizione nel t^iaiio. Alla 

curva F corrisponde ind piano di / ima (Mirva F che ha per 
liinite./’e ch<*. possii^le vicino ad 0 singolarità di specii^ ^.s -h 1. 

Così resta dimostralo (die: 

Ofjnt Hiitgolariià dì ìfua iurcn J\ la (funìe eoasti dì più 
pnutì inultìplì iììjìììitameutv ricini ad un punto propri(> r-plo 0, 
.vi può riguardare c(lctt ira mente come Hingolarità-ììmitc dedotta 
dalVarrìeinamento di punti multipli propri a tangenti distinte^ 
dotati dì uguali molteplirità^ che tendano al pìfuto r-plo O. 

n resultato ottminto vimn^ eoniphdato dal teoriuna 
se.i>‘Ueiite : 

Ogni singolarità dì /, (di(‘ consti di nii (*(‘rto nniiKn’o. .v, 
dì punti nmltipli infìnitamente viidiiì ad nn punto projirio O, 
si può otl(*inn‘<^ (*om(^ limite dì una singolarità oho consti del 
])iinlo () o dì s i)initi iiinllipli inlìnitaineiih^ viidiii dolati didle 
sl<vss(^ molteplicità, e sia costituita da rami lineari, 

A tale scopo si sottometta f ad nim trasforniazione (]na- 
dratica. (‘ol punto fondanieutale 0; la/‘si muta in mia/, dotata 
in «'(unu’ale di punti multipli intinitanumte viidiii appartenenti 
alla rcUta fondaiiientah* o — J R ^fa, poiclu'^ l’ordine di / 
si ptiò snpi)orr(‘ ahhaslaiiza «rande, esiste mia curva vi(dna 
alla f, alla (|nah^ sì asse«nìno n«nali singolarità nei punti 
propri di .1/> (oliriadu'^ in 7>, O), in ,i»nìsa però che le nda- 
tiv(‘ lanutmli ai rami sieno molati^ d’im ])i(*(*olo angolo risp(‘tto 
alla lauta A lì. (^)ii<‘sta op(*razione si pim iiiiina^’inare ripetuta 
per tiitt(‘ le (airve trasformaU» succiassi ve di /, ind piMX'iMli- 
immto (dn* porta a s<do«liere'le sin«*olarità di f. 

Se ne (hxlm^e ima curva F vicina ad /, chi» ha lo sti^sso 
ninnerò dì punti iiinltipli condensati in 0, ma possiiale sol¬ 
tanto lami lineari. c. d. d. 
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Conviene au’giiiii<>ere die mentre la enrva F tende ad/, 
nii certo numero h di tangenti condotte ad F da iin punto 
generico Z^, per esempio dal punto alPiiitinito dell’asse?/, 
tendono alla retta PO^ i loro punti di contatto venendo a 
cadere in 0, A questa circostanza è dovuto il saldarsi degli r 
rami lineari in imo o pin rami snperlineari; pili precisamente 
mostreremo die si ottengono in tal guisa S(v — 1 )=rr — h rami 
di / per 0. 

L’analisi a cui (pii a(^(»€nmianio si può svolgen* come 
segue: 

(j^iiando la curva= 0 possiede nel punto r-^do, 0 , dei 
rami snperlineari, gli r valori della finizione alge- 

brii^a 'ìj(x) nell’intorno di C, si lasciano dividere in i)in cicli 
modo die un gir<^ della x attorno ad a; = 0 
produce sulle f/i le sostituzioni idrcolari indicate dai d(dti cidi 
(cfr. { \). ' 

Ora si (‘onsideri la funzione algebrica r(.r;, ]>rossiina alla 
y(x)^ didiiiita dalla mirva F{xY) = 0; per la (]iial(‘ si deve sup¬ 
porne due rr==:(l inni sin pili punto di diramazione; la Y(x) avra 
in g(ni(‘rale ]n’ossimi ad :r — 0 ^(v—I) punti di diramazione 
semidici, giacché — desigiiaiid(^ (‘on n il iinimno delle deter¬ 
minazioni e con il genere — sì liaiiiio, tanli^ per la tfix) dn* 
per la Y(x). "2u -h2p — 2 (cfr. Ij. 2’\ v od) punti dì dirainazioin^ 
in tnlto, di cui ^(v— 1 ) cadono ino; —0 lyor la y(x). Ora 
un giro avvolgente tutti i punti di dirainazicnn* (lidia Y(:t*) 
lirossimi ad ,r = 0 , produrrà sui valori 1 "!^,.,. Y,. ima sosti¬ 
tuzione iirodotto dei eìdì ( Y^Y^.... Y^). la qiialie ^i riduce 

alla sostihizioiie ((/j ?/o quando la /^'tienile ad /. Itsiilta 

quindi die esistono jireeisaiiKmte v — 1 punti di diramazione 
della Y(a:) prossimi ad :r = 0 elie operano sui valori Y, Y^.... Y,^; 
giacebè se vi» ne fossero dì pih si dedurrebbe clic la funzione 
algebriea Y(ir) possiede più elle — I) punti di dirama¬ 
zioni nell’intorno dì x = i). Un giro formalo dai cappi elle 
avvolgono gli anzidetti v — 1 punti <li iliramazioni*, dà luogo 
al cielo (Y, Y,.... Y,). 

Pertanto resta provato clic: 

Le rurra varialniv F, rosiHì(ita di raìni limari e dotata 
drffìi stessi punti multipli della p che ha per limite f, possiede, 
per un pìiuto (jeuerieo (y/.—evo) v — I tauffeuti, coi punti di 
eontatio prossimi ad 0 , In carrispondenza ad, offni ramo d^ or¬ 
dine V di f: nei inulti di contatto viuigono collegati, in nii 
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certo ordine, ì v mini liiieuri <li F die villino ii snidarsi nel 
ramo d’ordine v di /. 

Aggiiiii<>asi che, se in luogo di mi punto gxnierico si 
consideri un punto F i>reso sopra ima tangente ad / in O. 
la (]aiile tocclii ini ramo di classe v', la retta PO appare (‘oine 
limite, non più di S(v — J), ma di S(v — l)-f-'/ tangenti alla F, 
giaccliè — jiosto F nel punto all’infinito dell’asse y — si avrà 
ora nn ciclo (yi?/ 2 -“yv//v+i-“-//viv') finizione alg<d>ri<‘a yix) 
al i3osto del ciclo (^i-?/v). 

(^ra osserviamo che, quando si vagginnge la (nirva/‘come 
limite della curva variabile F^ è lecito ritenen^ che per la F 
stessa coincidano in ima tangente v-puiita le v—l tangenti 
uscenti da nii punto generico P, e prossimi^ a PO, che colle- 
gaiio i V rami lineari di F saldaiitisi in nn ramo d’ordine v 
di /; ciò si ottiene facendo coincidere i relativi punti di dira¬ 
mazione. Se poi F viene iireso sopra la tangente al suddetto 
ramo (di classe '/), è lecito ritenere chele v-p'/—1 tangenti 
per P ad F coincidano in una sola tangente (v + v')-pnnta 
vicina all’asse //. 

L’osservazione che precede permette di stabilire il teorema: 

Ogni singolarità di una curva si può ritenere come limite 
di una singolarità ordinarUi costituita da rami di ugual ordine^ 
alla quale si avvicinino qyunti multipli distinti aventi la stessa 
molteplicità che appartiene ai punti infinitamente vicini di f. 

Per semplicità di discorso sni)porremo che / possegga 
nn solo ramo d’ordine v>l. Si operi una trasformazione 
ipiadratica ponendo in 0 un ponto fondamentale; si otterrà 
lina curva trasformata f la (piale avrà v intersezioni, rinnite 
in nn punto Z^, con la retta fondamentale o corrispondente 
ad 0. Ora il ramo di / passante per P avrà in generale un 
ordine v^, e — se <; v — sarà di classe v--v,, avendo 
come tangente la o. In ogni caso la / sarà limite di mia 
curva F avente nel punto P ima singolarità costituita di 
rami lineari, ma composta di punti con uguale moltepli¬ 
cità, e avente un contatto v-piinto rmn una retta (/ pros^ 
siimi ad o. È poi lecito ritmiere a sua volta la curva F 
come limiti^ di una F' dotata di punti multipli a tangenti 
distinte, <m1 avente ancora la o' (mine tangente v-i^nnta. Oi(à 
posto si ritorni al piano della enrvu/con una trasformazione 
quadratica, dove si nssnim^ come retta fondumentale corri- 
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spoiideiUe iid O lu retta o' aii/irdiè la o; otterremo eosj ima 
(Mirva F c'orrispoiidcMife ad F\ elu^ ha jier limito la/, e pos- 
sie<le in (J mi ramo ordinario d’oriliiio v, sod<lisfaoeiidr) aiudie 
alle allr<^ eoiidizioiii riehiesle. 

Dal pr<‘ee(leiit<‘ teorema seoiu^ (die; 

Of/ìu' shigolariià .straoriìiuarìH vomposta di pioitf dì mol- 
teplif ità Vi (/ = (), 1....) V vosiitidiu di li r) rnmi, si può 

riti aere come limite di punii doppi, fra cui r—h 

cuspidi. 

Secondo il teorema precedente si ritenga f coim^ limite 
di lina curva variaiiile F la (piale j)osseoi>a nel punto 0 
una siiiiiolaritii ordinaria costituita di li rami dello sU^sso 
ordine (die (piedi di f e posse^’^a inoltre, uelF intorno di 0, 
tallii pilliti iniiItipU distinti; ò lecito ora ritenere a sini volta 

la (*oiii(^ limite di ima (uirva dotata di punti 

doppi u'— t), 1....) fra (*ui r — li cuspidi, .i»ia(*cli('* il limito r-plo 0 

si ottiene (*ome limite di -- -—^ punti doppi fra (‘iii r — h 


cuspidi (cfr. L. , V lo), iiKuitro ^1i altri punti ?vpli ((>0) 
a tangenti distiiit(‘ si ottengono ciasmnio come limite di 


rATi — I ) 


o 


nodi, ('oii ciò viene dimostrato l’asserto. 


Il risultato ottenuto ilhimiiia l’osservazioin* fatta alla 
tiiie (l(d " Id, (die: nei riiruardi (lidie formule di PiaoKKK, 
(iiialsiasi singolarità di ima mirva può ritenersi equivalenti^ 
a un eerto uiimero di nodi e di cuspidi. 07/ equivalenti 
plueclceriani, anche nel caso di singolarità straordinarie, 
stanno a indicare la possibilità di definire la singolarità 
stessa come condensacione di nodi e cuspidi. 


20 . Complementi alla teoria delle siiiffolarità basata sulle 
trasfoniui/ioni quadratiche: sviluppi di Piiiseiix e punti inni- 
tipli successivi di im ramo. — Vo<»liamo coiiiphdarc la trat¬ 
tazione d(dl(‘ siii.iiolarilà, svolta in (piesto (tallitolo sulla base 
dell<‘ trasforuiazioiii (iiiadraticlie, stabihmdo per (jm^sta via 
mia nuova dimostrazione del teorinna di PrnsuLX sn<ili svi¬ 
luppi delle finizioni ai^(djriclie in serie* di potenzi' frat te (§ I ). 
(^)in si riattacca il metodo di HAMuriUMOU (OSTI) pi*!* il calcolo 
etiettivo (I(*i nominati sviluppi, e l’inversione dì (jn(*sto pro¬ 
cedimento conduce iinhiiU a ritrovare il resultato fon(lani(*n- 
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tale <lel ^ 7 coikmm-ikmiU^ i ])lm^i multipli siieec^ssivi <ìi iin 
ramo. Anzi tale resiiltaio fu ottenuto la prima volta con 
questo inetoilo, in una nota di XiiTiriut d<d 1890 . 

Cerchiamo dunque di dedurre la separazione dei rami di 
mia (Mirva /, in un pindo singolare 0^ la rappresentazione 
di (]iie!sfi mediante sviluppi di PcrsKrx, lenendo a fonda¬ 
mento la d<u*oinposizioiio <lella singolarità. 

A tale simpo supponiamo di avere eseguito snecessìva- 
inente tutte le trasformazioni quadratiche clu^ pmanettono di 
sciogliere la singolarità^ 0, di f. Il })rodotto di codeste trasfor¬ 
mazioni <iiiadraticlie sarà inni trasforniaziom^ birazionale dcd 
piano, di un cerio ordini^ m: 


I a;, ^ ?.(X,XX) 

1 ) < A, A.,) 

( ‘^3 r’y (^1-^2 J 

’iis designando tre polinonii d’ordiiui n? ; e le eipia- 
zioui 1 ) saranno inveriibili razionalmente dando luogo a for¬ 
mule del tipo 

2) I X,^b,{x,x,x.,^,) 

(si può vedere che l’ordine dei polinomi vale ancora aq 
ma qui non occorre ntilizzurc tale osservazione). 

Per mezzo didle I) la curva 


f(x^x,x,;) = i) 

viene trasformata hi mi’altra: 


Il punto 


.A^{Aj A^ Ag) —• (1. 


di f è fondamentale per la 1 i‘asformazioii<q S(‘ — (*ome è lecito 
supporre — non a<*<‘ade mai dì prendere una inetta trasfor¬ 
mata di 0 (mine retta fondamentale per una delle successive 
trasformazioni qiiadraticìie. P<m*cìò sarà identicamente 


ri:; Ì,(00I ) = ^ .(901 ) = 0. 
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Alle rette del i)riiuo piaiìo 


AoX., -h l.yx^ = 0 , 

corrispondono nel secondo piano, in forza della trasforma¬ 
zione 1), le curve d’ordine m 

3) -fi H- = 0, 

formanti una rete, e secanti la F in n punti variabili, dove a 
designa l’ordine di /. 

Alle rette per 0 corrispondono curve 3) formanti un fascio 
e aventi con Fu — r intersezioni variabili, e quindi r interse¬ 
zioni fìsse fuori dei punti comuni a tutte le curve 3). Codeste r 
intersezioni fisse formano un gruiìpo di ininti semiMei corri- 
.s'pondenti ad 0; tali punti non saranno in generale tutti distinti^ 
ma si ridurranno ad h{^r) punti P, P\... da contarsi rispet¬ 
tivamente secondo certi numeri 

V, V (v + V H-* .... = r). 

Agli intorni dei punti P'.... sopra la curva P, corrispon¬ 
dono lì rami distinti della curva f aventi V origine in 0; gli 
ordini di questi rami sono dati dai numeri 


Infatti, all’intorno del i)unto P in F corrisponde un ramo 
di / che viene intersecato da una retta vicina ad 0 in v punti, 
poiché la curva corrispondente — essendo vicina ad una curva 
che ha in P un contatto v-puiito con F — incontra la F" 
precisamente in v punti vicini a P. 

Cambiamo le coordinate omogenee in coordinate carte¬ 
siane, ponendo 

X, = X, X,= Y, X, = l; 
allora le 1) diverranno 


4 ) 


"^-9,(XYj’ y-VÀXY) 


Per la curva F{XY)—0 avremo, jiell’iuLorno dell’origine 
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2^ =(00), e supposto che ^V\ assi siano orientati in modo 
generico : 

5) A -p 0^2 JT" '4'' •••• 

dove 

«, 4 = 0 . 

Sostituendo nelle formule 4 ) si otterrà x e y funzioni anali¬ 
tiche di X, che saranno regolari per X=0, e quindi sviliip- 
jiabili in serie di potenze di X, qualora sia (nel punto P) 
^3(00) = 1 = 0 . Ma questa ipotesi si può sempre ritenere soddi¬ 
sfatta giacche si può escludere che P cada in un punto fon¬ 
damentale della trasformazione 4 ) (prodotto delle nostre 
trasformazioni quadratiche), e d’altra parte al punto P cor¬ 
risponde nel piano {xy) il punto 0 che non è all’infinito. 

Abbiam detto che il ramo di / corrispondente all’intorno 
di P viene rappresentato da serie procedenti per le potenze 
dì X; si può aggiungere che, il ramo essendo d’ordine v, gli 
sviluppi dovranno cominciare con la potenza X^ (come appare 
cercando le intersezioni con una retta ax -hhy = 0). 

Avremo dunque 

<>) j ‘ ' 

dove uno almeno dei numeri e è=j=0 (per assi generici 
lo sono entrambi). 

Itegli sviluppi 6) figura come parametro X; si può intro¬ 
durre al suo posto un altro parametro t, funzione regolare 
di X nell’intorno di X = 0, per modo che l’anzidetto ramo 
d’ordine v venga rappresentato da: 

( 

7 ) 

cioè 

v^l 

yz=:h^X-h ^ -b. 

A tale scopo poniamo 

8 ) «=('', y=%ut) 

(lesig'iiiiiido 6 una funzione razionale generica. 


F. ENRIQUES - li. 
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La cnrvii 

f(xy) = 0 

verrà triisfonuuta dalla sostituzione <S) in nn’altra curva 

fi'Ut) = 0 , 

e le tre equazioni siili ni tanee 

f(:Ht) = 0 , x = f, y = (){nt) 

permetteranno di ricavare inversamente «, t come funzioni 
razionali di x, y è quindi — per le 4) — di X, Y; in particolare, 
tenuto conto della 5), si dedurrà, per t mio sviluppo della 
forma 

0 ) t • —' c*j X Co X~ — f- I..*. 

D’altra parte — essendo per le 6 ) e 8 ; — 

con 

a, 4 = 0 , 

si deduce che t diventa iiitìnitesiina del 1 ° ordine perX =0 
e quindi si lia in 9): 

c,4=(). 

Allora la serie 9) si lascùa invertire ponendo 

X=d,t-|-d,r-q-...., 

con 

Se^iiB di (pii e dalla (j) che y si può rappresentare me- 

1 

diante una serie di potenze procedenti per il parametro t — 

Si ottiene dunque lo sviluppo rappresentato dalle formule 7), 
conforme al teorema di PuiSKUX del § 1 . 

Il ramo 

v-4 1 

7 ) y = h^x-\-h,x"' - 1 -.... 

lia come tangente la retta y = h^x^ cln» può sempre ridursi 
all’asse colla sostituzione 


X — x^ 


y—y — 'b,x‘, 
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allora l’eqnaziouo del ramo kì ridurrà alla forma 

V Fv' 

dove h è uguale al primo coedieieule hi {i>2) diverso da, zero, 

e v'(l> !.) designa la classe del ramo. 

Se SI assume la medesima laiigeiite al ramo come asse ?/, 

1 

lo sviluppo per lo potenze di cessa di sussìstere, perchè il 
coefficiente del i)rlrao termine diventerebbe iuliuito; ma sì 

trova invece uno sviluppo di y per potenze di . 

(Jtnesto resultato a cui ])erveuiinino col metodo di ruisìsrx 

si può stabilire nell’attuale ordine di idee come segue. 

1 

rartìaino dallo sviluppo di x per ?/% che — per (puinto 
è detto sopra — è della forma 

V ♦ v' 

x=an '' 

si tratta <li iiivertin* (Hiesta .serio e.sprimeiido y per le potenze 
fratte di x. A tale soopo eleviamo aiizitiitio i <liie iiuim'ri alla 
potenza v; verrà x' espresso mediante una serie pro<‘.e<lente 
l)ei' lo potenze intero di y: 

x'' = a'y'+'''-]- 

ora poii}>asi 

x' = 

avremo 

= a'y 

e la oiirva lno;>o dei i>iinti (yt) avrà nell’origline un i)imto di 
molteplicità v -H'/ a tangenti distinto, oorrispoudenti ai valori 

V 

di Mediante luui trasform.azione quadratica, eoi centro 

in codesto punto, i delti rami si Irasrormauo negli intorni 
di V-+-'/ punti semi)lici distinli, e (|iiiiuli per ciascun ramo si 
ottiene uno sviluppo in seri(* del tipo 

y — cc^t H- a 

ciò ehc fa apparire la sua liuearilà. 
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Ora, sostituendo per t il suo valore, si trova lo sviluppo 
ricliìesto 


V V 

y = -4-. 

Il calcolo (Iella serie si fa col metodo dei (Coefficienti inde- 
tenniuati, sostituendo lo sviluppo di y entro P equazione 
che così deve ridursi a una identità. 

Ter calcolare effettivamente gli sviluppi in serie che i)or- 
gouo la rappresentazione dei singoli rami di / nell’intorno 
del punto singolare 0, conviene seguire il 

Metodo di Hambuuoer-Wbiekstuass. Questo metodo con¬ 
siste nell’eseguire successivamente le trasformazioni quadra¬ 
tiche die conducono dalla curva F alla/, e dall’ intorno lineare 
del punto P al ramo corrispondente di origine 0. 

Per semplificare il calcolo si suppone che le trasforma¬ 
zioni (luadratiche con cui viene sciolta la singolarità 0 siano 
traforinazioiii quadratiche speciali con due punti fondamen¬ 
tali infinitamente vicini nel punto all’infinito dell’asse y^ 
del tipo 

V 

x, = x, 

cioè, in forma omogenea (sostituendo x, y. x , y. con -, - , —, — j: 

V z s zj 

x = x,z,, y = x,y,, ^ = 

(di qui appare che sono fondamentali per la trasformazione 
il punto x = y = 0j cui risponde la retta a;^=0, e il punto 
X — z = Oy nel quale le coniche della rete trasformante 
ax’^-h iyzcxz = i) toccano la retta all’infinito 0 = 0). 

Ciò posto si tratta di comporre la singolarità di un 
ramo, movendo inizialmente da un ramo lineare, mediante 
una successione di trasformazioni (juadratiche del tipo 
indicato. 
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111 uno ftUidio qualunque delia nostra operazione, avrcnuo 
mi ramo d’ordine ijl e di classe \i' con Porigine nel punto 
a;^ = y^ = 0^ e dovremo considerare tre casi, in rapporto alle 
diverse jiosizioni che codesto ramo può assumere riguardo agli 
elementi fondaincntali (l(41a trasforinazicme (piadratica 


cioè agli assi y^: 

1) Se la tangente al ramo è orientata in modo gene¬ 
rico, la serie raiipreseutativa del ramo sarà del tipo 


«d eseguendo la so.stitnzioiio si trova 

y = ax- 4- a^ x -l- .... ; 

<inesto ramo è d’ordin<> ^ <> di classe ii. 

2) Se la faugeute al ramo è la retta ?/,=(), die coii- 
ginnge il punto foudameiitale (y^=()^ .t, = oc)^ la serie rap¬ 
presentativa assume la forma: 


o _ 

iw ■ 


= +••••» 

e quindi il ramo trasformato 

y = a,x ^ 

è d’ordine |i e di classe d’accordo con la circostanza 

che la tangente ad esso (j/ = (M corrisponde alla tangente del 
Iirinio (?/^=0). 

3) Infine se il ramo tocca l’asse y^j lo sviluppo in serie 
1 

procede per potenze di : 

_r 
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ulloni il ramo trasfoi’iiiato 


2 tx+}x 
ji l-}x' 


ò (P ordine + o <li classo |i. 

Ciò i)Osto ò cliiaro oom(3 si coinpoiiga la siugolarità dì 
un ramo della curva /, a partire dalPintonio di mi i)inito 
seini)lice, d(‘lla (‘urva trasformata F. 

Tu primo luogo si assumerà come asse la tangente 
in P ad Fj che avrà im certo contatto r-pnn(o, ponendo in P 
Porigine delle coonliuate. La nostra trasforma/doue conduce 
allora a un ramo ordinario (di classe 1) d’ordine r: 


y — ff^x ’ + 

e se si eseguisce invece» di una h volte la trasforiuaziojie 
indicata, camlnare gli si ottiene, confonnemente 

al caso 2) un ramo d’ordine r (» di classe r^ = (]i —l)r LI 

r+r, 

yz=((^x ’■ +. 

Ora, se trasformiamo proiettivamente la euvva ottenuta, 
lasciando fc'rino x e sostituendo y con y — a;r, ci troveremo 
così nel caso l), ed eseguendo la sostituzione (inadratiea sor¬ 
gerà il ramo 

2r£-t-r 

y z=z OCX- H- (ij^x 4 -. 

Se inv(»c(». trasformiamo proiettivamente la curva 

y = a,x ~ 

seambiando x con y, veniamo a trovarci nel caso .'5), e così 
eseguendo la trasformazione (|nadratica sorge il rauìo 

T 

-aIovc 6^ — (|nale è d’ordine r—r p e di classe/-; 
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e se sì eseguisce volte la sostitii/ioue quadratica si arriva 
al ramo d’ordine r e di classe = (/^ — l)r h r 


il —h,x~ 

%■ 

da cui — earahiando nuovamente x con y, e ripetendo la 
sostituzione (piadratica — nasee un ramo d’ordine r" = r -t-r, 
e di classe r', e cosi di seguito. 

Il procedimento di calcolo riesce in tal modo abbastanza 
spiegato, e si vede in particolare come i coefficienti dello 
sviluppo in serie a cui in iìne si perviene, dipendono da 
e dai coefficienti angolari delle rette che nei successivi cam¬ 
biamenti proiettivi abbiamo assunte come tangenti del ramo. 

Aggiiuigasi die l’analisi precedente riproduce in nua 
forma semplitìcata il concetto geometrico qualitativo del 
metodo di TIamburuku (che Wrihustuass ebbe a modili- 
care mercè un più ampio uso di trasformazioni lineari). 
l\[a si riesco con Hamburger ad abbreviare i calcoli effet¬ 
tivi, introducendo per il caso dei punti nniltipli succe- 
dentìsi .sopra rami lineari lo .sviluppo abbreviato di 'I'aylou, 
(cfr. Cap. IH). 

Il procedimento di calcolo spiegato innanzi, conduce a 
costruire lo sviluppo di TursEUX rappresentante un ramo, e 
inette in evidenza come gli esponenti die tiguraiio in questo 
sviluppo vengano composti coi numeri che designano gli ordini 
di molteplicità dei punti successivi del ramo. Perciò, inver¬ 
tendo (juel procedimento, si ottiene una nuova dimostrazione 
del teorema fondamentale del § 7. Per questo scopo è lecito 
riferirsi — ove occorra — alla rappresentazione più generale 
del ramo mediante serie procedenti per un iiaranietro t ; così 
potremo dispiuisarci dall’inversione delle serie che abbiamo 
innanzi incontrato. 

Per determinare i punti multipli .successiei del rumo 


l) 


V-4-'/ V \ v'H-v'' 

y = ax rt, X I- n,^ x '' 1- .... 


procederemo come segue. 
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Assumasi dapprima la rappresentazione parametrica 


X — t' 

2/ = at'' + 4- «j 

dove 

<l 0, ^<1 =1= d, rto =1= 0. 

Cambiando y in y — ax e lasciando fermo x, si ijorta la curva 
ad avere come tangente l’asse x, avendosi ora 

( x = f 

r y = a^ 4- a., 4 - .... 

Dopo ciò eseguiamo la trasformazione quadratica che con- 

qt 

sLste nel sostituire y con * , lasciando sempre fermo x] viene 

X 

( x^f 

( y = C 4- (t. 2 1 ' ' 4- , 

che è la rappresentazione di un ramo d’ordine uguale al 
minore dei due numeri v e '/ e — se questi sono disuguali — 
di classe uguale alla loro differenza. 

Pongasi che sia 

>/ = ftv ~h Vj con 0 ; 

V 

Allora, eseguendo lì volle la sostifuzione di ?/con - , si trova 

X 

X = f 

( y = a^ -\- H., -h ... 

che è la raj^iiresentazione di un ramo d’ordine <; v e dì 
classe V — . 

Per ridurre ulteriormente (piesto ramo, conviene anzitutto 
scambiare fra loro le Xj y passando alla rappresentazione 

y = t\ 
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Ora dividiamo y per a:; si ha 

y_t^ _ 

^- .yj'' ’ 

• ^ (I 2 ^ •••• 

dove il deuomiuatore è diverso da 0 per < = 0; pertanto il 
(piozieiite viene espresso da una serie precedente per le potenze 
di t, la quale si lascia calcolare o con l’algoritmo della divi¬ 
sione o con l’ausilio della formala binomìale 


J «1 w(t) = 


1 


«I 



.Si avn'i quindi il ramo trasformato 

/ X = fflj - 1 - - 1 - .... 

2/ == i- .... 

\ «* «i' 

d’ordine uguale al minoi-e dei due numeri e v — e — se 
<iuesti sono disuguali — di classe uguale alla loro differenza. 

È chiaro come il procedimento indicato si prosegua, 
l’ongasi in generale 

v' = 7(.v -f- Vj 

V = -1- Vj 


'^3-1 = 

dove Vjj designa il masKÌmo comuii divisore di v e V, La siie- 
cessione dei rami trasformati pone in evidenza che il ramo 1) 
possiede di se^oiito all’origine: 

lì punti di molteplicità v, 

]i^ punti di inoKeplicità 


hj punti di molteplicità v^, 

tutti dipendenti dal termine dello svihii)po che ha come coef- 
lìcieute a^. L’ultimo punto v^-plo di questa successione viene 
I>osto in evidenza come origine di un ramo trasformato, die 
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l’esame del procedimento di calcolo mostra essere del tipo 


ì ?/ = Pi -1- Pi -H ••••, 

e ciniiuli (V ordine e dì classe v". 

Pertanto si troveranno i punti multipli successivi del 
ramo mediante l’algoritmo del massimo commi divisore appli¬ 
cato alla (coppia e v", e (*osì di seguito. 

In ultima analisi i pìinti lìiìiJiipìì sncccfisivi del ramo 1) 
reugouo determinati ricercando il masi^imo comvn divisore 
di vv' e poi di vvV',.,.., conforme al resultato già stabilito 
direttamente nel ^ 7. 
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Ije singolarità rispetto al Calcolo dlftereiizialer 


21. Formule generali per le derivate successive delle fun¬ 
zioni composte /(.r, //(>•))• — Abbiamo iM,to (§ 3) elio lo <*on- 
dizìoni afììucbò mia curva / possegga dati punti multipli 
iulìiiitameiite vicini 0, 0^, succedentisi sopra un ramo 

liinwe, sì fiossono tradurre mediante condizioni difterenzialì, 
relative ai valori delle derivate di / nel punto U. 

Per det<u*niinare imausameiite queste (?ondizio)ii, convieue 
anzitutto esprimere in una forma adatta le siueessire derivate 
della, /(ic//) considerata come funzione composta: f — f(Xj 
Porremo 

— ./m? 


dx 

dhf 

dt^ 


= yi 


Avremo in generale 


3 






Vi 




ossia, introducendo il simbolo oi^eratorio 


ei — 


3 


3 


3;r cy 9?/i 


3 \ 

_/3 3 2 \ _ 

f m ei b ?/i ”b ...• + • 


= (L •'* 1^' ’ 


Pm’ciò 
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Ora nella i)rinia parte dell’espressione di/^ appare il (piadrato 

( 3 9 

^ 2 y I 




a . a\%_a:/‘ , ,, ^-f , , 


9.r 


di i^iù l’intera si può ottenere eseguendo sox)ra f l’ojiera- 
zione che viene indicata dal quadrato simbolico del trinomio 

+//i -H 2/2 facendo attenzione che non vale per i 

prodotti di operazioni la legge di lìermutabilità. Infatti si ha: 

9 9f /9 9V / 9Y3 ( 


1 


‘‘dy 


ava , a\,. a „ 


mentre, essendo f(xy) indipendente da //,, cioè identicamente 

a 






segue 

' 9 


a. - a!,,)/= il-'- = (a. ^ 


dx 
9 


m 

9 


pertanto 


/. = V/- 


In generale la derivata d’ordine m,si potn'i ottenere 
eseguendo su f un’operazione rappresentata dalla potenza 
m-esima di mi polinomio: 

/ 9 9 9 

"" (a.f ^ dy + 

l'er ehi abbia inteso il siguilicato del simbolo operatorio, 
a spiegane il (jiiale ei siamo indugiati sul caso ai = 2, la 
dimostrazione d<dla formula e immediata: basta osservare 
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che, per i < m, si può scrivere 


/3 3 3 , „ 

d;, ay 


- Ij ••" '*'■ aL 3y,^., 


lyii — ^mfij 


^Vm—i 


giacché fi non contiene le variabili —•?//«—i? e quindi 

ideiiticainente 

—?— f. — 0 — f. — 0 




ìfm 


^Vm — 1 . 


\fi = 0. 


Abbiamo dunciue giustificato la formula I) mettendo in 
rilievo che: 

e quindi anche 

II) l^^f{xy) = Aff{xy), per i < m, 

forniula che permetterà di supporre, 

ììi ^ n , 

nel calcolo delle espressioni Aw”/j <li cui passiamo a<l occuparci. 

Per il calcolo effettivo di e per la deduzione che ci 
proponiamo di trarne, occorre sviluppare la potenza n-ma 
del polinomio in rapporto alla / su cui opera; e riesce 
in questo svilupi)o di raccogliere i termini simili con la sem¬ 
plice modificazione degli ordinari coefficienti numerici poli- 
iioiniali, grazie ad una qiiasi-permutabilità delle operazioni 
che entrano in gioco. 

Le osservazioni che qui occorrono hanno un interesse per 
il Calcolo differenziale; ma per la trattazione delfiargomento 
che ci occupa basta la conoscenza della formula finale VI) 
<li pag. 4G8 che dà lo sviluppo di (piale potrà essen^ 

assunta come presupposto della trattazione da un lettore 
frettoloso. 

Osserviamo che lo sviluppo della potenza di un polinomio 
viene giustificato in base alle tre proprietà fondamentali della 



W2 


Lwmo 


moltiplicazione dei mimeri: proprietà associai iva, distributiva 
e coiiuniitativa. Ora la projjvietà associativa del prodotto i)er- 
mane. (*oiiie è noto, nella teoria venerale delle operazioni, e 
per le operazioni che qui ci occorre considerare, sussiste 
ancora la proprietà distributiva che ci fornisce 


A — A A 


5^.- 


difi 


Ala non vale, come si è osservato, la proi)rierà commutativa 

d d 

delle operazioni ?/ìh-i (alineiìo (inaiulo r—M-1); 

.3 

e nemmeno la perìnutal)ìlita delh^ operazioni - con le ope¬ 
razioni A^, 

Tuttavia (pieste operazioni sono perumtabili a meno di 
un coottì(àente numerico, come risulterà dalla s<‘g’nente for¬ 
mula fondamentale : 


IH) 


di/ 


{m > ò, 


dove per n <i i si ha = 

g 

(^)uesta formula vale per i ~ 0, in qiiantochè e per¬ 
mutabile (^on A,^; dimostriamo che essa è vera per i-Pi 
quando sia supposta vera per /, e così ne avremo fornita la 
dimostrazione indotti va. 

Ordiinque scriviamo 


0 . 3/0 3 3 . . 3 

;r- A^ = -— l-» ■ 'Vi - ^ *d“ Vi'H-l ^- ^ •••• “1“ Ihn ^ - 

a® 


dx 

. 3 


-Vi 




3" 


3y 3?/i+, 
3 


d“-—+ ?Ah-i 


3?A- ??A. 


Vm 


3- 


\rl 


'^Ìfìn —i ^ÌU-ì-i 


e quindi 


3?A4-, 


_A —A «—Y 

^ ^ dyt 


OAI'ITOJjU hi 


4H3 


cio<\ in base alla fonnula III) supposta vera più* i, 


0... -^m ./ — ‘^'K'h.'r -*/W / “b \ ; ) 




' 3?/i 


+1 


o a 


A —_A —A - - " A 


?/A- HI 


« — 


9?/‘ 

^ i—1 A f 


A >1—i—1 ^_ \ i-i-if — -l^\\ n -i—i f 

>*i '3,, ?n J -■ \ ; 


dìji 


+J 


3 ?/‘ 


<*ssend() 


- A,,y=0. 

^/A-hi 


Sonunuiuìo le u^iiagliaiize precedtuili si decliiee 


9 


— A — 

or J - 


2?A_h. '"-'-Vi+l/-- 2r 
^iiiccliè, i)er una nota proprietà dei eoetlieìeiitl l)iiiomiali, 


a.,/ ^ Ib 


(n — 1\ In — li' 

( / H < . 


n 
i + 1 


T/auzidefctii fonmiìu foudauientaìe fornisce' la Ivgge di quasi- 


pernmtalìlità de^>ii operator 


/ 9 

L*atori L 


e A„/: i due operatori pos¬ 


sono i>ermutarsi a meno di un <*oeffìciente mimerico, che 
dipende dai numeri che li^urano nell’e^spressioiie acni i sii<ì- 
detti oi>eratori s’intendono ax)pìicati. Nel caso piu seinidice 
7i—7^ = 1 si ha la formula: 


H —1\ 9 


Invece jier li epialuinpie e 7.:— 1 avremo la formula seguente: 


a—IV« —L—A (n—ì—1u-hi\d'^__ , 

-^>n J - 


ì 




aVa —A /a —7(4 +A 3'^ 

À >■ ri >- j '"3^ 


dove si x)ossoiio sei!ii)lilieare i coetficienti nnnierici. Scriviamo 
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il quoziente dei numeri binomiali: 


^ / \ t / n — i 

e quindi 



n — ^ _ n 

n —2« u — 2i ’ 


j 


la formula precedente si riduce a 

*/“ 

Ciò posto, proponiamoci di calcolare l’espressione 


potremo svilni^pare la. potenza u-ma del binomio simbolico 
che ivi compare, e — in base alla legge di quasi permuta¬ 
bilità — raccogliere i termini simili come nel noto sviluppo 
newtoniano, salvo la modificazione dei coefficienti binomiali 
che vogliamo investigare più da vicino. 

Ordiniamo il nostro sviluppo scrivendo 


II, h) a 7V* ?/f 




7n-h1 


(àr:=0, 1....;. 


Per 

tenuto conto che 


n = ìli + 1, 


yn+lf - . *m ^ 

m-t-W WH-l w»' ? 


si ha 



e quindi 


3y-j ?4v+U 

Q,{m, m q- J, 0) = 1 

m +1 

a(m, m + 1 , I) = l = - , 


mentre i coefficienti successivi nello svilnpiJO del nostro 
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binomio simbolico i)Ossono ricevere qualsiasi valore, perchè 
— tenuta presente la II) — le derivate risi)etto ad <li ^m\f 
con i<i m sono tutte nulle. 

rroset>’uendo i>oi a <*alcolare i coefficienti h) per 

« = con l’applicazione della legge di quasi 

permutabili là, si troverebbe die codesti coefficienti sono i 

numeri binomiali divisi per (m H- l)^^ Questo resultato 

essendo già stabilito per a = m4-l, ne otterremo la ginstili- 
cazione induttiva dimostrando che, se esso è vero per a, e 
V ero anche per + 1. 

Snpi)oniamo dunque che sia, per un certo valore di a, 



e calcoliamo il coefficiente di 


^ j I hf 9/1 


./ • V 




nello sviluppo di 


^n+l n 
“‘m 1 W 




^ìfi 


-) XLh ./■ 


Avremo 


a{m, n -H 1, '0^ ?/l. 1 = 


(hi + \lt ij 2/,,1+1 + j 2y 


2h 




m+l 


(dove si è usato della proxirietà che la moltiplicazione per 
è permutabile con l’ojierazione che non contiene tale 
variabile). 

Applicando la formula IV) si trova 




a. + J, li] = 


(ììì + 1) 



il — il 4- J a — /# 1 — iiM } 

/*(?a*-f-l) il — ìi~^l ] 


1 + 
(afc-f-l)^\ h I’ 


Così resta dimostrato lo sviliipiK) ilella potenza a-ma del 
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binomio simbolieo 




espresso <ìiiìla formula V); fippare qui ohe i cueflìeienti si 
ottengono semplicemente dividendo i solili coefficienti bino- 


miaìi LI per le potenze + ciò die equivale a conser¬ 


vare formalmente io sviluppo newtoniano, sostituendo 


COU 

m + ] 


dei : 


\ e inauteueiido gii operatori itila sinistra 

1 ‘ \m + I dy j 


/■= f 


Ora si può ai^plicariì la formula Y) allo svilni)X )0 dei A“ ^\f 
per le potenze di ^ di seguito; otterremo in tal 

guisa uno sviluppo 


11 y\ 2yi 


.... + y. 


in tutto analogo allo sviliijipo della potenza n-ina di un xxdi- 
nomio di )» — ì+2 termini; i (coefficienti del nostro svilui)x>o 
coincideranno coi <*oefficienti x>o^ioomiali (piando si sostituisca 


ciascuna delle y,, (r = i-h 1-H 1) (*on 


La validità di (plesto svilniixm r(vsta x>i<^uaniente dimo¬ 
strata osservando che lo sviiupxm della xmtenza del x^dinoinio 
si può dedurre con applicazioin* ripetuta dallo svilupx)o d(dla 
X)oteiiza del binomio. 

Dunque otterremo la s(*gu(mte formula, estensione 
della V'), la quale vale ad (\sx)rim(*re 1^ lìoivMze di 

una qualsiasi A^/ (i~n —I, n —2,....): 


f—y _ 

i*' ~~ ^h \ hA h. . 


il ! lui !.... hm ! d-1 dyJ \i+2 dyi^J [i + L 9//, 




]l + ìli •••• ^bn — 1 


e dove riescono nulli, e quindi sx)aris(50iio xier i>0 e/=/(.T//), 


OALMTOLO JIL 


407 

i teriuini per cui non sia coutemporaiieameute 

Jl hi •••• t::::;!!! • 

L’espressione i>rece(leiite si ruluce, eseguendo le deriv^azioni 
risx>etto a y^ che ligiirano nel termine generale 

/ 3 Y^r-hi 

della sommatoria; invero la derivazione ha 

\dy,.+J 

per effetto di abbassare l’esponente di yr-i-i h^. a h^ — 
inoltii)licaudo couteini)oraueamente i)er il coefficiente numerico 

hrl _ h,A 
(/(,.—7(,-+j)! ~7.V i-J’ 

dove si è x>csto: 

f-1 ^^4-0 5 •■■■ m h 

Ora la nostra formula vale ad espriiinne (‘Oine un x)oli- 

iiomio ordinato per le //i-i-i «...y/ii-hi ? elevate agli esponenti 
e moltiplicate per hi <U‘rivata Arma <li 
rispetto a ìJì^ dove 

h'i - ■“] le 1^2 •••• d~ \ { • 

11 cocHicieute numerico di cui e affetto eodeslo leruiiiie 
generale sarà 

' 1 / 1 y'^+i/ I y^^ ni /e! 

.ai + 1/ -'^ + 2^ [l+ ij hi lui AVi! 

Qui appare evidente che spariscono i fattoriali hA 
e COSI la seconda x^^U’te del coefficiente numerico si riduce 
semplice mente al coefficiente polinomiale 

a! 

h 1 I 1 

I fattori che tìgurniio nella i)rima parte si ])ossono opimrtn- 
iiaiueute congiuiigere alle yt^^j ?A-e 2 -—T/m-hi; essendo 

hi = Ici^^ + lCi^.2, "1“ •— + j 


potremo distribuire i fattori del divisore {i-hiy^^ attribuendo 
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4fiS 

come divisore di come divisore 

di ?/i- 4 ..>, eco.; analogamente potremo distribuire i divisori (i-1-2) 
fra le variabili all’uguaglianza 

7# 4 - 4-1 -A 4 ^2 “1~ ^^4-3 •••• "1“ 

e così di seguito. Per tal modo la lìgurerà nel polinomio 
divisa i)er t + l, yi-^o divisa per (i 4-l)(i 4-2)...> ed 
divisa per (i4-I)(i4-2)....(7U +1). 

Facciamo un altro passaggio tirando fuori da 


/ /A+r / il yi^rY^-^^' 

\(ì + I ).... (i 4- r)j ~ \(ì 4- r)\) 

il fattore ricordando che 7u = -l-fci_i -2 4-....4-A'>„.4_j, 

avremo la formula finale 


A 


71 

J/J-f 1 


/ = 


ni 


Mlù h!. 


• hi * 


il 


’'i d’'i t. 


( !fi+i >Ji+i 

\{i+L)lj l(i-l-2)!; 


' ?/->»+! 
,0«+l)!/ 


dove 

Ili = hi “P "F •••• "P A:^^,4_^, 

li = — J A'4-4-j 4“ -A’i-ho 4- .... 4- (?a — i ^ ( 5 


in (iiiesta formula gli indici che vi lìgnrano sono tatti > 0^ 
e non importa indicaiaie esplicitamente i limiti di variabilità, 
l)oichè al disopra di (luesti i termini corrispondenti siniriscono 
diventando nulli (così, per es., per lidi) (^). 

La formula YI) porge V espressione generale di come 

polinomio ordinato per le potente di hi-—y 7 > 2 -hi? figurando 
come coej/icienti di queste le derivate di rispetto ad yi. Essa 
val(‘ per cpialsiasi valore di i<m (i)er i = 7u4~l si ridnc(‘ a 


(^) A questa formula si può dare maggior simmetria surrogando la 

variabile di derivazione ìJì con il che ha per effetto di far scomparire 

il fattore <*!, ridiicendo il coefììciente numerico a un puro coefficiente 
X)olinomiale. 
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un’ideutitìi); hi particoluve per ?=() si ottiene Vespressione 
effeMìva di per le derivate di / rispetto ad a;, y, cioè 

(scrivendo /<(, = li ): 


VII) 


-^:+i/=s 


ii\ li. 


....lim+i^- ’èx”- cìf'^ \V.j \l\j ""U« + n/ 


Per n le foviuiile VI) e VII) rispondono alla que¬ 

stione del calcolo delle derivate ; l’espressione di <iuesle, 
corrisi)oudente alla posi/jojie ?* = I ed n = + l nelle for¬ 

mule VI), s’incontra ìjj Stolz (^) che i)erviene a (piesto risul¬ 
tato direttamente, senza far uso di simboli e di concetti della 
teorìa generale delle o^jerazioiii, 

22. Condizioni differenziali che caratterizzano le molte¬ 
plicità dei punti snccedentisi sopra rami lineari. — Le for¬ 
mule* stabilite nel precedente paragrafo, (a cui si riferiranno 
le (dtazioui coi numeri rojuani I) II),...), i)eriuettouo di rico¬ 
noscere facilmente le condizioni perche la f possegga una 
successione di punti multipli (r > .v > «-....) soima 

mia paiTibola ]}ex l’origine 0: 

ff 

y=^yx h . 


Anzitutto le condizioni perchè la/passi r volte per il punto 0 
si esprimono annullando insieme ad f i difterenziali succes¬ 
sivi 4lf\ iV~\f solerà una qualsiasi retta o curva = 

condotta per 0 (cfr. § 3), ossia annullando le derivate totali// 
ilolla funzione comimsta / 0 t 7 /(;r)), che ijorgono i coefficienti 
dello sviluppo di questa funzione per le potenze di x. 

Ora, tenute presenti le formule VI) per i = si otter¬ 
ranno le condizioni richieste annullando identicamente rispetto 
a le per h < r, di guisa che si aunnlliuo insieme 

a ^// anche le sue derivate successive rispcUto ad //^, Per¬ 
tanto, in base alla VII) ove si faccia jn = 0, si avranno 
, 1 * — j— 1 ) ,. . . , . 

le --- condizioni note, <*lie trascrivereino nel seguente 


d) Math, Aiinalen, Ud. 8, psi^'. 415, (1874). Taiìdy « Giornale di 
Mat. » (1864), ebbe già a dare una foniiula i>el calcolo delle derivate 
suddette. 
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(jiiadro : 

! 


9 9" 9’’“‘ 

f —0 f= 0 . — f—o 

^./=t''='’. j;ì/='’.-- 3 ;::;./=". 


A V— — f— 0 


gr —1 


gr —2 gr—1 

A /‘^O - f^O 


A -- /^O, 

‘ ^ ,.r—t.' 


U’ = ?/ = 0), 


Tj ^iovn avvertire elle (jiieste eoiulizioui possono anche 

scriversi in una forma equivalente ponendo al jmsto delle 
971 

e delle loro derivate risi)etto ad y, ie/;, e le loro 

derivate rispetto ad y (cfr. la VII)): la sostituzione appare 
legittima, notando che W e<piazioni scritte nella prima linea 
d<4 (jinulro 1) portano 

9.9. 9^ 9^'“^ 9^’”* 

~ d.c-^’ dir^' ^diidx-^'"" dìf--2x-^' 

(juiìidi l’annullamento di (iiieste (espressioni i^orla 


9a;”'^’ 9//'9rc'^‘’” 9rc-*^’ 


e così di seguilito. 

Pertanto otterremo le condizioni i)ercliè la / possei»j[»a 
in 0 un 2 )unto i-plo, espresse da: 

I ’ ?f 3*7 9’''-7 

?// 9y^ 9?/’ ‘ 

I 9 9^*““ 

I t] ^i) = ^,_-7 = o 

] • ' 9y* ‘ ?y 


^ 0 


(:f = ìj — 0), 
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(love le equazioni della prima linea del quadro portano che 
U) espressioni annullate nella seconda sieuo indipendenti da 
iò COSI di seguito. 

Ora le condizioni 1) o 1') si lasciano estendere al caso 
di punti inultipli infinitamente vicini ad 0. 

Se il pillilo Ojy iiifìnitaniente vicino al punto r-plo, O, 


nella direzione deve essere .s-i)lo per/(.v; 

(iQy 


r), si deb¬ 


bono aniiiillare identicamente (rispetto a y,, le fino 

alP ordine r-\-s — 1 incluso, per y^ = y\ A tale scopo, per la 
forimila VI) ove i = è necessario e siiffieiente die si annul¬ 
lino identicauieiite rispetto a (per = ?/= 0, = y ; tutte 

espressioni dove < r 4- v- 

Ma per 7i <<r, le A// rieseoiio già identicamente nulle 
in forza delle condizioni J ). L’auiinllameuto identico delle A.// 
per r<7i<r + s‘ — 1, tenendo presente il loro sviluppo in 

s(s -p 1) 

base alla foriinila VI) per i=:=J, dà le -nuove condi¬ 

zioni seguenti: 


A,./=0, = |.A,-/=0.... 3|7-, A,'■/=(), 


^ 0 , ^ 0 , 


{x=--yz^{}, y,^y)j 


le (piali caratterizzano Pesistenza (Pini punto ,s-plo di /, O/, 
vicino ad 0 inaila direzione y\ 

Anche (iiieste formule si lasciano scriverci in mia forma 
equivalente, ponendo al posto delle A// (r;<7i<:r4-.^— I) 
fhj sostituzione legittima peiadu'^ in forza delle I) 
(amiiillaiueiito identico delle per h <C r) si lui, per 

x = y = 0, 
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siecliè le equazioni 2) della prima linea portano 


/,.+! — A/+y,.... A/+*/, 


e così di seguito. 

Pertanto le condizioni relative al punto .9-plo, 0^, sì scri¬ 
veranno anche 


f 

/r = 0, 

a 

2?/i 


3 " 

. 

3.V-1 

‘ 3 ? 7 - 


1 

3 



2 ) 



' = 0, 

3 

^2/1 

r-^s —2 

= 0, 


J r-\-s — 1 - d 


. {x = 

V = 0 , 


Vj chiaro conn? i resultati ottenuti si estendano al caso di un 
])iinto successivo ad 0^ sopra una x)arabola 




Se 0,, deve essere multìi)lo per / secondo n (:<.v), si deb- 
})ono annullare identicanìente rispetto ad ?/ 4 *—? — ^ p^r 
x — y=^ 0, = y\ y.^ = y' — tutte le /;, tino alP ordine 

—• [, e a tale scopo occorre annullare tutte le A^^/. 
Ma, in forza delle 1) e 2), x^er x — y=:0 e y^~y\ riescono 
già nulle le A/^/ quando /# < /M-«; le nuove condizioni, in 

numero di —, vengono esi)resse annullando le potenze 

simboliche di A^/ e le loro derivate risx)etto ad y., che figu¬ 
rano nello svilnx>i )0 delh* A/^ secondo la formula VI) j)er i = 2, 
<love occorre tener conto che per le 1) e 2) si ha già 

0/1 

- 1 ' 

Dinupie le condizioni x)erchè / abbia in 0^, un punto u-plo 
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sono le seguenti: 


3 3" 3*'-^ 


3«-2 


^ r+s+if—^) ^i^ r+s+if^O _ ^ ^^^ r+s+if^^) 

^ìh ^Vi ^ 


cy .t 

^ r-f-g-f-te—1^-0 


{x = y = 0, y, = y', y, = y" 


Le quali equazioni si laseiano anelie ridurre alla forma 
equivalente: 


fr-hs - 

3y,-^’'+" “ 9y;^-^>-+* —**’•••• 

3“-* 

fr+s = ^\ 

3y/‘-‘ 

i 

3 3’^-- 

^ f —'0 ^ f — () 


I .tr-^s-{-it —2 ^7 

-f -0 



l —1 —' ^7 

Il 

Jr 

iii—y', 

?L = ?/'), 


essendoché — in forza delle* 1) e 2), o delle T) e 2') — le/,.^.^ 
e loro derivate si riducono alle e loro derivate, e quiiuli 

— in forza delle equazioni 8') della prima linea — le equa¬ 
zioni della seconda linea si riducono a quelle <lel quadro o), 
e così di seguito. 

Il resultato generale a cui si perviene, ove si consideri 
una successione qualsiasi <li punti 00^0^....0^...., succedentisi 
sopra ìin ramo lim^are i)er 0: 

r V" o . 


si può riassumere nella forma seguente. 

La vurva f (lehì)apassare per i puati successivi 0, 0^, Oo,.-C^iv 
con le molteplicità r, r^, = r, le con- 

dhloni di tale passaggio vengono espresse successivamente me- 

diunte sistemi 1), 2), ...J),...., o 1'), 2'), ....i'),...., di 

2 
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equazioni mi coefficienti di f. Il sistema i) esprime che (per 

x — y, j/j_, = »/<«-')) Ja — è: 

V) radice multipla d^ ordine rf. per la derivata 


dove 


fu - Aff- y, .... ?/,) /, 

7f = r + r, -1- .... 4- ; 

2 ) radice multipla d’ordine i \— 1 per la, 


r") e radice .semplice (almeno) per la 

fu = Aff, 

le ?' H— .... Ti — 1 • 

E jippoiKi iiecossiirio iivv^Mtire che lu espi-essioiie «pii sio’itta 
]>er In, «lerivnta //, vnl<‘ in «pianto som) so<l«lisfiitti i sisteini 
«li e(pin/JOiii 1), 2),..,, i — 1), siniilimoite i’espressione «li fh-hi 
«piando si a.u'^inn^'ano le «equazioni «l«eiin jiiiina lincea appar- 
femniti al sistenni i), o e«)sì «li se<>uit«). 

Quanto all’indipceiidenza (l«dl(‘ (condizioni (cIk* earatteviz- 
zan«) i punti (sc^mplici «>) in ni ti pii sne«*essivi «li una curva ffi 
V manifesto cli«e si hanno condizioni indipendenti per una 
curva f d!^ ordine ahhastanza elevato^ .U‘iac(die «)^iii nuova con¬ 
dizione vicine a contenere «pialclie «*o(ellìci(ej)t;e di f che non 
h^'iira nelle precedenti. 

Osservazione, Le* condizioni 1), 2), che caratterizzano 

i punti snecossivi 0^\ 0./'', (e(*c., sono stat(e da ii«)i scritte 

in «puulri triangolari, e pce.rcic') «nasenn «gruppo di esse può 
dirsi un « triangolo «li condizioni », Poipiiisi «die ciascuna 
(jondizione ven.ira tiirurata «In un se^uieiito di Iun,i>‘hezza uni¬ 
taria, di o'uisa (die la prima linea, orizzontale' «l«el ornppo cor- 
risp«>ndente ad nii punto «li iii«)lt«*plicità p risidti di Inii- 
^j^hezza p; p«)n,i>‘asi an«*ora che 1«‘ nostre successiv«m>rizzontari 
(listino fra loro di una lun.udiezza unitaria, allora P intiero 
«‘riippo dì condizioni di cui si tratta veu-rà contenuto in mi 
trian^j;’olo vettan.uolo isoscade «li (*ateti p- 

V^ah* la pena di osservare^ (specialmente in vista «Iella 
estensione interessante che si avrà ned caso di punti sncce- 
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dentisi sopra rami non lineari) elio, una disposizione opportuna 
dei triangoli di condizione relativi ai punti semplici o multipli 
dì fdà origine alV albero delle singolarità defunto nel §9, clie in 
questo caso corrisponde soltanto a un gruppo di rami lineari. 

Il diagraiiiiiia lia il suo massiiiio Aalore espressivo nel 
caso, a cui vogliamo riferirci, iii cui i rami costituenti la 
singolarità di / siano tutti reali; si ottiene allora, p(U’ <*osì 
dire, una visione microscopica della curva, dove i punti iiitì- 
nitauieiite aìcìuì appaiono come punti propri distinti: nel 
caso di rami immaginari si può usare ancora la sti^ssa rap¬ 
presentazione come schema, lasciando cadere il rapporto di 
posizione dei punti successivi segnati nel diagraiiiina <*oi 
valori della y\ uni segnando tuttavia punti distinti in 

corrispondenza a rami distinti. 

Si segui nel piano il triangolo relativo al punto r-plo O, 
designando appunto con 0 il vertice di questo. Si tìguriiio 
poi i punti 0^, 0^...., vicini ad 0 nell’intorno del prilli’ordine, 
segnandoli sopra il semicerchio, di centro 0 e di raggio ?•, 
che si trova al disot to della linea foriiiante il cateto orizzon¬ 
tale del detto triangolo: la posizione di 00^, 00, può deter¬ 
minarsi dal Aalore della rispettiva derivata y. Ora, prendendo 
come Acrtice 0^, si costruirà il corrispondente triangolo di 
condizioni assniiieiido il suo (cateto-colonna ind prolunga¬ 
mento di 00^, e l’altro cateto orientato come per il primo 
triangolo di \ertice 0 (sicché la rotazione del cateto-colonna 
al cateto-linea valga 90 gradi e non 270). Analogamente si 
procederà per e così per i inintì successivi a questi. La 

costruzione viene illustrata dall’annessa figura, e qui appare 








LlJiltO (^UAKTO 


47(> 

ralbero della singolarità foruuito dalle poligonali che sono 
definite dai vertici degli angoli retti dei nostri triangoli; 
V ipotesi che i rami delia curva / siano lineari porta che 
tutte queste poligonali siano ad angoli ottusi e non retti. 


Importa osservare che: 

Xr coitdiaioiti 2), 3),.... .vi possono interpretare come condi¬ 
zioni limiti relative al passaggio di f per punti m ultipli propri^ 

0/, 0./^. che si avvicinano al punto r-plo 0 {r>s>n..„\ 

quando il i)iinto 0^ si avvicini ad 0 nella direzione y\ e 

r/ 

f V 

X)()j 0, si avvicini pure ad 0 sopra la parabola y —ri;', 
e così di seguito. 

Scriviamo le condizioni 1) in relazione al i^iinto (/q y/à)? 
lo sviluppo della funzione /(/q y'h) per le potenze di h è 


^ 1 j i 

dx^ ’ 


e. poi<^he 0 è r-plo, 


f - 7, fr ’■ + fr+, ’ 


Ora la <‘ondizione/(/q y'h) = i) ecpiivale, a meno di intìuite- 
siini d’ordine superiore, alla/,,(00//') = 0, e così la condizione 
? 

3// 


/of\ 

/(/q?/70=d equivale al;^) 




dy, dy’ 


e così <li seguito. 8i vede pertanto che le condizioni scritte 
nella prima linea del quadro 1), quando siano ai)i)Iicate al 
punto (/q yli) divengono — a meno di infinitesimi d’ordine 
superiore —■ le condizioni scritte nella imiiia linea del quadro 2). 
8i può x)roc(‘<l(‘re oltre nella identificazione dei due qimdri, 
oss(‘rvando (die 


./■,{/q ?/70 ™ 











d- 


? 


sicclie, tmmto conto della/,. = 0, la condizione /\(/q yft) = 0 
si traduce al limite india = e lo stesso si dica j)er le 
derivate di risi>etto ad y, onde la seconda linea del 
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«liuidro l), riferita al punto (7i, y'h)^ fornisce al limite la seconda 
linea del (piadro 2). E così di seguito. 

Ili modo analogo, ove si siippougauo verilìcate le equa¬ 
zioni 1) e 2), si trova che le 3) proveugouo dalle condizioni 1) 

relative ad nu punto che si avvicini ad 0 

r 

secondo la parabola y tangente alla retta OOj, 

dediicendosi come limite da queste per /t = 0. Infatti — teniito 
conto che 0^ è .v-pìo per /, (in forza delle condizioni 2) — lo 

sviluppo della funzione/=/^/q ^/7i + j/', comincia col ter¬ 
mine in 


/ = 


1 


{r H- s) ! 




1 




■ \-~ .... 


Ora la condizione /|/t, -e ^/t'j = 0, equivale, a meno di in¬ 
finitesimi d’ordine superiore, alla/,.+^( 00 ?/ 2 /")= 0 , e così la con- 

/rj z=0 equivale alla (^/r+. 9 ) =^N 


dizione + 

Iiercliè 






2 ,, /(/', y'h + fh 


A 

/ 2 dy' 


E dopo ciò è chiaro come si prosegua la dimostrazione «lei 
teorema. 

Osserva::ione. È interessante notare che il teorema dimo¬ 
strato porge una unova via per dedurre le condizioni diftc- 
reuziali che caratterizzano i punti multipli iiilinitanieute vicini 
su rami lineari, giacché la defluizioue geometrica di codesti 
punti si può dedurre come limite dalla condizione imiTosta 
ad f di possedere dei punti multipli propri, che si avvicinano 
successivamente sopra parabole per 00^0.^ . 


23. Derivate delle funzioni foriiiiile fonda¬ 

mentali per le condizioni differenziali die caratterizzano le 
molteplicità dei punti appartenenti a rami siiperlineari. — 
Abbiamo detto che, anche nel caso di punti succedeutisi su 
rami iiou lineari, le condizioni i>erchè una curva / possegga 
dati punti multipli iiilìnitauieiite vicini, si lasciano esprimere 
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come condizioni dift’erciizinli. Ter ricoiiosccMc la forma di tali 
condizioni, occorre riprenderci e proseguire gli sviluppi fatti 
nel caso dei rami lineari. 

Importa anzitutto scrivere le (espressioni generali delle 
derivate^ della finizione ('omposta 


dove — 
prendere 


in relazione al teorcMiia di PtnsKUX 


converrà poi 


V : 


Porremo 




JP 

3n ? 


d>'’ F 
di'" ' 

d'x _ d'y 


(X„ = .r, Y^=y)-, 

il carattere adottato per la designazione delle denùvate di x e y 
rispetto a vale ad evitare confusioni, (piando si d(d)hano 
poi confrontare le Yi con le yi^ derivate rispetto ad x. 

Procederemo parallelamente a (pianto si è fatto nel § 21, 
introdiiceiK^o mi simliolo operatorio che è l’estensione del 
ivi (considerato: 


D 


m-hi 




d 

dx' 


3^3 3 

Y, 4- X, 4- Y, 4-.... - 


Y _ _V _ 




avremo fpiindi 

i Pn,=D::f 

\ Y>]J{xy)—T)\f{xii) per ?<)». 


I) 


Ihcr il (alicelo effettivo delle .F,„, e per le deduzioni che si 
liaimo ili vista, occorre sviluppare la potcniza a-nia della op<^- 
razione applicata ad / (a > in). 

A tale scopo, come nel § 21, confrontereiiio il nostro 
sviluppo con (tnello dtdla potenza di un polinomio, tenendo 
conto die i simboli operatori, (ignranti (pii <*oiiie addcnidi, 
danno luogo a prodotti per cui non vale la legg<‘ commuta¬ 
tiva, ma punc dotati di una qnasFpennìftahi/iti). 
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La formula fondamentale III (pa<>*. 492) da cui nel § 21 
veniva dedotta la permutabilità degli operatori A e 3 a meno 
tli un coefficiente numerico, si estende qui, dove si ponga 


e quindi 
Avremo ; 


Oi — 

D 


_ _u 

aX- ^ ■ 


dY,r 

m+i —• (^0 + ^1 + —• + • 




dx 


Y — 
^ìf! 




D" 


3 

dx' 




D\ 


- 3 

f, y' 

n i+i 


bastainlo applicare la formula III) del eletto paragrafo ai <lue 
addendi delPoi)eratore 

Ciò posto possiamo scrivere lo sviluppo polimoniale di 
per le potenze di (i>0) nella forma analoga a 
(piella del A^^^/che s’incontra a pag. 4(](>, giacche Panalogia 
si traduce <|ui in un vero principio di trasporto logico; si avrà: 


U 


./=£ 


al 


h\hMi 


M-i 



dove 


il -1- ìli “h* d- ìlyyi — a, 


e dove riescono nulli, e quindi spariscono, i termini per cui 
non sia 

Dulia formula scritta sopra si dedurrà lo sviluppo del 
eseguendo la nioltiplica/ioue del i)er Cifi, e quindi per 
il 5i_^2,ecc.; i)erciò osserviamo che 


m i — ( 


/»,! 


(K — hi+i ] 


X 


^i+2 1 i+ì 


/,. a 9 

3 3^3 \^‘i *»+i 

dYj \ ^ 3X; ^ 3 yJ 


come si verifica eseguendo successivamente volte l’ope¬ 
razione 

OrduiHiue, posto 


- ^b-Hi à|_|_2- Ìlììiì 


i 
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dedurremo: 


D” f= y__ 

"•+> J ^li\ iH+t !.... ! V 7 \{m 4- 1 ) ! 


Ili) 


0 \A'w-4-1 


-f 


X, 


i+2 




t-Hl 


\(i + 2)!3X, {/^-2)!3r,/ \(?:-i-l)!3X, ‘ (?: 4 


Av. 


f-2 / Xi-L 


3X, (m + l)!3Y„ 
3 Y .. 


<lo\ e 


Xi-j-i 3 Xt_^i 3 \ i-4-i Y^h .> 
M-1)! (i -Y JT! ST-l ' 

hi = 4- /ti^-2 4“ ? 


e ^li esponenti soddisfano alla relazione fondamentale: 

h 4- 2/c^_j_2 4- 4- {ìu H- I ■—■ ìì - 

La formula III) vale ad esprìmere il come un poli- 

uomio ordinato rispetto alle rariaiili e 

Yj+ij...., dove figuraìto come coefficienti le derivate^ 

pure e miste^ dei I>^f rispetto ad e Y^: per x = t essa si 
riduce alla VI) del § 2i. 

La formula indicata vale per 


i=ì, 2,...., JH, 

mentre per i = m4'l si riduce ad una identità; in partico- 
Uue per a = »a4-l essa por^e le derivate di cui apj)uiito 

veniva richiesto il calcolo. 

Nelle applicazioni che abbiamo in vista la funzione x(t} 
avrà la forma particolare 

1 V 

V ! 


mentre y sarà una serie «enerale che s’inizia col termine 
in f : 

y .V V 


-vM v+1 

V -' I A 4" 7 ■■ ■" , v“| t 

v! (V4-I)! 


In (luesto caso l’espressi<me <ìel si semplifica. 

Infatti abbiamo 


X^_,_i — X^^.j — ...— 0, 


c|uindi, per 


IV) JT f — V - ff • i ‘ ^ 
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dove 

]v —i “1“ “1“ ? 

ih — Jt ~i~“ i + .... + (iìl +1 — i) lìm^i • 

La IV) esprime il calcolato sox)ra il ramo d’ordine 

V (V < i) 

I 1 ,v 

x = -.t 

V ! 

y — ~T^ '4~'7 H-..... 

v! C^ + 1)! 


Aggiunga!^! che, i)er f = 0, l’esiìressione delle si sein- 

jdifìca avendosi 


x,= 


x„ 


= XVi = Y, = Y, 


Vv-1 — 


Iiifattì, svilux)i)ando iTf X)er D^f con la formula III) ove 
/ = 1, m 1 = V, viene 




Z, 3 \fcv 


dove 


^v/— S/^! ! ax, v! aY^) 

h (v — l)7fc^ n. 


Ma (oltreché i)er le., > 7*) i termini dello sviluppo xu'ecedente 
si>ariscono x)er ]i\, < 7^ essendo = 0, giaccliò 






è lina forma di grado ]t nelle X^, Y^, Invece per ]c^ — ]i si 
ottiene 




r„_3Y 
v! aYj ' 





M 


/ X, 3 
\vl dx 



In conclusione avremo .va/ nostro ramo iV ordine v e nelF ori¬ 
gine / = (), D”/=0 se u non è multix)lo di e altriiuenti 


V) 

con 



f'X, 3 

Iv! aa: 


Y-v 3' 
'v! dy, 


f 


li 


n 

V 
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Tenuto conio (*lie, nel punto < = 0, 

^> = 1 = !''- 

e, richianiando la notazione del § 21 : 


la formula V) si può audio scrivere 


f _ l A A jy 

V •' — /, ! 


Più ili generale avremo die: 


i 

dT 


/,v /ivi/a^yMy 






formula che per A: = 0 si riduce alla precedente. La giustili- 
cazione di questa si ha osservando che nel calcolo di ifjf i 
parametri che si sono particolarizzati per ^ = 0, sono diversi 
dalla variabile di derivazione. 

Ponendo l’espressione di queste derivate nello sviIni)po IV), 
ove si faccia i —v, si trova sul nostro ramo per t~0: 


VII) D” f—y __[ £.) A ^’”H 

dove 

]{, z=:i -h- Ì^^V+2 “P d* 1 

e 

il =: vA p d" —1 d^ d“ (WJ -p 1 v)/r,^_l4 , 


^ v+l 


La formula VII) per y=l si riduce ad mi ca>so particolare 
(i = 1) di una formula già incontrata ^lel § 21 che qui ripro¬ 
duciamo, con lo stesso numero, per comodità di citazione: 


VI) 4:.,-,/= 2 


/i! 


3 

.9?/i 


A.V' 


\2li '■■■ 


j/w-ei 

,(VH -H1) 1, 


hn-{ 1 
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24. Passaggio di una curva per punti satelliti e dia¬ 
gramma delle partizioni triangolari, — Le formule stabilite 
nel precedente paragrafo, a cui in questo e nei successivi ci 
riferiremo colle citazioni in numeri romani 1), II)...., permet¬ 
tono di determinare le condizioni differenziali che defini¬ 
scono i punti multipli di / appartenenti a rami siiperlineari. 
II caso propriamente elementare e caratteristico, in rapporto 
alle <lifficoltà che qui occorre superare, è il caso in cui si 
tratta <li definire il passaggio di f per i ininti satelliti di un 
0^, appartenente all’intorno del prim’ordine del punto 
proprio 0. 

Pongasi dapprima, per seinplicitii, che si voglia determi¬ 
nare le condizioni di passaggio di f per il primo punto O.,, 
satellite di 0^, cioè per il punto successivo ad 0^ sopra il ramo 
di secoiid’ordine 0^0/sia giù nolo che 0 = (00) 
ha per f la molteplicità r, 0, = (00//) lia per f la moltepli- 
citù s<Cr, (in guisa che debbono supporsi giù soddisfatte le 
condizioni 1) e 2) del § 22), e si designi con a la inolteplicitù 
di f in 0^, elicsi tratta di caratterizzare r>.s4-n). 

P(‘r il fatto che il punto 0 è r-plo per /, ogni ramo del 
^secoinr ordine di origine 0 


deve avere con f 2r iìitersezioui riunite in 0. Secondo il § 3, 
pag. 338, questa condizione si traduce colPaniuillamento di 
tutte le fino all’ordine 2r escluso, e ideiiticaiiieute rispetto 
alle iiJ base alla formula VII) (did precedente para¬ 

grafo) si è condotti cosi ad annullare identicamente i fino 
all’ordine r, rispetto ad (= e quindi siamo riportati 
alle condizioni 1) del § 22, che (pii giova ripetere: 



dx 

gr-.! 


3 

/ = o, 

9 92 9’’“^ 


dxdy' 


dx 9?/’ 


1 ) 
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Ciò posto, SO, come vogliamo ammettere, la/(che ha in 0 nn 
punto r-plo) ]>assa per i punti 0/ e 0^^, dovranno annullarsi 
sopra un (pialsiasi ramo di second’ordine per 00^0.,, non 
soltanto le derivate con m<C2r (che sono già nulle perchè O 
è r-plo), bensì anche tutte le fino alP ordine LQ*-f- 
(escluso), ove 

n = s n (u r). 


Ma, quando tali condizioni si suppongano soddisfatte, non 
sarà lecito aftèruiare che la f abbia in 0^ e 0^ risxjottiva- 
mcnte le moltei^licita s ed u, bensì soltanto che essa avrà ivi 
due molteplicità non crescenti la cui somma vale n, e perciò, 

nel caso generale, din» molteplicità ugnali al quoziente 

X^reso la i^rinia volta iìììy eccesso e la seconda i^ev difetto. 

D’altra xiarte, la inoltexdichà s che compete ad viene 
determinata esattamente dalle condizioni 2) del § 22, otte¬ 
nute intersecando con rami lineari |)er 00^; sottraendo dal 
nuovo grux>x>o di equazioni quelle che sono comuni alle 2) si 
riuscirà quindi a caratterizzare il x>ii^saggio di / x>er 0/^ 
Ordunque cerchiamo intanto le condizioni i)erchè si aninil- 
lino le F^-^^ {vt n) su tutti i rami di second’ordine 

X)er OO^Oy. Scriveremo l’equazione di un ramo siffatto po¬ 
nendo Xj = 1, Y, = y\ ove y' designa la coordinata della 
direzione 0^l 




V > Y, 


Così si tratterà di aJinnllare identicamente, rispetto a Y.^, 
le = ]\ra, tenuta presente la formula JV) x>cr 

basterà aniudlare id(»ntic{imente rispetto a Y^ i ancora 

Xun* m<^2r + a. Ihueiò ricorriamo allo svìIux^xm) del 7>.p’Mlato 
dalla formula VII), ov(‘ v ^ 2. 

Osserviamo che in questo caso si ha: 

li — li^ 

ììì = 2/i -j- 7^3, 


e quindi: 
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V) il lìiHSsimo esponente h u cui viene elevato il 
(per m < 2rn) è 


h 


2r-l- 7i 

? 


ina non si ha da tener conto dei valori /f < che corrispon-, 
dono a A/^/ identicamente nnìlì, in base alle condizioni 1) 
imposte dal punto r-plo 0; 

2"") per o^ni dato /# 

k << 2r H- ìt 2]i , 


Kisiilta di qui che le condizioni richieste portano: 

la deve essere radice multipla di A/y ~ 0 se¬ 

condo l’ordine n —1; 

la ij deve essere ancora radice di secondo 

l’ordine di molteplicità n —8, 

e ancora di Ay'+y=;0 secondo l’ordine n —5, e così 
di seguito. 

Si ottiene così un quadro di equazioni ordinato a triangolo, 
come il quadro delle condizioni che caratterizzano il punto 
multiplo 0, o il punto vicino ma dove il numero delle con¬ 
dizioni cala di 2 alla volta anziché di 1. 

Ora il nostro quadro conterrà tante linee quante ne de¬ 
signa il (quoziente intero per difetto ^ ^ , ossia il quoziente 


l)er eccesso ; da ciò si desume che 0^ avrà (almeno) la mol¬ 


teplicità 


H q-1 


. ila se invece la 


molteplicità 


che 


abbiamo 


attribuita ad 


Oj vale s > 


'il HH 1 


alle condizioni per il punto 


.s-plo Oj, che già figurano nel quadro anzidetto, si aggiunge¬ 
ranno altre condizioni complementari in forza delle quali y' 
risulterà radice di Ay^/(per à<;r-p.v) con l’ordine di mol¬ 
teplicità r-p.v — h. Completato con tali condizioni, il nostro 
quadro si lascerà ora decomporre in due (piadri triangolari, 
il primo dei (juali riproduce il (piadro 2ì del § 22, e l’altro 

porge condizioni clic caratterizzano il punto n-plo (K 
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(s + H z=ii). Scriviamo (ini i due (iiiadri, ponendo per brevità; 


ir¬ 

is-2,0) (.^- 1 , 0 ) 

1 ) 


{x = y 0, y, = y ) 

(.V, 0) (.S'-Hl, 0).(5-l-if— I, 0) 

(•v-1, 1) {s, ì) .(.v+jfc-3, J) 


ttH-2, h~2) (s — u — 2) 

?t+I, I) (a; —//= 0, 7/, = y), 

Le condioioni 3) esprimono che f jxissa con la molte¬ 
plicità n per il punto O,, satellite di 0^ sopra un raìuo del 
second^ ordine. 

Le eose dette si estendono facilmente al caso in cui si 
considerino i punti satelliti die succedono ad 0^ sopra nu 
ramo ordinario d’ordine v>2: 

Anzitutto si trova che le condizioni 1), caratterizzanti il 2 )iiiito 
?‘-plo Oy e(iuival^>ono alle condizioni perché tutti i rami 
d’ordine v di origine 0 abbiano ivi vr intersezioni con f; 
(in(\sta è una conseguenza immediata della formula VIL, 
(piando si proceda ad annullare le (ino all’ ordine vr 
(es(^ìnso). 

fu secondo luogo si esprimeranno le condizioni i)erclié 
il iKjstro ramo d’ordine v abbia con / vr-L intersezioni^ 
dove n designa la somma delle molteplicitii che si vogliono 
inix)orre ad / nei inintì semxdici Svilnpjiianio 

le {ni < vrd- n) per le potenze di mediante la 

formula IV) ove i —v-hl; si vede così die occorre annullare 



I (0, 0) (1, 0) 

l (0, 1 ) (}, 1) 


(0, s-2) (1, s-2) 
( 0 , 
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identicamente, rispetto a * ^v-Vi/ )»<vr4-n; ma 

— tenuto conto dello sviUipi>o VII) di si deduce che 

ìe condizioni richieste portano: 

la y^ — y è radice miiltiida di A/’/=0 secondo Por- 
dine n — 1; 

è ancora radice di secondo l’ordine di mol¬ 

teplicità n — 1 — V, 

e di secondo ^l’ordine n — J —2v, e così di 

seguito. 

Il quadro delle condizioni ottenuto in tal ^iiisa, permette 
di caratterizzare il passaggio di / per il punto multiplo 
quando si sottraggano le condizioni esinirnenti che i rami d’or¬ 
dine V—I hanno con/ n —p intersezioni, snpjionendosi vj><'a. 

In conclusione: le con(lÌ!:iioni relative al inulto p-plOj 

risultano in numero di e, usando della precedente 

notazione abbreviata si scrivono: 


' (»—(»—b).2, 0) {Ìl-~ì,i)) 

{u~p — vq-1, 1) (a — 2 ^ —vq-2, 1) . . . . (a —1—v, 1) 

1 ) \ [ ] \ \ \ \ \ \ ] [ \ ] [ /////////^ . 

I — '^7 P “ -) — ^7 2 ^ “ 

1 {il — py -1- V — 1, P — 1) {x — y — 0, y, = y ). 

Le condizioni perchè la f passi, con dare molteplicità, per 
i punti del ramo ordinario 




possono essere gralìcamente raìipreseutate mediante un dia¬ 
gramma. 

Segnarne sopra nn foglio di carta (piadrellata due assi 
cartesiani ortogonali: sull’asse orizzontale distendiamo il para¬ 
metro 7v, e sull’asse vertic^ale il parametro 7, assumendo come 
senso j)ositi\^o di l il senso dall’alto al basso. Oio posto eia- 





488 LIBKO QUAUTO 

Senna delle condizioni 

verrà rappresentata dal punto di coordinate fc e Ij punto die 
cadrà nel vertice di uno dei quadrelli della nostra carta 
qiiadrellata. 

Ora le condizioni (7r, /) che esprimono l’aunullaiuiMito iden¬ 
tico, rispetto a dei -I>v+i/ vr < >« < vr -I- n, dij)en- 

dono dalla disngnagiianza 

vr -h n y// + k 

(cfr. formula VII)), la quale — posto //=rH-/ (A'X), IX)) — 
porta 

]c ìt — /v; 

pertanto le suddette condizioni sono rappresentate dai punti 
— vertici dei quadrelli — che cadono nel triangolo rettangolo T 
costituito dai due assi Iv 1 e dalla retta ]c = ìt — /v, esclusi i 
l)iiiiti appartenenti olViiìotenusa, e compresi invece quelli ai)par- 
teiieuti ai cateti, purché fuori dei vertici degli angoli acati. 

Vogliamo ora 
vedere come la 
nostra rappres(mta- 
zìone grafica metta 
in luce le condizioni 
relative al passaggio 
di/per i punti suc¬ 
cessivi 0^, 
cominciamo jjer- 
tauto col snx>poiTe u 
maltixdo di v, caso 
questo che designe¬ 
remo come caso nor¬ 
male. Sia dunque 
a = pv; dividiamo il 
cateto OA del trian¬ 
golo T—OAB in V 
X)arti, ciascuna di 
lunghezza p, (vedi figura in cui v = 3, p=4) e uniamo i i>unti 
di divisione (7^, (7^.... al x)inito 7i. Il triangolo T resta così 
iliviso in V triangoli: 2"j, 2\, 2"y....; considerando i punti di BC^ 
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<*oine ai)i)avleneuti a i pinitì di BC,y come ai)i>ar(dieuti 
a 5 triaìi^oli 7'y.... ven<>'ono a contenere cia- 

senno - — - punti (A*/), i)recisameiite i ponti rappresen¬ 
tativi delle eondizioui cln^ esinòmono essere 0^, iniil- 

tipli secondo p i)er la curva /. 

Se vogliamo che le coioli/Joni relative ai punti 0^0.^,..,. 
lìgnrino iii modo simile a «incile relative ad 0^, conv<‘rrri 
iHiìfimre i triangoli ottnsaugoli T.y — C^C.yB^ T.^ — 
conservandone le basi C^C.y^ e le relative altt^zzc^ 

come è indicato nella tignra; con ciò ogni triangolo mantiene 
fisso il numero dei suoi punti, restando ferma la couv(nìzion<‘ 
che i ponti «Iella ipotenusa «levon esser considerati come non 
appartenenti al triangolo. 

Ksanrito così l’esame «lei caso norinah^, passiamo al caso 
più generale in cui si tratta di rappresentare le (-ondizioni 
affinché la curva / passi per i i)imti 0^, con dat(‘ 

molteplicitù 

a, r,.,.. dove r> 


(Ofr. la lìg.^ della pag. seguente in coi v = a = l 1, ^*=8, 

Le condizioni (A, /) relative al punto ^f.-plo 0^ appaiono «lnt(‘ 
<ìai punti (v(M*tici di (piadrelli) interni al triangolo rettangolo 1\ 


defenninati dagli assi A e Z, e dalla retta a. — 1 = 0, 

’ ^ u n 

che stacca sugli assi dne segmenti «li lunghezza u; le coinli- 
zioni relative al x)nnto ^’-plo 0^ vengono invece espresse dui 
punti int«n‘ni al triangolo ottnsnngol«) 7’^ depn minato dall’asse A, 


dalla retta u,, e dalla rcdta c. = - +- 

^ ^ u r 1 


/ 


-1 = 0 , 


( u -h r) 


che sta«‘ca snil’asse A nn s«‘gmento di lunghezza u+r, ece.; 
infine le condizioni relafive al i>nnto p-plo, 0,^, vengono 
espresse^ «lai ponti interni al tri:ingol«) ottiiKUiigoIo 7\ d<n<‘r- 
miììafo dall’asse A*, dalla r«dfa (i^_^ e dalla retta 


. p 1 


ì 


1 = 0 , 


(ìf d- r .... -}-p) 


<dn^ stacca sull’asse A un segmeiifo dì lunghezza +r4-.... + p: 
i i)nnti ai)parteiienti alle rette a-i «levon essere considerati 
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non appurteneiiH al triaiioolo Ti, ma riolo al triangolo 
Si osservi che le rette separatrici (u risultano parallele alle 
rette BCi che figurano nel diagraniina del caso normale. 



Adunque le condizioni di passaggio di una curva f, con 
date molteplicità, per i punti 0^0.^,..J),, ajipaioiio rappresen¬ 
tate dai plinti interni a un (luasi-trUfncjolo rettangolo, cioè a 
un poligono concavo delimitato da due lati ad angolo retto 
e da una poligonale concava i cui punti sono considerati non 
aiipartenenti al poligono: i singoli lati della poligonale fanno 

parte di rette separatrici «i, di inclinazione che spez¬ 

zano il poligono in v triangoli T.,,,... 7\/, il triangolo 
contiene gii J punti cln*. esprimono che 0^ è R-plo; il 

triangolo 2\ contiene gii analoghi - ^ ^ punti, ecc. 
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Auclie qui, come per il caso normale, è utile far subire 
al (liai(i:raiuiua il processo di rettificazione indurato dalla lisina, 
sicché appaiano iu modo simile le condizioni relative ai suc¬ 
cessivi punti multipli: si otttm^ono in tal ^uisa v triangoli 
rettangoli, aventi ciascuno i cateti di lunghezza uguale alla 
molteplicità del punto corrispondente. 

Il procedimento svolto innanzi si estende al caso dei punti 
successivi appartenenti a un ramo superliueare straordinario 






(v-t-v.)! 


Vi 


dove (volendo coiisidenire punti .satelliti di (),) v.<v, ed è 
lecito supporre v e 'q primi fra loro. 

Per esprimere che (piesto ramo ha n intersezioni con /, oltre 
le vr che cadono nel punto proprio 0, saremo condotti ad auiial- 
lare identicamente rispetto ad i 

avendosi per ^ = 0: 


I v+i — -- — ^v+vj—1 — ‘ 

Sviluppando formula VII), ove si suppone fatto 

ìf^ = y\ vengono condizioni differenziali del solito tipo 

"" è? ^ ^ 

Queste condizioni si distribiiiranno in linee xier / = (), 1,‘J.. 

ed il iminero delle equazioni che ligurano iu ciascuna di esse 
verranno forniti in rapporto ai limiti di variabilità per lì e /. 

Tolti dalla VII) i termini che spariscono per l’auunlla- 
mento di avremo 

lìy^ 1 
lì 

vr —H il '/lì -f- Vj lìj 


- ^* V + 2 - •••• - 1 

= lì., ^ , 


sicché, posto 


h = r + /, 


{h > 0 , 1 > 0 ), 
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e 

La (lisiigiiagiiai)za 


l)ennette di riconoscere facilmente la distribuzione delle con¬ 
dizioni (7t,/) del nostro quadro. Iticorrendo al din 2 ;Tainn)a che 
abbiamo illustrato precedei)temenite nel caso dei rami ordinari, 
e elle il lettore potrà faciluienti* ricostruirsi per (juesto caso, 
si vede che le nostre condizioni (7i*, l) sono date dai pilliti (ver¬ 
tici di ipiadrelli) del triaii^ido rettano-olo di cateti 7 = 0, 7; = 0 
e di ii)otenusa 



come nel caso precedente vanno esclusi i punti appartenenti 
all’ipotenusa (e compresi quelli dei cateti, purché fuori del- 
l’ilioteniisa stessa). 

Vogliamo ora — con l’aiuto del nostro diagraimna — 
riconoscere partitameiite le coudizioni (7r, 7) relative ai singoli 
jiiinti del ramo Ji(v, vj. 

Anche qui coiuiiiceremo col sniiporre di avere le sole 
condizioni (7^:, 7) esprimenti l’aininllamento identico della 
per r< m <C a, e pili particolarmentt^ supi>orreino il caso ìtor- 
mah' in (mi a sia (‘oiiteinporaneauieiite multiplo di v e di 
(l)er i rami ordinari in cui = 1 il caso noniialc era carat¬ 
terizzalo dall’essere n multiplo di v). 

Oonsideriamo a(hni(|ue il triangolo rettangolo T = OAB 
(hderininalo dagli assi e dalla retta 


di ((Mesta retta scriviamo l’eijiiazione nella forma 

■'i I_ 1^0 

n n 




V 


— 7v 
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che mefcfce in evidenza i segmenti tagliati sugli assi, la eni 
lunghezza è 

n n 

-- = pv, - = pv, ; 

’ V ^ ’ 

p designa nn coeflìciente di proporzionalità intero essendo, 
per ipotesi, v e primi fra loro. 

Poiché v:> v^, dividiamo il cateto orizzontale OA — pv, per 
il cateto verticale essendo 

V = li^ 4- V,, 

»segnanio sul cateto OA il punto C tale che 0(7 —p/^^v^. La 
retta 1^(7 spezza il triangolo T in due triangoli 1\~0CB 
e 1\:=CAB. 

Rettificliiaino quest’ultimo triangolo, portando B in B^ 
sulla iierpendicolare a CA e lasciando fissa l’altezza del 
triangolo relativa a (74.; e continuiamo a chiamare con 
T/ = CB^A il triangolo così rettificato; i cateti di 2 y sono 
6 ^yl = pv 2 e CB^=.p'j^. Poiché '4 > v^, dividiamo il cateto B^C 
per il cateto (74; essendo 

= à.gVo 4- V 3 

detenuinerenio sul cateto CB^ un punto D tale che ( 7 D = p/#,v,. 

La retta AD spezza il triangolo T/ in <lue triangoli 
7^., 6^4Z> e T^=DAB^, Come sopra, rettilichiaiuo quest’uL 

timo triangolo iiortando 4 iu 4^ snlla jiei'P^ndicolare alla DB^^ 
ferma restando l’altezza relativa a DB^^ e continuiamo a 
cliiaiuare con 7y il triangolo DA^B^ così ottenuto. I cateti 
di 7y sono l>4^ = pv^, DB^ = p'^J.^. Poiché dividiamo 

il cateto Ddj per il cateto essendo 

A - '^47 

segnaino sid cateto DA^ il punto E tale che DE = 

La retta B^^E sjiezza il triangolo 7y in due: 2\ — DEB^ 
e 7y = J? 1 j quest’nltimo rettificato dà un triangolo Ji'4iB,, 
che indicheremo ancora con 7y, i cui cateti sono jB4^ = pv^, 
EB., — pv^* 

Operiamo su I\' come si era fatto su 7y, e cosi via, 
finché, essendo v^= 1 il massimo comuii divisore dei <lue 
niuneri v e '4 iiriini fra loro, arriveremo a un triangolo i 
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cui cafeti, imo mnUiplo dell’altro, sono di 1 inibiiezza e p. 
Si riconosce facilmente die il triangolo (cioè l’insieme 
delle condizioni (7 ì;, 7) die sono figurate dai punti di tale triair- 
^rolo fuori dell’ipotenusa) esprime die la / passa, con la niol- 
teplicitii pv^, per i primi 7<^ punti del ramo Ji(v, v^), che 
sono multipli secondo per il ramo vSlesso; analogaiuente il 
triangolo 1\ esprime che la curva f passa, con la moltepli¬ 
cità pv^, per i successivi li., punti di molteidicita del ramo, 
e così via. 

Ora, se nel triangolo 1\ (e aualooanieute in vogliamo 
separare le condizioni relative ai singoli punti, Imsterà divi¬ 
dere il cateto maggiore in li^ luirti (uguali al. cateto minore) 
e congiungere i punti di divisione col vertice opposto: 1\ resta 
diviso in 7i^ triangoli che converrà rettificare (lasciando fermi 
i cateti posti lungo il cataro maggiore <li TJ. In tal modo 
le nostre condizioni (A*, 7) vengono divise in tanti triangoli di 

cateti pv^, ciascuno dei quali contiene precisamente 
condizioni. 

Osserviamo die la rettiti(‘azioiie fatta dei triangoli suc¬ 
cessivamente considerati non è necessaria, e die le condi¬ 
zioni (7;, 7) possono ugualmente esser separate iu triangoli 
(ciascuno relativo a un punto del ramo) lasciando fermi i 
punti (7t’j 7); ed è inutile dire come si possa passare dal dia¬ 
gramma a triangoli rettangoli a un diagramma non rettificato, 
in cui vi è luogo a considerare soltanto delle rette separa- 
trici, rette che con la rettificazione dei triangoli divengono 
le ipotenuse dei triangoli medesimi. 

La considerazione del diagramma non rettificato, (pian- 
tuuqne meno espressiva all’occhio, permette di passare con 
la massima facilità, e in modo perfettamente analogo a quello 
temito per il ramo ordinario, dal caso normale al caso gene¬ 
rale in cui la / ubbia molteplicità arbitrarie (pnrcliò decre¬ 
scenti) nei successivi punti del ramo JJ(v, v^). 

Il diagrainiua relativo a questo caso si comimrrà dì tanli 
triangoli, simili rispettivamente ai corrispondenti triangoli del 
diagramma relativo al caso normale, le rette separairici risul¬ 
tando fra loro parallele; per ciascuna coppia di triangoli il 
rapporto dei lati omologhi dà il rapporto delle molteplicità 
del limito corrìspondenle, e per ogni punto j[>-pl<) le condi- 

. . . . 1. vii) + I) 

zioin appanni sempre in niiniero di . 
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Riassiiuiendo i resultati della nostra analisi euiuieeremo il 
Teorema. La curra f abbia in 0 la moìtepìiciià r e nel 
pianto vicino 0^, di coordinata y^ = y\ Ut tnoìteplicità s <1 r, di 
guisa che siano soddisfatte le condizioni differenziali L) ^ 2); 
le condizioni di passaggio della f per jfunti satelliti di 0^ por¬ 
tano che y^=y sia radice di Aff—Q con nn ordine di moU 
teplicità maggiore del numero s che corrisponde alle equazioni 2), 
e in generale che y' sia radice di per l— 0^ I...., 

con un ordine di molteplicità maggiore di s — 1. Il quadro 
delle condizioni relative, mediante il diagramma delle partizioni 


triangolari, mette in evidenza i gruppi di 


. p(ì>-+- 1 ) 


condizioni 


che rispondono ai singoli lìunti p-pli. 

Quando sia data la curva f, passante per Of, c si 
voglia riconoscere quali sono i punti satelliti di 0^ die appar- 
teii,i>ono ad f e (piale sia la relativa molteplicità, sì foriiK^- 
raiiiio (per y^—y) le condizioni (/«*,/) die esprimono Tordiin* 
di niolleplicità della radice y per le eciiiazioni e 

codeste^ (‘Oiidizioni si fi,fureranno coi punti (hi) di mi «ruppo 
in una serie di linee orizzontali; si tratta di « dividere i 
punti (Ul) nei trianooli che rispondono al passa«'<iio di f ixa* 
i diversi punti satelliti di 0^ ». 

La risposta (\sauriente a (piesto problema si ottiene me¬ 
diante una semplice re.uola di costruzione, che qui esponiamo 
rapidamente senza soffermarci a oiiistitìcarla. D’altronde hi 
«iiistifìcazioiK^ scaturisci* facilmente dagli sviluppi che prece¬ 
dono; il punto (die pin') apparire più iiiiovn è uno scarto di 
certe (M)ndizioni non signilicative ; il lettore potrà ricoiio- 
s(?erne il foiidaniento nelle due osservazioni seguenti: 

r nel diagramma non rettificato le rette separatrici 
segano sugli assi segmenti positivi; 

2*^ in questo stesso diagramma una separatrice la quale 
venga avvicinata all’origini^ con traslazione parallela, in guisa 
che passi per un punto di coordinate intere, non (mntieiie 
alcun punto lacunare (punto di coordinate intere non apjiar- 
tenente a G). 

Regola di costrmione. Oominciamo a determinare la mol- 
tiqilicita del limito 0^: il triangolo 1\ delle relative (‘ondi- 
zioiii sara deterniìnato (piando si eostniisca la retta separa- 
triee che ne costi!ins(»e l’ipotenusa; a tale scopo basterà 
osservare che la separatrice ò ugual niente iiicdiuatu sugli 



LIBRO QUARTO 


mi 

assi le ed /, eoiitieiie almeno un punto lacunare (cioè mi 
punto (Jkl) (/i>0, Z>0) non appartenente al gruppo (7), e 
fra le rette siffatte è la pia vicina all’origine. 

Ciò posto x)Otremo liberare il gruppo G di quei punti 
che appartengano eveutiialuieiite alla linea orizzontale pas¬ 
sante per il vertice inferiore del triangolo rettangolo o 
a linee orizzontali piu basse; iinx>erocchè a tali jjuiiti non 
risx)oudouo condizioni relative al x>assaggio di / x>er jiiniti 
satelliti di 0^. 

Ora, l’insieme dei x>iinti di G fuori di 1\ (o appartenenti 
all’iX)oteuiisa di 1\) formerà un gTiipx)o (7^, contenuto in ini 
ipiasi-triangolo ottusangolo, che rettifìcliereino tenendo fermo 
il lato dell’angolo ottuso in cui si prolunga il cateto orizzon¬ 
tale di dal griix)po così rettificato, staccheremo il 
triangolo che risponde al x)iinto 0^^ punto satellite 

di Oj (cioè satellite di 0^ sopra i rami del secoiid’ordine), 
segnandone l’ix>otenusa questa retta sejraratrice, in seguito 
alla rettificazione di (7^, è divenuta nguahìiente incrniata 
sugli assi e si costruisce come rq. 

Sox)ra la si troveranno certo dei punti lacunari non 

ax)j)artenenti a (7^; designauio con il x3iinto lacunare i>in 
X)rossiiuo all’asse" orizzontale 7»*, e con il jiiiuto lacunare 
X)iù ])asso, cioè piu prossimo all’asse l (i due punti e* L, 
X>otrauno eventualmente (coincidere). Mandiamo X3er una 

orizzontale e" per X,, una verticale; i X3iiuti fuori di che 

si trovano al disotto della i3rima e coiiteinxmraiieamente a 
destra della seconda (ox3i3ure sopra una di queste due rette) 
non risx3ondono a X30ssibili coudizioui di x3assaggio di f i3er 
X>nuti satelliti di 0^, ed è lecito quindi liberarne il grii^rpo G^. 
Allora i x3autì di G^^ fuori di resteranno distribuiti in 
din" grux)pi G^^ e Z7^^, il primo dei quali si trova al disoirra 
d<"lla orizzontale condotta x>er c il secondo alla sinistra 
della verticale i3er L.. 

Ricordiamo che al punto 0^^, satellite di 0^ nell’intorno 
del seicoud’ordine, suc(c<"doiio due X3iuiti satelliti apx3arteuenti 
all’intorno del terz’ordini", cioè: il xiniito 0,^^ successivo ad 
sopra i rami del terz’ordine ordinari!, e il X)Uiito 0^,2 siicc<"s- 
sivo ad sopra i rami del terz’ordine dox)pia- 

nnuite x^cr 0^; tutti i x>nnti della / satelliti di 0^, succedenti 
ad Ojj, verranno distribuiti in due gTiix3i3Ì, e F^g, secon- 
do<*hè sono annessi ad o ad (cfr. § 9); le condì- 
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zioiìi relative alle molteplicità dì f nei immiti <ìi corri- 
sponderaiiiio a triangoli formati con eltMiieiiti di mentre 
le condizioni relative al corrisponderanno a triai)i»‘oli <*on- 
tenuti nel 

]^oi rettificheremo il qiiasi-triaiiii'olo ottusangolo con¬ 
servandone il lato orizzontale, ed invece rettificheremo G^., 
conservando il lato verticale; da ciascuno di questi sta(M‘he- 
remo quindi mi triangolo che corrisponderà rispettivaiiiente 
al passaggio di f per e j)er 0^^., : i triangoli così ottcnniti 
potranno designarsi rispettivamente con e 

È chiaro ormai come sia da i)rosegiiire il nostro i)ro(*e- 
dinieiito, e cioè come possano determinarsi i due triangoli 
^111 ^ ev entiialineiite rappresentano le condizioni di 

passaggio di f per i due pquti satelliti successivi a 
e siinilineiit i triangoli e che corrispondono 

all’eventuale passaggio di / per i <]iie punti satelliti siicces- 
si\i ad ecc. 

Vale la pena di osservare che, designando con 0^ il ver¬ 
tice dell’angolo retto del triangolo 1\ con 0^^ (piello di 7\, 
con (piello di con 0^^, quello di :/\,,ecosìdi seguito, 
hi i)oligonale determinata dai vertici snecessivi vale a figu¬ 
rare lo schema gratìco dei rami, o d<‘i gruppi di rami, di J\ 
ed anche a mostrarne la separazione, quando questa abbia 
luogo eidro il griijipo satellite di 0^. Di più la Iiingliezza dei 
tratti successivi di codesta poligonale risponde prmusaiiiente 
alla convenzione adottata nel 9, ondo si può enunciare la 
conclusione che: costruendo il diagramma delle 'partizioni triaU’- 
goìariy che rappresenta le condizioni di passaggio di f per i punti 
satelliti di O^, si vede nascere r albero della singolarità. 

(tÌovu avvertire che non tutti i rami di / passeranno jier 
i pnati satelliti estremi delh* linee poligonali ad angoli retti 
che si ricavano dal nostro diagrannna; vi sono punti liluuù, 
successivi sopra rami di / a<I ini i>iiiito 0^, non solo quando 
al triangolo rettangolo 2^, di vertice 0^, non fanno seguito 
altri triangoli a ilestra od in lasso, ma anello quauilo la 
somma dei cateti dei due eventuali triangoli e succe¬ 
denti a 2\, resti inferiore ai cateto di 2’, poiché allora la 
somma delle molteplicità di e 0^., è inferiore a (iiiella di O^. 

Nella trattazione che recede ci siamo limitati al caso 
in cui occorre determinare le molteplicità di passaggio della 
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cnr\a / per i punti satelliti del punto 0^, vicino al punto 
multiplo 0; ma questo caso abbiaui detto di voler considerare 
come caso elementare e caratteristico. Ohe questo valore effet¬ 
tivamente spetti al caso esaminato, risulta da semplici con¬ 
siderazioni, a cui rapidamente acceiuiiamo. 

Anzitutto Fanalisi fatta si estende subito al caso in cui 
si tratti del passa^*^'io di / per punti satelliti d’un punto 0^, 
ax^parteuente alP intorno i-mo di 0 sopra un ramo lineare, 
dove sia /> 1 anziché, come innanzi, i = \. In questo caso, 
al posto delle potenze del A^/, si avranno a considerare 
quelle del A^/, j^er quei valori — che costi¬ 

tuiscono le coordinate di 0^; e pel resto tutta la dis(ais- 
sioue procede in modo x)erfettamente analogo. Si noterà in 
l)articolare il caso in cui 2 /' = = 0, che corrisiìonde 

ai rami 


v+v^ 

y = yx -h ftx ^ 

con 

v'>v, v'=7vq-'q, V,<v. 

In questo caso si lia 

a,-/=a,Y, 

e j)ercié si ricade esattamente nel quadro-diagramma delle 
condizioni xn'ecedeiiti, relative ai xmnti satelliti di O^— 2 /, 
colla sola differenza che si hanno ora a considerare le parti¬ 
zioni triangolari al di sotto del triangolo corrispondente 
ad 0^, e — soltanto doi)o esser giunti al triangolo relativo 
ad —— partizioni, corrisiiondenti a iniutì sat(d- 

liti di 0^, che si j^roseguono da sinistra a destra. 

Ora occorre acceiiiiare in breve alle condizioni di pus- 
saggio di / per punti successivi di un qualunque ramo i^(v, '/); 
e — x>er semidicità di discorso — ci riferiremo ad un ramo 
2i(v, vj ili cui 'q <; V. Basterà osservare quanto segue. 

Per effetto del xiassaggio di / per 0% 0/ e per i punti 
satelliti di 0^, risultano, come abbiani visto, identicamente 
nulli rispetto a (e per Y^ = y) i per m<n, 

designando n la molteplicità d’intersezioue di / col ramo 
J?(v, Vj). 8e la / deve passare, con una certa molteplicità 
per il primo limito libero, 0^, che s’incontra sopra un 
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particolare ramo 


li{v, vj 


' Y(v+Vi) 

V ! (v H- Vj) ! 


^V-4 Vi+l 

(v Vj l) ! 


le condizioiii ili passaggio imi)ortaiio raiiiuillaraento iileiitico 
dei rispetto ad e i>er quando 

m<i n-\~v. Le nuove coiidizioiii si ottengono (per au > n) 
s\ iliii)i)ando i mediante la formula IV) ove si ponga 
i = V + 7 ^ + 1, e annullando quindi i<lenticanieiite rispetto 
alla j i ma, sviIui)pando di nuovo i Z>^vi-n/ 

mediante la foinnula IV) per i = v + 7 j, saT<mio tratti ad 
annullare semplicemente i coefficienti di questo sviluppo, e 
così a scrivere le condii ioni di possa gg io di f per il lìunto 
sotto la forma seguente: 


V) 


iT f — 0 — Tf f —0 - D*' —0 

^ V i-v^ ^ 

OiV- 2 

-^V+V^./—. 

p::v7'/=o. 

(:f:=?/=o, r, = y', = , 


La forma di <pieste condizioni è lìerfettaiuente analoga 
a quella delle condizioni corrispondenti al passaggio di/j)er 
i inulti successivi di un ramo lineare. Lo stesso si può dire 
in rapporto alle condizioni di passaggio di / per i punti che 
succedono ad 0^] se, come si è supposto, v e sono primi 
fra loro, sicché il r.amo 11 diventi lineare dopo 0^, non vi è 
da dire nulla di nuovo. 

Infatti le aiizidette condizioni relative al punto 0^^ e ai 
punti seguenti di /, si traducono nelle condizioni di passaggio 
per punti succedeiitisi su rami lineari, ove — eseguendo la 
sostituzione x = f — si passi dalla curva/(:r//) = 0 alla curva 
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f{t''ìj) = >:p{tlf) = {)• allora i D relativi ad / diventano i A rela- 
ti vi a 9 . 

Occorrono invece brevi parole per il caso in cui / pos- 
se««'a nu ramo di ^»enere ^> 1 , sul quale s’incontrino punti 
satelliti di 0 ^^, o di qualcuno dei punti die ^li succedono. 
Pongasi, per semplicità, che si abbia un ramo di genere 
I 7 = ‘ 2 , J?(v, Vj, V 2 ), dove Vo J^ia minore del massimo comun divi¬ 
sore, p, di V e Vj, sicché si tratti di determinare le condizioni 
ili passaggio di / per punti satelliti di 0^, Posto 

v=p|i, Vi = p:-ti, )i — pm, 

il punto 0^ j)otrà (ìelinirsi come punto di coordinata 

appartenente al ramo ili genere 1 , J?(|x, pj, e la condizione 

di passaggio di / per anziché esprimersi in rapporto al 

1 

ramo ]i(v^ 7 ^....) ove viene assunto come parametro x = t\s,i 
potrà esprimere in rapporto al ramo J^(p, pj ove viene 

1 

assunto come parametro precisamente si avrà che la 


Pn... =- 


fP+lhy 


r+in 






sarà radice multipla di (!on im ordine di niolte[di- 

cità V {almeno), e parimente sarà radici^ multipla di 

per / = 0 , l-...r — 1 con un ordine di molteplicità v — l (ahmoio). 

INIa, se la / devc^ passare per qualcuno dei punti satelliti 
di Oj) che vengono deliiiiti sul ramo i^(v, v^, Vo), la discussione 
della formula 1 \"), tenute lireseiiti le relazioni aritnietielie 
che l’aciminpaguano, mostra ehe la Y(r*ri) radice 

ilelh^ cdii un ordine di iiioltej)licità maggiore 

(lì r —/, ein per / — 0 , I.... lino ad un numero — 1 . 
Tnttoci(') porta a ripet(n*e (^sattament(^ la discussione fatta 
(|iiainl() é occorso stabilire le (*oiidizioiii di passaggio di/per 
i punti satelliti di un i)niito 0^ appartenente a un ramo 
lineare o, in j)aiti(‘olare, di 0^. La eosa appare a priori o\i- 
dente ov(‘ si ridetta che, passando dalla curva/alla curva 
con la sostituzione il ramo di genere g — 2 si tra¬ 

sforma in un ramo dì genere g'—g —1=1. L’accenno (pii 
fatto l)asta a mostrare in (jiial S(‘nso la discussione fatta i)er i 
punti satelliti di 0^ abbia veramente nu significato caratte- 
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ristico, i)oteji(losi ritenere equivalente a quella del caso gene¬ 
rale: è appena necessario rilevare che, come si i>assa dai 
rami di genere 1 a quelli di genere 2, si passa anche dai 
rami di genere g — la quelli di genere g, 

OHHerrazìom. Tenendo presente la costruzione <leir albero 
della singolarità relativa al caso di rami lineari (§ 9) e ciò 
che i^riina si è detto nei riguardi dei punti satelliti, appare 
ora in generale ima disixìsizione dei triangoli di condizioui 
caratterizzanti le molteplicità dei pìinti sitcces.sivi di f che dà 
origine alV albero della singolarità nella sua interezza^ ove sia 
liroliingato fino ai i)uuti liberi e semplici della curva. Gli 
angoli retti che figurano nelle i)oligouali rappresentative di 
rami sni>erliueari, suggeriscono Pidea che nn ramo sui)erli- 
neare tragga origine come iiarticolarizzazione di nn ramo 
lineare, ove qualcuna delle derivate successive divenga 

infinita. Ohe questa idea trovi riscontro nella realtà, viene 
dimostrato dal paragrafo seguente. 

25. Le condizioni di passaggio d’uiia curva per punti di un 
rami) superlineare come condizioni limiti. — Le condizioui 
difterenziali che caratterizzano il i)assaggio della curva/per 
lanuti semplici o multipli di un ramo sui)erlineare, si iiossojio 
interpretare come condizioni limiti. 

Consideriamo dapprima il caso in cui la/possegga punti 
multipli successivi, d’ordine r, n, r...,, succedentisi sopra 
nn ramo ordinario del second’ordine; facciamo vedere che 
la curva / si può considerare come limite <li un’ altra 
curva dotata di punti di uguale molteplicità, seguentisi so^n^a 
un ramo lineare. A tale scoi)o rii)rendiamo le condizioni 
1), 2) e 3).... del § 22, che caratterizzano il passaggio di 
una curva per punti multipli (7^^, segneiftisi sopra 

un ramo lineare: 

y = yX-\-\-X- -i- 

facciamo vedere che se le equazioni 11) sono soddisfatte i)er 
y'=oo^ esse si riducono alle condizioni di passaggio di/per 
il punto 02 = 0^1 primi) satellite di Oj, e precisanieiite con la 
stessa molteplicità n. 

Kieordìamo che le detle formule 3) esprimono che y., = y" 
e radice w-i>la per A/"^^/=(), («^i)-pla per ecc. 
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Orsi, sviIiii)paU(lo i A.”/ per 


mediante la formula VI) del § 22 ove i — 1, avremo 

A nf -_ A h. 

-^2 J - 2y J Vi ? 

Cnh (lesiona qui un coefficiente niiuìcHco e li-hh — n. Per 
esprimere che y.^y' — oo c radice di con la mol¬ 

teplicità occorre aiiiialiare i coefficienti delle l più alte 
potenze di //.^ die ligiirano effettivamente uelF equazione j)re- 
cedente. Ma, essendo verificate per x — y = 0 e y^z^y le 
formule I) e 2), a cui le 3) s’inteiidono subordinate, sono 
identicamente nulli (insieme alle loro derivate) rispetto a //^ 
i per >/< r, ed ancora sono nulli per y^ = y\ il 

insieme alle sue derivate lino all’ordine s — 1, e in «eue- 
rale iiisieiue alb^ sue d<n‘ivnte fino all’ordine,^ — / — 

X^er Z < A*. J^ertanto la xmtenza iiiii alta di y^ che ligiira effet¬ 
tivamente nell’equazione è y/. Così aunnllando i 

coeffi(M(Miti di y/, ^1 hanno le (Minazioni 


3 ^ 




3^-1 


7 =<>•••• 


05 — U-hi 




Analoghe relazioni sì ottengono aiiiiullando i eoiffiicienti 
delle x)iii alte x)otenzc di y., che compaiono effettivamente 
in 0, ecc.; si ritrovano in tal guisa le relazioni 

figuranti nelle colonne del quadro triangolare che caratte¬ 
rizza il ininto = satellite di 0^. 

li) conclusione: le condhionì di passaggio di f per il 
piiìito satellite di 0^, con una certa wolteplieita a, si 

l>o.s*.vo/m ritenere come condhìoni limiti di qneUe che esprimono 
il passaggio di f per un punto 0^, successivo ad 0^ sopita un 
ramo lineare, quando la curva, f rari in modo che la eoordi-- 
nata y” di codesto punto divenga y'=oo. 

In conseguenza di tali condizioni la f conterrà in gene¬ 
rale li rami del second’ordine passanti i)i’oi)riamente i)er 0,,, 
e, (piando ci si av vicina ad .r = 0 soi)ra uno di (xnesti, la 

diverrà infinita d’ordine infatti per uno di cmlesti riinii 



8 Ì avrà la rapiireseiifazioiie parametrica 


ossia 



1 

2^ - 
y = + ^ 


siccliè, (lerivaiido, 




1 

•ì Y" 




y"(x) =. 


(Vy 


3 

2 +,.., 


ir(x)= 


cry 

dx^ 


_5 3 

— 2 + 


Si può aggiuDgere che 


3 


2 ^ 



a !=0 


3 

ili parole: lo Y% a meno del coefficiente numerico 2 
esprime il coefficiente asintotico delia derivata infinita ?/'. 

Così questo coefficiente asintotico si può assumere come 
coordinata del primo punto libero Ò., che succede sul ramo 
anzidetto di/al punto 0 ^^, satellite di t/: le condizioni percliò 
la / passi per 0 ^ con una certa molteplicità sono (condi¬ 
zioni relative a codesto coefficiente asintotico. 

Giova anzi riconoscere che tali condizioni si ottengono 
come condizioni limiti di quelle relative al passaggio di/per 
il punto O 3 , successivo ad 0., sopra uu ramo lineare 00 , 0 ,: 
il che appare chiaro sotto l’aspetto geometrico ove si tenga 
presente che la molteplicità di O 3 può essere defluita come 
niolteplicità di intersezione di / con curve pjissaiiti doppia¬ 
mente per 0 e tangenti al ramo 00 , 0 ^ 03 * 

Si può dare una verifica analitica diretta della proprietà 
sopra accennata, facendo variare la curva/‘in dipendenza di 


un parametro À in modo che, per A = 0, il valore ?/"= 
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tenda all’infinito: le condizioni di passaggio per il punto 
le quali si esprimono di(*en<lo die = ò radice con un certo 
ordine di molteplicità per certe (2> = 0, — 1), 

dovranno tradursi, passando al limite per l~ 0 (y' — Ga)^ 
nelle analoghe condizioni caratterizzanti il passaggio di f 
per Og^ le quali vengono espresse in rapporto alle equa¬ 
zioni = 0- 

Per semplicità ci limiteremo a compiere l’accennata 
verifica trattando di ima curva/che passi doppiamente per 0 
e semplicemente per O^O^Og, e — al limite — ])er 

Orduiiqiie scriviamo la condizione di passaggio di f jier 
il jmnto t/: essa dice che, per 2/1 = ?/, y> = y ^ lh = y '\ 
viene soddisfatta Pe(|nazione 


■' ■' ^ li ! le, ! le, ! \dy, 1 ‘ Vi !/ \3 !/ ~ ’ 

/# J - /^.> /*'g, lì le., q— lì/tg 4 , lì ^ w, 


ossia 


3 9 ^ 


\‘/= 2 ^ ^ + 2 5^ A,!,'.,,, + A.</ = 0 . 


In questa equazione il coefficiente di y.^ va a zero per X ==:(), 
diventando il ramo superlineare; invece il coefficiente di ?// 
si mantiene finito e diverso da zero finche 0 resta doppio 
per /; finalmente il coefficiente di y., e il termine A^^/, restano 
in ogni caso finiti. 

Da tali osservazioni segue che y.^ diviene infinito d’ordine 
superiore a ///, e qnimli — moltiplicando j>er y., e dividendo 

2/3 — l’equazione limite in cui y., e y.^ si cambiano 
in ?/" e assume la forma: 




3 ^ 


A • 

8 1 


Uni 


(yy 


: 0 . 


Per calcolare il Unì ^y-y"j bisogna tener presente 
l’equazione a cui soddisfii y,,=y": 

A ^fz= y ( --Va "f- 

^hlMXdyJ '-' 12 / 
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a.-/=a.>/h-||v/-./.=0; 

per //'—oo si trova 

Pertanto l’equazione limite di X/f —i), quando y" diventa 
infinito, Sara 

—^ - A —I— - —~ A • lini —— —■ 0 
3 ^‘ 2 dy,~ ?/" “ 


^j)(iest’ equazione si riduce a quella che viene soddisfalla 


da Y^=Y"' : 


ove 

cio«‘ alla 

quando si assuma 


h! Ad. \dyj 
G = 27n-A, A >2, 


|^V/(Y"T- + 3A.=/ = 0, 


lini 


(y'T 


/ 0\3 


y 




Avvertenza, I! limite di eni si tratta nella relazione pie- 
eed<Mite e 

li,„ WWW. 

il parametro a è nn parametro eonteiinto (‘oiiinnque nei eo(‘f- 
fieienti della /, tale che per X = 0, ?/'(0, 0) = oo- è lecito assn- 
111 ere per es. 

== (»■ = ?/ = 0 , ?/, = y). 

Ora. e interessante osservare die anche i! 

'™ y"{x,0) ’ 


ealcolato sopra !a curva / in cui si è già fatto A = 0 (ciò»''. 
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sul ramo del secoud’ordine), risulta, a meno di im fattore 
numerico, n^>‘iiale a Si ha infatti 


sicché 


^_3 _1 

_5 _3 

0 ) = —2 ^Y'"x 2 - 


(y%T, 0))^ 

:r;; y"(x, o) 


lim 




(y'(x A)F 

(>111 a])pare die la funzione di due variabili / ha in (00) 

y (x,i) ^ ' 

un punto di indeterminazione, avvicinandosi al quale, sii^>li 
assi A = 0 e a; = 0, si tende a due limiti che differiscono fra 

27 

loro per il coefficiente nninerico 


Abbiamo dimostr<ato che le condizioni di passag’frio di / 
per il punto 0^^, satellite di 0^, si possono ritenere come 
condizioni limiti di (pielle rehative al passaggio di f por un 
punto successivo ad 0^, quando la curva/vari in dipen¬ 
denza di un paranndro X tendente a zero, per modo che 
la ?/'( 0 , X) divenga infinita; accade allora che la curva 
f{xy^ l) — 0 si trasformi in una f(xy^ 0) = 0, che possiede punti 
semplici o multipli successivi su un ramo del secoud’ordine : 
e, come si è fatto per i primi punti O2 c 0^, così anclie per 

1 lanuti successivi si potrebbe verificare che la serie di <piesti 
si trasporta nel passaggio al limite, conservandosi invariate 
le rispettive molteplicità. 

Affinché i rami lineari della f passanti per i punti 
si trasfonniiio etfettivamciite in rami del secoiuVor¬ 
dine per occorre che la y''{x^ 0 ) divenga infinita 

d’ordine } per = sicché il relativo <*oefficiente asintotico 

3 

2 2 Y'" sia linito e diverso da zero. 

Ora, facendo ugnale a zero 0 a infinito il detto coefficiente 
asintotico, si otterranno le condizioni lìereliè la f passi {con 
una certa molteplicità r) per uno dei punti satelliti ^112? 

successivi ad> 0^^; in tal caso la derivata y”(x) diventa infinita 
1 2 

j)er = 0 d/ordine 0 e il sno coefficiente asintotico porge 
ó ó 

la coordinata del primo punto libero, f/, che appartiene rispet^ 
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tivamente ad un ramo di tero^ ordine 




Per dimostrare l’asserto rix^reiidiamo lo condizioni che espri- 
mono il piissagpo di f por O.^: occorre che Y^—Y"' sia 
radice d’ordine v i)er dove )i = 2 r-]-s + e con¬ 
temporaneamente radice d’ordine v — 1 per = 0, ecc. 

Sviluppiamo il l)/\f mediante la formula VII): 


dove 


n ^2h -h le. 


(^)iii importa fare due osservazioni fondamentali. 

Anzitutto nella foiaiinla precedente bisogna })rend<M e h ^ r 
perchè altrimenti i sono identicaineiite niilli, (passaggio 

di / per (Y); tenuto conto di ciò appare come termine di 
grado più alto in Y.^ c)nello per cui h — r, k = s-h n; e importa 


avvertire che il coefìicienfe di questo 


termine, 






■/, 


è la prima derivata del A^^/ che non sia già nulla in forza 
delle condizioni di passaggio di f \)ev 0/, Invece, come 
termine di grado i^in basso in Y^ si trova quello per cui 
h = r + H e le — s — n, giacche il termine di grado inferiore ha 
come coeffìci(mte la derivata d’ordine .v — n —2 di 
che è nulla in forza del passaggio di f per O/, essendo 


s — u — 2 -H ( a -H 1) < .’f, 

La seconda osservazione è che lo sviluppo di (in (*in 

fc —a — 2/è) contiene soltanto termini in Y.^ di grado pari o 
di.spari secondo la parità di u. Pertanto, ove si divida l’e(|na- 
zioiie />3’*/=() per Y/"~^% si ti'ova un’equazione di grado 2a 
<*he contiene soltanto i termini di grado pari, cioè un’equa¬ 
zione di grado a in 

La stessa analisi si estende all’equazioni 1)3’^'^^/= 0, 
j)er /rr: 1, 2....r — 1: l’ecpiazione si riduce ad un’equazione 
in Y/ di grado u-h-ì. 

Ciò posto, se si suppone cln‘ le equazioni 
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(per />0) aminettano la radice Yy~ = 0, con la moltepli- 
citn V — /, si deducono le condizioni di i)assagi>io di / per 
il jninlo successivo dì 0 ^^ sopra i rami ordinari del 

terz’ ordine 

= 5 4 ^ +. 

Siinilnmnle, ove si supponga che le (Mpiazioni precedeiili 
aninieMano la radice = si trovano le condizioni perche/ 
pas.si con la molteplicità v per il punto successivo ad 0 ^^ 
sili rami del terz’ordine 

i/ = fx-h^T,x^ . 


I/eiinnciafo ])recedente riceve cosi piena ciiistihcazione; e si 
vede in pari tempo come il risultato possa estendersi. Accen¬ 
neremo rapidamente a questa estensione tralasciandone le 
^instilicazioni, poiché il concetto direttivo dell’analisi appare 
siiHicn'entemente chiarito dacli sviluppi jirecedoiiti. 

In ^ionerale suppongasi <die la f passi <*oii una certa inol- 
tej)li<*itri j)er un punto satellite di 0 ^, nell’intorno i-ino 
<li O, e che passi ancora per un punto libero 0 ^^^ successivo 
a<l 0^; il punto Of sarà definito come ultimo limito satellite 
di ()^ sopra i rami '^) per esso, dove 


Vj 

V 


1 





1 


- àj +7*2 ’Y •••• + 7*0^ 9 


(]iiindi al passaggio di f per t/ corrisponderà resistenza 

ff 

di lino o più rami della curva sopra cui la diventa 


iniìiiìta d’ordine mentre la posizione di corrisponderà 

al co<?ffici<‘iit(^ asiiitolico l^v ivj codesta derivata iniiiiita. Ora 
il passa^’^io di / jier mio dei due punii satelliti .successivi 
an 0^, corrisponderà ai due valori 0 e co di codesto coefli- 
cien(<^ asintotico, l’ordine di infinito della y" diventando 
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allora : 


oppure 



1 


h/ 


1 






I 




Più precisamente è facile vedere che V annuilaiiieiito del 
coefiìcieute asintotico corrisponde al primo o al secondo 

valore di secondo che a è dispari o pari. 

In conclusione: il caso in cui la curva f possegga certe molte-- 
plicità in punti satelliti del punto 0^, si ^ìuò ritenere come caso 
limite di quello in cui la f possiede punti successiri su rami 
lineari con le stesse molteplicità. Occorrono i)recisamente l pas- 
saii^^i'i al limite, uno dopo l’altro, se la/possiede i punti (seiu- 
l>lici o multipli) satelliti di Oj; col primo passaggio al limite si 

rende infinita dell’ordine ^ la derivata y"{x) per a:=0; nlterior- 

ni<nit<‘ si viene a modificare questo ordine di infinito facendo, ad 
ogni passo, 0 o*^ il coefiìciente asintotico dell’aiizidetta derivata. 

Il teorema induttivamente stabilito si può anclie enun¬ 
ciare nella forma seguente: le singolarità con rami saperli’ 
neari sono limiti di singolarità con rami lineari composte di 
punti con uguali molteplicità. Una semplice dimostrazione 
geometrica di (|nesto teorema si è incontrata nel § 19. 


2fi. Osservazioni sul problema delle molteplicità effettive. 
— La conoscenza delle condizioni differenziali caratterizzanti 
il passaggio (e le molteplicità) di f per punti iufiiiitameiite 
vicini ad 0, ilhimiiia la distinzione fatta tra molteplicità vir¬ 
tuali e molteplicità effettive, Vov avere lo inolhqdicità ertetiiv(^ 
bisogna tener presente l’intiero gruppo delle condizioni di 
passaggio imposte alla curva, così da riconoscere che il trian¬ 
golo d(rtle condizioni, che si e fatto corrispondere ad un 
inulto O/l non può essere ampliato in guisa che residti la 
molhqdicilà di 0 ^ nmggiore di 
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Ora, «iiiaiido si oonsideTÌ il sistema di tutte le curve, d’mi 
ordine abbastanza elevato, cui s’iiiipon«aiio certe inoìtei)ìicità 
ili un «'rui)i)0 di punti iiifìiiitameiite vicini, si i^otrà alter- 
mare che le inolteijìicità virtuali assegnate sono anche le 
iiiolteidieità effettive i)er le curve generiche del sistema, ov(^ 
si accerti che i vari griii^i^i triangolari di condizioni corri- 
spoiidenli agli elementi della singolarità sono indipendenti, 
<ìi guisa che nessuno di essi porti di conseguenza l’ainiìlia- 
iiieuto di qualcuno degli altri. Abbiamo già dimostrato geo¬ 
metricamente che tale iiidiiìendenza, cioè la condizione jyer 
P esistenza di curve con date inoltepìicità effettive, si esprime 
mediante le relazioni di prossimità; ma qui il resultato viene 
mosso nuovamente in luce dall’analisi fatta. 

Anzitutto, sia 0 ^ ini inulto di molteplicità appart<‘- 
neiitc ad nn ramo lineare, e succedente a punti di moltepli¬ 
cità allora pcT n = con¬ 

tiene ym al grado r^, sicché la somma delle molteplicità delle 
radici di à 7 ^if =0 sarà e precisamente Tì quando si 

tenga conto di una eventuale radice infinita corrispondente 
al passaggio di / per il primo punto satellite di 0^: questa 
osservazione esprime appunto la relazione di prossimità clie 
avevamo in vista, e ne risulta la conseguenza che, per ima/ 
d’ordine abbastanza elevato, jiossoiio darsi ad arbitrio i punti 
multiiili prossimi ad purché le inolteiilicità assegnate 

diano ima somma non superiore ad 

Ciò che si è detto si estende senz’altro al caso di mi 
plinto Oj che ai)ijarteiiga come punto libero ad nn ramo 
siiperlineare. Invece il caso «lei imnti satelliti esige qualche 
maggiore spiegazione. 

rongasi, per semplicità di discorso, che 0^ appartenga 
al grupi>o satellite di 0^, vicino ad 0 nell’intorno del prim’or- 
«line, e sia delìnito come ultimo punto satellite sopra ini 
ramo Ji(v, 'q). Le condizioni di jiassaggio di / jicr punti suc¬ 
cessivi ad Oi importano l’anuullameiito delle 
giiando n la iiiolieplichà di intersezione <li /col ramo /^(v,'q) 
che proviene dal passaggio i)er i punti successivi lino ad . Ora, 
aiialogaanmte a «piauto si è fatto nel § 25, i)ag. 507, per i rami 
del secoiid’ordine, si riconosce che Pecinazioiie cosi ottenuta, 
lib(‘rata da una potenza di che vi ligura eoim» fattore, 

riesc<^ iiu’(‘quazioue di grado p in , designando 2> la mol- 
leplicità punto O^: si deduce di «pii che la souinui delle 
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molteplicità di / nei punti prossiirii ad 0 ^ non può superare }), 
tenuto anche conto delle radici della aiizidetta equazione che 
risultino zero o influito in corrisi)Oiidenza al i)àssa^«“io di / 
j)er nuovi punti satelliti. 

Le osservazioni fatte indicano come si ottenga ima nuova 
dimostrazione analitica delle relazioni di prossimità; dalle quali 
abbiamo dedotto i 2n*incÌ2)i che valgono a risolvere il pro¬ 
blema « date in un grupiio di punti infiiiìtaineute vicini certe 
molteplicità virtuali, determinare le molteplicità effettive cln^ 
apjìartengono ad una curva d’ordine abbastanza elevato ». 

Codesti principi sono il principio di scorrimento v il 
principio di scaricamento di cui si discorre nel § 17. 

Ora è importante notare che il problema può trattarsi diret- 
taiiiente con l’uso del diagramma delle partizioni triangolari, 
ricevendo così una luminosa soluzione geometrica. Ci riferi¬ 
remo jier senn)licità al caso più interessante in cui si abbiano 
j)uuti iufinitamente vicini satelliti di un dato punto libero. 

Pongasi, per es., che vengano assegnate le molteplicità 
virtuali della curva / nel griipjK) dei punti satelliti di 
punto infili itameli te vicino al jninto r-plo 0, nella direzione y\ 
Queste moltei>licità permetteranno subito di trovare gli ordini 
di molteplicità della radice y per le equazioni 
^ [ quali ordini determinano i punti elementi 

del nostro diagramma. Quindi, decomponendo i punti stessi 
ili gruppi triangolari secondo la regoli! svolti! nel § 24, si 
deteriuiueranno le molteplicità effettive di /. 

Come chiarimento valgano i seguenti esempi. 

Esempio I. Si assegni ad / una molteplicità r> l2 nel 
punto 0 e le seguenti molteplicità virtuali nel punto 0 ^ e nei suoi 
punti satelliti: 


ciò significa che la f deve avere come punti di moltepli¬ 
cità 3, 2 i j>uuti che succedono ad 0^ sopra un ramo ordi¬ 
nario del terz’ordine 

di eipiazione 

4 

y = y*x 4- 


e come punto di inoltei>licità 4 il punto successiv o ad 0 ^^ sopra 
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un ramo <lel terz’ordiiie 

. (0^0r[0,/0..3']) 

(il equazione 

5 

y = ifx -h Ì)X^ . 

Le molteplicità virtuali assegnate uou sono ette tti\am ente 
liossibili perchè si è attribuito ad 0,^2 una molteplicità supe¬ 
riore a quella del punto 0^, che lo precede, ed a fortiorì volen¬ 
dosi ancora attribuire la molteplicità 2 ad uu altro punto, 0^^^, 
prossimo ad 0 ^,- Per valutare h^ molteplicità effettive che 
la / avrà nei punti sopra designati, descriviamo il diagramma 
rettificato corrispondente alle ipotesi delle molteplicità vir¬ 
tuali, e da queste risaliamo al diagramma non rettificato. A tale 
S(*opo si dovrà deformare il triangolo relativo al punto 0 ^^,^ 
conservandone l’area che corrisponde al numero dei punti 
figurativi di condizioni (A:, /) in esso contenuti; precisamente 
si terrà fermo il cateto orizzontale^ mentre il cateto verti¬ 
cale, moltiplicato per V2, verrà adagiato lungo P ipotenusa 
del triangolo a sinistra, relativo al punto precedente 0^. 
Analoga deformazione subirà il triangolo relativo al punto 0 ^^.,, 
sai vocile ora resterà fermo il cateto verticale, mentre l’altro 
(moltiplicato per V2) andrà ad adagiarsi lungo Pipotenusa del 
triangolo superiore relativo al punto i)recedeute 0^^; così 
facendo accade che i due ultimi punti (/c /), appartenenti al 
cateto orizzontale del triangolo vanno a sovrapporsi con 
due punti provenienti dal cateto verticale del triangolo 0^^^, 
sicché appare che vi è parziale coincidenza per le condizioni im¬ 
poste ad/in ordine ai punti e 0 ^^^. Ora le due deformazioni 
dei triangoli 0 ^^^ e 0 ^^., hanno per ettetto di iiuire i relativi 
punti (le l) a (pielli che erano dati nel triangolo Piusleme 
totale dei punti venendo compreso in uu ipiasi-triangolo ret¬ 
tangolo di vertice a (piesto quasi-triangolo faremo subire 
anc'ora una deformazione, conservandone la base orizzontale, 
per modo che il cateto verticale (moltiplicato per V‘^) andrà 
ad adagiarsi lungo P ipotenusa del triaìigolo a sinistra relativo 
al imiilo preced(Uì(e 0^, sic^chè iiì fi»ie si otterrà un qnasi- 
triangolo rettangolo di vertice 0 ^^ in cui vengono figurale 
tutt(‘ le condizioni imposte ad / relativamente ai limiti satel- 
liti dì 0 . Dividiamo il quasi-triangolo secondo la nostra regola 
delh* partizioni triangolari, come viene indicato nella seconda 
ligiira qui annessa, e quindi rettifichiamo il diagramma come 
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si vede nella terza figura: questa appunto pone in evidenza 
le molteplicità ettetti\ e della /, che risultano 

O ^ O ^ O 
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Esempio II. Si assegnìoo alla Cìirva / lìiia moltepllcitri 
vìYtnale r>13 uelP origine 0, e le segmenti molteplicità nel 
punto OjL, vicino ad 0, e nei snoi punti satelliti: 




0 ® 
^111 7 


0 ^ 0 


S . 

12 7 


ciò siguìlica che la f deve avere come pnnti di moltei^licità 
3, 3, 2 i punti die snccedono ad 0 ^ sopra nn ramo ordinario 
del quarto ordine 

5 

di ecpiazione y = yx-\-a^^ e ancora come punto di molte¬ 
plicità 2 il punto successivo ad 0 ^^^ snl ramo del qnint’ordine 

7 

di equazione y = yx -h . 

La disuguaglianza di prossimità non essendo soddisfatta 
nei riguardi del punto 0 ^^^^ le condizioni poste porteranno 
come conseguenza delle molteplicità effettive diverse dalle 
virtuali. Per valutarle descriviamo il diagramma rettificato 
corrispondente alle ipotesi delle molteplicità virtuali e da 
questo risaliamo al diagramma non rettificato i cui punti 
figlirano le solite condizioni 7); operiamo sn questo, secondo 
le regole indicate, la partizione triangolare e quindi — rettifi¬ 
cando di nuovo — mettiamo in luce le molteiilicità effettivi». 
I passaggi della nostra analisi appaiono dalle figure annesse. 
Nell’eseguire le operazioni indicate, occorre soltanto un’av¬ 
vertenza relativa al passaggio che porta a deformare il ipiasi- 
triangolo rettangolo (costruito mediante le prime defor¬ 
mazioni dei triangoli e Accade che il punto Qd) 

più basso appartenente al cateto verticale del triangolo 
vada a finire sul prolungamento dell’ipotenusa del trian¬ 
golo cioè a sinistra del cateto verticale di questo triangolo, 
di guisa che il punto (7.^7) suddetto apparirà fuori del qnasi- 
triangolo rettangolo costruito con vertice tale circostanza 
si deve interpretare nel senso che il i)uuto suddetto può 
togliersi, rispondendo ad una condizione non significativa: 
invero proseguendo l’operazione quel punto va a sovrapjiorsi 
al punto (0, 5) che figura come il più basso sul cateto verti¬ 
cale del triangolo 0^. 
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A complemento dell’avvertenza precedente ‘iiova osser¬ 
vare che la rappresentazione grafica di condizioni virtuali 
imposte ad / nei punti satelliti di 0^, i)iiò condurre anche al 



<;aso di juiiiti (M) i quali, quando si risale dal diagramma 
virtuale al diagramma non rettificato, vadano a cadere fuori 
del (piasi-triangolo rettangolo di vertice 0^, cioè a sinistra 
del cateto verticale o al disopra del cateto orizzontale; ciò 
significa che uno dei due numeri A* e / riesce negativo, e (piindi 








LIHIiO QUAKTO 


51<) 

Ju COlldizioiK* 

perde si^iiilìcato (/»: < 0), o ricade in una condizione relativa 
al punto r-plo 0 (/<C 0). 

Per cliiarire la cosa basta considerare il caso iu cui s’im¬ 
ponga ad f dì avere in 0 iiu punto quadruplo e di i)assare 
per i punti 0 ^ e 0^, con le luolteplicitii virtuali 1 e 3; è 
chiaro che le nioltei)licità eftettive di f risultano 

11 nostro nietodo urabco dà qui il punto non signdicativo 
{— 1, ‘J) che, nel diagraiunia virtuale, viene liguruto come il 
l)Uiito pili basso sul cateto verticale del triangolo Oj^. 

Filialmente noterenio che mia facile estensioìke del nostro 
diagramma permette anche di mettere in luce quali molte¬ 
plicità si scaricano eventuahneiite dai punti satelliti di 0 ^ sopra 
il punto 0: basta aggiungere ai triangoli figurativi delle con¬ 
dizioni inerenti ai punti 0^, Oh?—-? anche iiu triangolo di 
condizioni relative al punto 0; il quale triangolo si porrà al 
disopra dello schema precedente, con un cateto orizzontale^ 
e con l’altro cateto verticale teriuinaute in 0^. 3Ia su ciò nou 
vogliamo trattenerci piu lunga niente. 

27. Calcolo effettivo degli sviluppi di Piiiseiix: confronto 
col metodo di Newtoii-Craiiier. — Lo studio delle condizioni 
difterenziali che caratterizzano i punti multipli iufiiiitainente 
vicini di una curva/(a;//) = 0, offre la soluzione più diretta 
del problema che consiste nel sei)arare i rami costituenti ima 
singolarità di /, calcolando effettivamente i relativi sviluppi 
di PurSKUX, A (piesta soluzione si può anche riattaccare il 
principio della massima separazione dei rami che ablnaino 
illustrato geometricamente nel § 12, 

Sia data mia curva f{xìi) — 0 passante per l’origine 0 ; 
la mancanza dei coefficienti dei termini di i)iù basso grado 
pone subito in evidenza (piale sia la molteplicità r di 0; invero 
l’annnilaiuento di quei coefiicieiiti s’identifica con le note con¬ 
dizioni 1), le quali danno l’anuiillainento delle derivate pure e 
miste lino alTordine r — 1. Ora, se al posto di y si pone y = ^{x)^ 
e si calcolano nell’origine le derivate totalidella funzione 
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«ouiposta f{x, T>{x)), si Ito va che la/,, è la prima che (!oiiteii<):a 

(hf 

affettivamente la derivata = 






f- 


Se sì vuole che la cp{x} sia un ramo della funzione impli¬ 
cita y(x) definita dalla f(xy) = ()^ la fy deve amiiillarsi, e 
re(inazioiie/,,(yi) — 0 porge in generale r valori diversi per 

i Oliali danno i coefficienti angolari -J- delle tangenti ad r 
* ' dx 

rami di / per 0, Per uno di questi rami, corrispondente a un 
certo ^ = si ottengono le derivate successive di y: y"—^\ 
mediante le equazioni 


= A/-+‘/= (r 1 ) A,’/;;-;, 

C//j 

= A 3 ”+y= A/'+y + (r + 2) 


qui gii sviluppi di /r+i, /r+ov*" prolungano, tenuto 

conto die e identicamente luillo ris[)etto a ?/j, invero 
A/~^\f contiene al primo grado ?/.^ sicché la sua derivata 
seconda risjmtto a y.y è nulla, e così di seguito. 

La prima equazione, in cui si suppone x^y = 0 ^ y^ — y\ 
è lineare in y.y ed ha come radice y^=y''; la seconda ecpia- 
zione, dove si ponga inoltre ?/,, = è lineare in y.^ ed lia 
come radice^ ?/^ = ?/'”, ecc. Si ottiene (piindi lo sviluppo in 
serie del ramo y{x) che ha per tangente la retta y~yx\ 

, y" .y y'* 
y — X -I- -f-. 

Ma questo procedimento cade in difetto quando y^—y sia 
radice doppia (o mnltijila) dell’e(iHazione/,.(//jL) = 0; in ipiesto 
caso il calcolo precedente si applica ancora in corrispondenza 
alle altre eventmiU radici semplici della nostra equazióne ma 
non per la suddetta radico doppia, giacche nell’equazione 
= 0 sparisce il coefficiente di //o. 
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Qui accadrà in <>‘eiierale clic il coefficiente costante del- 
1’e<iiiazioiie = 0, cioè sia diverso da zero e 

quindi Peciuazione stessa dia y , = y" — oo* così sorf>e per f 
un ramo di sccoiid’ordine, o d’ordine superiore. Se invece, 
essendo y radice doppia di/>. = (), si animila anche A/"+^^/=0, 
il punto Oj di coordinata y risulta dopxiio iier /, e la y' si 
determina in base alPe(piaziono di secondo grado — Q 
die ora non contiene pìh //g, ridiiceiulosi alla — 

Ciò che abbiala detto per il caso in cni y' sia radice 
do^ipia di A//=0, si estendo al caso di mia radice multipla 
d’ordine 2 , Per deterniiiiare un valore y" di 7/, dovremo 
scrivere mi’equazione 0 (/>()), e iirecisaiuente (india 

die corrisponde al jiiu piccolo valore di Z ijer cui l’equazione 
stessa non svanisce identicamente: ora se Z < s codesta ecpia- 
zioiie dal grado Z si abbassa in generale al grado Z — 1 perchè 

3^ 

si allunila il coefficiente di yj (essendo g^Aj’’ = 0), quindi 

essa ammette una radice influita (semplice o multipla) cui cor- 
risxioiide un ramo o un gruppo di rami superliueari della /; 
invece se ì = s vengono soddisfatte le condizioni 2) caratte¬ 
rizzanti il passaggio di f per 0 ^^ e si ottengono s valori 
finiti ?/", in generale distinti, come radici dell’equazione 


\f= 


.v!' 


-.s)! 


9//i 


TsVf 


(r H- s) ! 


(s —1)! (r- 
+ A /'+*/=0 




A 

?—1 -^1 


‘ifij 


+ 


(//l = 


È ormai chiaro come si prosegua l’analisi precedente, e 
ili ispiMue axixiare conni (piesta si esaurisca nel caso delle 
singolarità costitnilc di rami lineari: ciascun ramo 


ÌJ + 


dipende dalla determinazione dei suoi punti successivi all’ori- 
giiK*: Oo, O-j.... di coordinate //', //', e le y\ y'\ ìf' 

si determiiiauo successi vaiiiente mediante equazioni del tiiio 
Precisamente: se 0 è /-pio jier /, gli r valori di //' 
si otleiigoiio risolvendo l’equazione Aj’’/0 in cni = y — fl; 
ad una radice if d’ordine ì\—s (<■ r) corrisx/ondono s rami 
liassniiti per il x>^uilo che risulta .s-plo per /, e le rela- 
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tive y ’ si ottengono risolvendo F (^inazione del <>rado a* in 2/0: 
A/'^V = 0, ili cui si pone x = y — <) e —//; ancora se Inequa¬ 
zione anzidefcta ammette nua radice //' multipla delFordine 
r.y=ii {<s)^ a questa corrisiioiuloiio u rami passanti per nn 
medesimo punto 0 .^ che risulta u-plo per /, e in tal caso le 
relative y.^ si ottengono risolvendo le equazioni di grado a, 
in cui si pone x = y~i)j 2/1 = 2/, 
rroseguendo in tal guisa si arriverà dopo ini numero fin ito 
di operazioni a un’equazione avente in 2/i un certo 

grado n>l e dotata di ri radicò distinte; allora avremo 
sei>arato un griii>po di Vi rami lineari della /, e per ciascuno 
di ((iiesti si otterranno le coordinate dei punti successivi 
2/^^-— risolvendo le equazioni di primo grado 


\ m-f-l 
1+1 


/=o, 


^r,-2V=o,... 


Ili ciò che abbiamo detto, l’ipotesi dei rami lineari si traduce 
nella proprietà che ove nasce una radice y^> ivpla per una 
eciiidzione A^^/=0 (per i= I, ‘J...,) questa risulti anche radice 
d’ordine Tì — I per Ai”^+^/ = 0. 

Aggiungiamo l’osservazione che per ima curva irriduci¬ 
bile/, d’ordiue u, desigiiando T = rQ^ le successive 

molteplicità dei punti 0, 0^, sussiste la diseguaglianza 


a) 


inCn —1) ^(u —l)(u 


la (piale porge un limite pratico alla serie delle operazioni 
precedenti: infatti una curva d’ordine h —1 , 9n—u passante 
Vi — 1 volte per ciascun piiuto Oi ('v per altri 

{il 1 )(ii -p ii) ri{Ti 1) 

punti seiindici di /, non può avere con / i>ifi cbe n(n — 1) 
intersezioni- (Una (uirva soddisfacci te alle condizioni anzi¬ 
detto esiste certo purché sia 

P) (H--l)(u + 2)>^r,(r—1); 

nel caso opposto basta osservare clu^ si otticuie ima serie di 
punti luultiiili soddisfaeeiit(3 aiunna alla disiignagiianza a), 
riguardando l’ultimo limito r^rpln della serie come di molte¬ 
plicità —I). 
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Il procedimento per la separazione dei rami deve essere 
modificato nel caso in cui / contenga un ramo Huperlinearei 
questo caso è contrassegnato dalla circostanza che una delle 
pre(*edeuti equazioni possiede una radice multipla 

di nn certo ordine che riesce multipla d’ordine inferiore 
a ri — l per (r»>/). In conseguenza di ciò l’equa¬ 
zione successiva che vale a determinare cioè la prima 

— Q contiene eftettivainente (/ < r^), possiede 
una radice infinita, riuscendo di grado cT L Ora il diagramma 
delle partizioni triangolari permette di deterniiiiare le mol¬ 
teplicità di / nel punto 0» e nei suoi punti satolli ti, separando 
così i rami che passano per punti satelliti diversi: di pili quel 
diagramma ]}ovge lo schema grafico dei detti rami di /, e 
così — per ciascuno di essi — mette in evidenza i carat¬ 
teri V, del ramo Ji(v, d’ordine minimo, su cui vengono 
definiti i pilliti satelliti che gli appartengono; in corrispon¬ 
denza a ciò si avrà una derivata che per a;=0 diviene 

infinita d’ordine e la f possiederà un ramo d’ordine v o 

multiplo di V. Per semplicità di discorso siipporreino chela/ 
<*ontenga un solo gruppo di rami siiperlineari, aventi a comune 
gli stessi punti satelliti dì 0^, e aninietteremo provvisoria¬ 
mente che questi siano proprio d’ordine v. Ponendo x = f la 
curva f{xy) — 0 si trasforma in una curva = 0 che pos¬ 
siede in 0 una singolarità costituita di rami lineari (almeno 
nell’ipotesi che / non possegga altri rami siiperlineari all’in¬ 
fuori di quelli del gruppo nominato); sì applicherà quindi a 
l’analisi precedente e se ne dedurrà la rappresentazione ana¬ 
litica dei suoi rami inediaiite gli sviluppi di y per le potenze 

t 

di t — x^. 

La separazione dei rami di / dipende dalla risoluzione 
delle equazioni die s’incontrano nello studio dei punti niiil- 
tìpli snccedentisi sopra rami superlineari, e che possiamo scri¬ 
vere valendoci del simbolo operativo T>. Conviene aggiungere 
che se i rami anzidetti dì / sono d’ordine multiplo di v, e 
((Hindi di genere gf>l, la possiederà mi gruppo di rami 
di genere g — 1; e jierciò l’applicazione reiterata della tra¬ 
sformazione precedente x>ermette di condurre a terinìne l’ana¬ 
lisi, e calcolare in ogni caso lo sviluppo di PursEUX per 
ciascun ramo di /. 
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Abbiamo detto come il nostro diagramma delle partizioni 
triangolari permetta in particolare di riconoscere l’ordine dei 
rami superliueari che costituiscono una data singolarità di /. 
Il metodo che occorre a tale scopo deve essere riavvicinato 
ad un metodo classico introdotto da Newton, ripreso e svolto 
da Orameu e da Puisbux (cfr. per le notizie storiche il pa¬ 
ragrafo seguente), E per semplicità di discorso conviene con¬ 
siderare rami di genere <7=1, anzi conviene addirittura 
riferirsi al caso elementare caratteristico in cui si tratti della 

v-t-v' 

separazione di rami y — yx-{-ax '* -h......... tangenti ad una 

medesima retta y = yx^ che può assumersi come asse delle 
X (9/=:0). E appena necessario rilevare che, ove si trattasse 
di rami apparentemente più generali 

. /v-4-v' 

qj ^,(l) - 

y — yx + ^^ rr"+ ^ arr , 

ci si ridurrebbe al caso precedente passando dalla curva 
f{xy) — 0^ alla/(a;y) = 0 con la sostituzione 

y — qj — Uj X X^ .... -h 

Ordunque scriviamo l’equazione 

f(xy) = = 0, 

-ilove — l’origine 0 avendo la molteplicità r — sarà 

=z 0 per m + a <; r. 

V 4 v' 

Per separare i rami di f y = ax che toccano l’asse x^ bisogna 
formare le condizioni di passaggio della f per i punti satel¬ 
liti del punto 0^, successivo ad 0 sul detto asse (o, nell’ipo¬ 
tesi v' > V, per i punti satelliti ad ini imuto Oi successivo ad 0^ 
stillasse stesso); queste condizioni sono del tipo 

Ma, tenuto conto die y’ = 0, la condi/ione (fc, 7) si riduce a 
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Ril)reii(lianio il nostro dia^raiuina in cui vengono figurati i 
punti (fcZ), ed osserviamo che Pinsieme G dei punti di questo 
diagramma che rispondono effettivamente a condizioni di pas¬ 
saggio di / j)er xninti satelliti di 0 ^ (o di Oi) viene limi tato 
da ini <iiiasi-triaiigolo rettangolo, cioè da un i)oligoiìO con¬ 
cavo, F, che è il i)iù ampio poligono concavo nel cni interno 
non cadono punti lacunari, diciamo punti (M) che corrisxmn- 
dano a coefficienti 

Segue da ciò che le rette seiiaratrìci costituenti la i>oligonale 
concava h che forma la base di debbono contenere ciascuna 
almeno due punti lacunari. 

Sia una di queste rette separatrici, lati di di e(|iiazioiie 

+ - — 1=0, 

V V 

e x)Oiiianio, per seinxfiicità di discorso, 


a codesta sei)aratrice corrisiioiide uno o più rami della curva/I 
Precisameli te, se v e '/ ammettono come massimo conimi 
divisore À: 

Vz=Xp, V' = A0', 


si avrà un grii^ipo di 1 rami del ti^io 

ifz=:za^X P 




Così, in corrÌHi)on(len:^(t ad nna separatrice di incìinacione 
'/ 0 

— si ha vn grappo di a raini di f su vai x e y divengono 

infinitesimi d^ ordine proporzionale a p e p-h p\ 

Ora la regola ohe così si ottiene per la determinazione 
di codesti ordini di in fi ni tesi ino deve essere confrontata <*oìi 
lineila che viene iiosta da un classico diagramma di Newton, 
svolto poi da OuAMBU e da Puisuux (cfr. 29), niedinnte 
il quale viene risolto il xiroblenia della ajixirossimazione delle 
curve, axiprossiinazione asintotica o approssimazione in un 
punto singolare (cfr. L. P, 11,12). 
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Per illustrare il traiiasso dal nostro diagramma a (niello 
di Newton figuriamo iiel piano i punti (Id) die rispondono 
a coefficienti 0, cioè efiettivaineute esistenti nella 

e(iiiazioue /; questi punti die, in senso esteso, costituiscono 
i jiiinti lacunari del diagramma recedente, formeranno un 
gruxipo G\ Ebbene ht poligonale concava h, che ha i snoi estremi 
sugli assi le e l, fa parte del contorno del minimo poligono 
convesso F' che contiene nel suo interno il gruppo G'; anzi 
(piesta iiroprietà caratterizza la iioligouale h. 

Nel diagramma di Newton si tratta appunto della (‘ostru¬ 
zione delle rette separatrici limiti del grappo die costi¬ 
tuiscono i lati di h e die valgono a i>orre in evidenza i griqixii 
di temimi dell’equazione / a cui la/stessa si riduce in prima 
aiiprossimazioue (^); vi è vsoltauto un cambiamento di orien¬ 
tazione della figura che proviene dal raiipresentari^ il coefii- 
cieute a^n,i addirittura nel jninto (mn) anziché ind iniiito 
Ic—nu, l = m —-r-f-ft, oude il nostro asse orizzontale 7; si 
cambia nella retta m + n = ì\ 

Con ei<') rinclinazione di una retta seiiaratrice, limite di G\ 

V V H— V 

risulta non phi ~ ma —7^’ corrisponde direttamente 

al rapjiorto degli ordini di infinitesimo di y e x. 

Vale la iiena di rijiortnre la giustificazione diretta della 
regola iier il calcolo delle apiirossimazioni (ordini e (‘oefficienti 
delle jjarabole e iperparabole osculatrici) che è fornita dal 
diagramma di Newton, 

Figuriamo diniqiie nel iiiano i ininti (mn) che risxjondono 
ai coefficienti a^^^ di f effettivamente esistenti, e costruiamo 
una retta sejiaratrice del gnippo‘ G' così formato; una tale 
sexiaratrice lascia tutto da una banda il grupijo G' (precìsa- 
mente dalla banda oxqiosta a quella ove si trova l’origine) e 
contiene almeno due punti di G\ Designando 


-4- tiu — c 

1’e<inazione di una tale sejiaratrice, (i-t, v, c primi fra loro) si 
vede che — dove si xiongano x e y prox)orzionali a f e 

cioè y = ax' — i termini di / corrisiiondeiiti a punti della 

(q Queste rette figurano nella trattazione dì Cramek col iioiue di 
« rette detenuinatrici », 
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separatrice riescono hitìnitesimì (l’ordine c rispetto a mentre 
(]nelli che corrispoiidono agli altri punti del gruppo 6?'riescono 
iìdìnitesimi d’ordine >c. Pertanto l’equazione/(.Ti/) = 0, trascn- 
rando i termini d’ordine superiore, si riduce a quella che si 
ottiene aiiinillaiido il complesso dei teriuiiii dati dalla sepa- 

c 

ratri(^e; e (piesta, divisa per f — porge uu’eqnazione capace 
di determinare il coefficiente a. Se ne deduce l’equazione dei 

V- 

rnuii o gruppi di rami y = ax* che approssimano la curva /. 
Ili particolare si otterranno i rami tangenti all’asse x quando 
si scelgano le separatrici per cui p>v, sicché possa farsi 
p = V H- v'. 

Per maggiormente chiarire come il nostro metodo per la 
separazione dei rami si riattacchi a quello che viene fornito 
dal diagramma di Xkwton, addurremo ini semplice esempio. 
Sia la curva 


avente nell’origine, 0, la molteplicità 11, siccdié 
= 0 per m + < 11, 

e suppongasi che si abbia inoltre 


[11] 

m 

[ 5 ] 

[ 4 ] 

[-'] 


^^11. (I '—■ ^^lOi 1 — 2 

^^12* U ^11.1 ' ■ 2 — 


14 » 0 —.— ^^11 > “ 

« 15 , 0 = « 14 , 1 = «i:i. 2 + ^ 

«JR, n ^ d, 


= 0 , a. _ 

r> » 7 ^ 4,8 

= 11 ? « 8 . 5 =]= ^1 

'^lo. 4 ^ 11 


« 0.114 = 11 * 

=[=^•4 


onde la / sarà almeno di ordine 16 - 

Le condizioni sopra scritte (e per ciascuna linea basta 
ri<‘ordarne il numero, indicato a sinistra in parentesi quadre) 
porgono il nostro diagramma delle i)artizioni triangolari, ch(‘ 
— in seguito alla rettificazioiu» — viene rappresentato dalla 
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figura seguente: 



Emerge di qui l’albero della singolarità dove viene lìgu- 
rata anche la molteplicità di 0: 



.Vppare così che la f passa per i punti infinitamente 
vicini ^ — tenuto conto delle 
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relazioni di prossimità — si vede che essa si compone di: 
nn ramo 

e di due rami 

(piesti ultimi due rami risnUeraniio in ^>eiierale distinti: 
salvo che sia soddisfatta la particolare condiziono per la 
coincidenza dei due imiiti di / successivi ad 0 ^^^, condizione 
che incontreremo in appresso. 

Per i rami anzidetti si ha rispettivamente: 

v = 5, v' = 3 e v = 3, v'=z 1, 

e quindi i rami stessi sono rispettivamente del tipo 

8 4 

y — (lofi -H ....j y = (ix^ 


si dovrà poi determinare ((, nei due casi, ponendo 

X = P, y = (if~^^ 4- 
e scrivendo P equazione in Y^h-v' 


>f={) 


{x—il = ìl' = 0), 


dove, 


lìcl primo caso = 11 • 5 4 - 3 » 5 -f- 2 • 4 + 1 4 - 1 = SO, 
e nel secondo = 11 • 3 4 - 5 4 - 4 4 - 2 = 44 : 


1 

vP 


(v + v')! 


Ora, sviluppando il mediante la formula VII del §23, 

ove si avverta che Y^ = 0 per ?zi=v 4 -l, v 4 - 2 ....v-p-v' — 1 , 
troveremo mia sommatoria di termini <lel tipo 

dove 
cioè 


v7# 4 - Vh = 
v(ll 4-7) 4 -v7c=ìi- 


(/ly^ v'- ^0 J 
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Quest’equazione in rapporto al nostro diagrainina non rettifi¬ 
cato, rappresenta la retta separatriee, relativa al ramo v'), 
e — tenuto conto dei coefficienti nnmerici — si trova in fine 
che l’equazione per determinare a viene porta semplicemente 
dall’annullare il griipim dei termini di / che corrispondono 

v+v' 

ai punti figurati siiiranzìdetta separatriee, posto ì\ì y = ax ^ . 



Con ciò il riscontro col metodo di sej)arazione dei rami, 
fondato sul diagramma di Newton, appare perfetto. 

Infatti, figuriamo nel i^iano i punti (n?, n) corrispoiideiiti 
ai coefficienti non nulli della nostra equazione 


Kieordando le ipotesi fatte, si troveranno due rette sei)ara- 
trici, i)assantì la prima per i punti (8, 5) e (16, 0) e la seconda 
per (0,11) e (8, 5) (vedi flg-), che corrispondono alle equazioni 


dove 


'm -h (v + V)ìi = c 
c = 80, 44. 


È ovvio che l’equazione j)recedente, essendo c=i)j si riduce 
alla 


v(ll + /) + v7v=p 
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incontrata innanzi, quando si i)on^‘a 


h — il 

/ = — 11 -t- « . 

Ordiiiique si otterranno i valori del coefficiente a per i 
due tipi di rami 

8 4 

y — ax^ + y = 

ainmllaiido risi>ettivaineute i due gruppi di termini di f che 
lignraiio sulle separatrici predette, cioè scrivendo le equazioni : 

«8. t.6,0 = 

oi^sia 

e 

«0- 11.»/" + «4. + «8. :,^»^*//’ = 0, 

ossia 

« 0 . idr + « 4 .+ »»«, = <>• 

8 

La prima, ponendo y — ax^ii dividendo per a:®, dà 

e(iiiazione lineare in che determina (un punto libero suc¬ 
cessivo a 0 ^i 2 i ^ «luiiuli) un ramo del 5"" ordine di /. Invece 

4 ^ 

la seconda equazione, posto y~ax^ e diviso per dà 

Il 8 

cioè un’equazione di secondo grado in che determina in 
generale due punti liberi successivi a 0^^ e quindi due rami 
del terz’ordine di /; soltanto nel caso 

8 11^^81 T) 

i «lue valori di vengono a coincidere e, in generale almeno, 
i due rami di terz’ordine si foinlono in un solo ramo del 
sesto ordine e di genere 2 : per riconoscere la iiTidiicibilità 
di «juesto occorre ima ulteriore approssimazione che si otterrà 
come è detto innanzi, passando dalla curva f a una curva 9 
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con In so.stitn/Joiic 

4 

X = x^ Y=ìj~ax\ 

111 conclusione ubbinnio visb) che V analisi deìle condi-- 
pioni diffcrenpiaìi caratteri acanti il passaggio di f per punti 
in finita mente vicini porge una regola per il calcolo degli svi¬ 
luppi di PuiSEUX, la quale si identifica con quella che viene 
fornita dal diagramma di Xlwton; il nostro metodo vi 
a^’^diiiige la discrimiiiu/ioiie dei vari gi iippi di condizioni che 
rispondono ai singoli punti inni tipi i costituenti la singolarità. 

Dal punto di vista pratico P nso del nostro diagramma 
rcttilìcato presenta mi vantaggio sn ipiello di Xlwton nei 
casi in cui le condizioni della lignra rendono dinìcile di ri<a)-- 
noscere gralìcainente (piali punti del diagramma appartengano 
alle seixaratrici e come cpieste si distinguano fra loro. 

28. Nota sulle ipiestioiii di realità. — Lo studio delle 
singolarità contenuto in (piesto libro è concepito dal punto 
di vista delle finizioni di variabile complessa; (pii vogliamo 
aggiungere brevissime note sulla forma dei rami nudi delle 
curve algebriche, nell’intorno di iin punto singolare. 

Anzitutto per i rami di socond’ordine, conviime notare 
che la cuspide di seconda specie^ scoperta da De Ij’HdiaxAL, 
è costituita in geiierah‘ da due archi che, a dilfereiiza di ciò 
che accade per la cuspide di prima specie, giacciono da una 
medesima banda della tangente, costituendo così la lignra di 
ini becco (denoniiiiazione usata da Ciìamiou). Anzi, dal punto 
di vista reale, ipiesta proprietà viene assunta talvolta come 
detluizione delle cuspidi di seconda sp(u*ie in <*ontrapposto a 
quelle di prima. Ma, tenendo ferma la nostra deliiiizione 
delle « specie di lui ramo del seeond’ordine », come niiimno 
dei punti doppi siicc(‘ssivi che sopra di esso s’incontrano, si 
ha iirecisainente: 

I due archi di una cuspide di specie .9 j> 1 sono sì parati 
0 no dalla tangente secondo che la classe è dispari o pari: 
così per es. la cuspide di seconda spende di (da^se 2: 

ìf — ax^^ + 

con luogo a due archi giacenti da una medesima 
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parfe (h‘lia tangente, mentre quelli vengono separati da questa 
per a — 0. 

IjO studio pili generale delle proprietà di forma che 
spettano ai rami reali d’ordine superiore risale a Cramer 
(G ap. XLI del suo trattato) e fu poi ripreso da Pluckrr (^); 
più reoenleiueiite si è occupato della questione Smith nella 
citata memoria del 1870 e, dal punto di vista delle trasfor¬ 
mazioni, Oh. Anhas Scott (1892, 93) ('). 

Ora osserviamo che quando si muova la variabile com¬ 
plessa X nell’intorno di a; = 0, aumentandone l’argomento 
di /iTT, il coefficiente dello sviluppo di 

v-»-v' v+v'h v" 

y — ax-\-(t^x a^x '' -H.... 

Imi - 

viene moltiplicato per e ^ , sicché, quando non sia h 

multiplo di V, (piaìclie coefficiente diviene iininaginario; lo 
sviluppo di y resta invece invariato per h multiplo di 2y. 

Eicliiamando il concetto dei rami parziali nel senso di 
Gaylev, cui si è accennato nella nota a piè di pag. 330, di¬ 
remo che si passa da un ramo parziale reale a un secondo 
ngnalinente reale solo quando l’argomento di x aumenta 
<li V7i: e in tal caso per v pari x ritorna al valore primitivo, 
lier V dispari cambia di segno. Pertanto vi è luogo anzitutto 
a distinguere i rami d’ordine v pari e quelli d’ordine dìsiiari. 

I rami d’ordine pari, come quelli di second’ordine, pre¬ 
sentano la forma di una cuspide (^), e precisamente della 
cuspide ordinaria o dì prima specie (attraversata dalla tan¬ 
gente), oppure d(d becco, cioè della gemu’ale cuspide di 
seconda specie che giace tutta da una medesima banda della 
tangente, secondo la disparità o parità della classe v'. 

Invec(^ i rami (bordine dispari possiedono due archi che 
si prolungano l’uno nell’altro, attraverso l’origine, senza inver¬ 
sione della tangente, cosi come avviene in un punto regolare; 
il ramo traverserà la tangente o starà tutto da una parte di 
esso, secondo che h» classe è pari o dispari. 


(9 Plijckek. « Tlieorie der aI<j:ebraÌRcli(‘U Curven », i>ag. 200 e sei»-. 
(^) Americìiri Journal, t. XIV e XV. 

(^) Cfr. anche Laghanoe « EonetiouR analytìqiies », $ 27; OeuYrcs, 
t. IX, pag. 62, 
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Aggiungiamo che nel caso della cuspide i due archi ter¬ 
minati dal punto singolare formano diversi rami parziali, ed 
invece nel caso del flesso formano iin unico i-amo xmrziale; si 
sottintende qui che la considerazione dei detti rami viene 
limitata a ciò che cade nel campo reale. 

Un elemento essenziale nello studio della forma di un 
ramo, d’ordine pari o dispari, viene offerto dalla curvatura 
di esso nell’origine, o meglio dal modo di variare della curva¬ 
tura quando ci si avvicina all’ origine. Prendendo la tangente 
come asse e però facendo ?/'(o) = 0, la curvatura 

y" 

si riduce, nell’origine, ad y\ 

v+v' 

Ora per il ramo y — ax ^ h-.... si ha: 


V ~v 

, v'(v + v') ~ 

y {x) =-5-«a; 


v- 


si vede dunque che per .^ = 0 la curvatura diventa infinita 
quando '/<;v ed invece infinitesima quando v'> v (*); nel 
caso v — V la curvatura viene uguale a 2^, il nostro ramo 
non distinguendosi in prima approssimazione dalla para¬ 
bola y = ax^. 

Questi risultati esigono qualche chiarimento specialmente 
iu rapj)orto ai casi che esorbitano dalle ipotesi pifi restrittive, 
usualmente adottate nelle trattazioni scolastiche del Calcolo 
influiteshnale. 

Anzitutto r ordine di contatto del ramo reale con la tan¬ 
gente, cioè l’ordine di infinitesimo della distanza y{x) dilui¬ 
vi 

iiuito (li un’unità, è dato dalla frazione — che, secondo Smitif, 

prende il nome di curvatnra logaritmica’, così tale ordine di 
contatto non riesce generalmente intero come accade invece 
per le curve rappresentate da funzioni y=f{x) regolari, per 

(*) La nozione a cui si perviene in tal guisa di flessi con curratnrn 
infinita e cuspidi affilate con curvatura nulla, risale a Cramer, (op. cit.,- 
cap. XII, $ 217). 
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le quali si ha, in x = 0j nna piiina derivata finita e non 
nulla. 

Ciò posto distinguiamo i seguenti casi: 

]) V dispari e v' disparij la cuj*va, non traversa la tangente* 

a) Quando v'<;v, y" = oo^ si ha una forma ogivale^ non 
esistendo alcun cerchio interno alla curva che la tocchi nel 
vertice ; 

h) invece ]>eT v';>v, ?/" = 0, si ha una curva che si 
avvicina alla tangente più di qualunque cerchio, quantunque 
per v' < 2v si avvicini a questa meno di una curva regolare 
( 2 /'" finita) che la jiossiede come tangente di flesso. 

2) V discari e V pari-^ la curva attraversa la tangente, 
cioè presenta un flesso^ passando attraverso il quale la curva¬ 
tura, che ivi diventa 0 o cambia di segno, 

a) Per v'<;v, qj" = oo^ a differenza del flesso ordinario 
ciascuno dei due,archi della curva si accosta alla tangente 
meno di qualsiasi cerchio (presentando la forma di nna mezza 
ogiva); 

h) invece per v'>v e quindi = la curva si accosta 
alla tangente piu di qualsiasi cerchio, e tuttavia per '/<;2y 
meno di nna curva regolare die possegga quella come tan¬ 
gente di flesso. 

3) V pari e V dispari; la curva presenta la forma della 
cuspide propriamente detta, e attraversando la tangente la 
sua curvatura cambia segno passando per 0 o 

a) Quando v' < v, y" = i due archi della cuspide si 
accostano alla tangente meno di qualunque cerchio; 

h) all’opposto si accostano di più per v'>v, y" — 0, 

4) V pari e v' pari; se il termine successivo dello svi¬ 
luppo y{x) non si annulla, la curva presenta la forma del becco. 

a) Per v'<;v, y" = oo [ due archi che formano il becco 
si accostano alla tangente meno che qualunque cerchio; 

h) viceversa si accostano di più per v' > y'' = 0, 

Tutti questi 8 tipi si ottengono raccordando, nei vari modi 
compatibili coll’unicità della tangente, due archi aventi am¬ 
bedue la curvatura 0 o 00 nell’estremo comune. 

Le presenti figure porgono la rappresentazione delle varie 
sjìecie di flessi e ciCspidi pertinenti alle curve 

n > 7 », = [1 — (— 


dove 
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Vi dispari, n pari: 



Vi dispari, v dispari : 
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m pari, n (lisi>ari : 
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29. Notizia storica sullo svolgimento della teoria delle 
siiigolarìtìi (‘). — La teoria delle singolarità delle curve o 
funzioni algebriclie trae lesile origini dallo studio delle appros¬ 
simazioni successive, e per (piesto lato sì collega alP opera dì 
Newton. 

Veraineute Newton uou si occupò in modo speciale dei 
punti singolari, ma in poche pagine della sua memoria 
« Metodiis fiiiictioiiuin et serieriim iulinitarulli » pubblicata 
a Londra nel 1736 C^), e col conforto di esempi, lia trattato 
il problema delle approssimazioni successive della funzione 
implicita debilita dall’equazione — da cui sorge lo svi¬ 
luppo di y iiiediaiite potenze della x. Newton considera questo 
problema come prolnugameiito di quello che ha per oggadto 
la ricerca delle successive cifre decimali della radice di una 
e<jnazione/(: t) = 0. Passando alla/(.ry) — 0, considerata ind¬ 
i’intorno del punto-radice (0 «), pone, entro f\ y = a~\-z e 
scrive l’eciiiazioin^ in a die ne risulta; (piesta viene soddisfatta 
ponendo si = l)x e dà luogo a una nuova equazione in ir,, 
<die si risolve ponendo = ex^ -\- e così di seguito. 

Per scrivere effidtivamente l’equazione die determina ^ 
(e analogamente per le successive equazioni) Newton dispone 
i terniiiiì di /(:r, a-h c) per lìnee e colonne, in guisa che i 
teriniiii di ciascuna linea o colonna abbiano lo stesso grado 
rispetto a inni delle variabili: così ha origine il diagramma 
eli(‘ porta il nome di lìarallelogramma di Newton, 

De-Gua, nel suo trattato del 1741 (^), svolge l’applica¬ 
zione di (jiiesto diagramma al problema di separare i rami 
della funzione algebrica y{x) in un punto singolare; a tal 
uopo egli pone il punto singolare nell’origine, e determina 
in tal guisa i gruppi dì termini caratteristici a cui l’equa¬ 
zione si riduce, a meno di iniìnitesiini d’ordine supcriore. 

In De-Gua il dìagrainiiia di Nfavton, limitato ai termini 
di / che non superano nn certo grado complessivo anziché 
nn certo grado separato rispetto alle due variabili, assume 


(q Cfr. ]>er notizie e per la letleratiira il citato rapporto di 

Buii.l e XoTHEit nello « Jahrcsbericlit dcr D(‘nl. ÌMat. Vcrciuigung (1892-98)» 
e la bibliogralìa die diiude Paxipeiidice di IIalptien alla trad, frane, del 
trattato sulle curve piane di Sat.mon. 

P) « Opuscola » ediz. Castillion, Losanna e Ginevra, 1744. Voi. I, 
pai::. 37. 

(^) « UsagC' (le TAnalyse de Descartes ». 
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l’aspetto (li un tnaui>'olo, donde il iioine di « triangolo alge¬ 
brico », che da Ou.UDUi fu mutato poi in « trian«x)lo 
analitico ». 

Ora, quanto alla conoscenza delle singolarità, De-Gta 
ritenne che l’andaiuento della curva nell’intorno di un punto 
singolare fosse sufficientemente caratterizzata feruiaudosi a 
una prima approssimazione mediante curve del tipo j/''= 
Quest’errore fu corretto da Mulero (1740), il quale osvservì) 
che un ramo pìiò essere iiuniagiuario, per rr negativo, pnr 
(laudo luo,i>o ad una prima approssimazione reale, e addusse 
coiin' esempio la cuspide di seconda specie 

o 

y — ax' -h l)x^^ 

^ià innanzi scoperta da De L’H('>pital, 

La completa separazione dei rami in mi punto siiif^olare, 
merce il calcolo delle approssimazioni successive ricondotte 
alln prima con una sostituzione di variabili, si trova ìuOramer 
e ])i'ecisaineute uel capitolo X della sua « lutroduetioii à 
TAnalyse des li^>'nes courbes » (1850). (Lo stesso metodo viene 
applicato nel Gap. VII della medesima opera per la appros¬ 
simazione asintotica dei rami iiUiniti). Ija perfezione del imp¬ 
lodo, svolto accuratamente e con numerosi esempi da Cramer, 
api)are ancor oggi insuperata dal punto di vista dello scopo 
pratico, sebbene altri metodi si siano aggiunti per la separa¬ 
zione dei rami delle fnnzioiii algebriche. 

Per Crami^r lo scopo segnalo a (jueste ricerche era rag¬ 
giunto (|iiau(l() si era riusciti a separare i rami costituenti la 
singolarità, per quanto il procedimento potesse proseguirsi 
tino ad ott(niere una approssimazione di ordine eomim(|iie 
elevato; egli non prende in esame la serie infinita (lì }}oteuze 
che così trae origine, e la imssihilità di dedurne una rappre¬ 
sentazione aualitica i>er i rami della fniizione implicita yix). 
Tuttavia tale (piestiom* era posta dalla scuola di Xewtox, 
e già il maestro aveva accennato come si otterrebbe il valore 
(‘satto della radice di nn’e(piazioue mediante uno sviluppo 
intiuito; Tateou (^) prosegue il cauuuino di Xewtox, e il 
maggior frutto dell’assetto da lui dato alla teoria della deri¬ 
vazione delle funzioni implicite appare il teorema sugli svi- 


(q « MetliocUis iucremenfovum.... » Londra 1717. 
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lappi in serie di potenze che porta il suo nome e che figura, 
nella sua trattazione, nella forma modesta di un semplice 
corollario (corol. 2° della pvop. VII), senza clie se ne trngaa 
alcuna applicazione. Mac Lauiìik nel « Treatise of flnxions » 
del 1742 (^), fondandosi sul metodo dei coefiìcleuti Indeter¬ 
minati, ritrova il caso paidicolare di questo teorema che 
porta il suo nome (sviluppo per potenze di x nell’intorno 
di x — 0) (^), e avverte che vi sono alcune eccezioni, potendo 
accad<u*e che qualcuna delle derivate successive divenga 
infinita per x — i). 

^NFa che cosa si deve dire circa la validità dello sviluppo 
d’nna funzione in serie di Taylor? 

La storia di tale questione comincia colla « Théorie des 
fonctions analyticpies » di Laouanoe (1798) (^). Qui si affaccia 
la veduta che una finizione arbitraiia f{x) d’iuia variabile, 
cioè — secondo la definizione di Laguam^e — « mdespres¬ 
sione di calcolo in cui bi variabile entri in modo qualunque », 
dà luogo ad uno sviluppo dì f{x-\-i) in serie di potenze intere 
di i, fatta eccezione al piu per valori particolari della x 
(op. c. § 2); lo sviluppo anzidetto non potrà divenire illu¬ 
sorio tranne nel caso che le derivate successive di f nel 
plinto risultino — da un certo ordine in poi — infinite, 
ed allora/(.^-+-^) ammetterà uno sviluppo per potenze fratte 
di i (§ 30), dove s’iiicontreraiuio anche potenze negative se 
è pure f{x) — 

Queste conclusioni (illustrate con un esempio) suppongono 
una forma particolare di funzione, costituita con nu pìccolo 
numero di simboli di calcolo; una giustificazione generale <li 
esse è venuta soltanto nella teoria delle funzioni di varia^ 
bilità complessa per opera di Caucjiv, Laueent e PuiSEUX. 
A LAGUANC4E rimane tuttavia il merito di avei*e assegnate 
lina prima forma pel « resto della serie di Taylor (^) », 
dove — come è noto ■— figura la derivata n-ina in un punto 
intermedio; ed invero la fornmla di Lagrange permette di 


(9 Book IL Ch. IT, ArL 751. 

(-) Mac Laurix avverte del resto (p. 611) ohe il teorema fu dato da 
'I’aylou, e (p. 612) ohe espo non differisce sostanzialmente da uno sviluppo 


di Giov. Ber NOCI LLi, che conctune 




risale al 1604. 


(3) Cfr. OeuvrcB, t. IX, Parigi 1881. 
d) Op. c., § 40, pag. 83. 
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trattare facilmente la (ine>stione della validità della serie per 
le usuali funzioni esidicite, se non anche per le implicite. 

La risposta precisa al problema della convergenza delle 
serie di Taylor e della i} 0 ssibilità di rai)i)resentare la funzione 
con esse sviliq^lìata, apimrtiene a Oauciiy. Già nel 182G (*) 
Oauchy dava al resto della serie la forma che porta il suo 
nome, ma soltanto alcuni anni più tardi (“) i^erveniva al teo¬ 
rema foinlaraeiitale sullo sviliH)po in serie delle finizioni di 
variabile complessa neirintorno di un punto regolare (cfr. L. 2 ', 
30). Egli ili particolare determinava rigorosamente lo svi- 
lupx)o i)er latenze intere delle fiiiizioiii implicite, semine sotto 
le condizioni di regolarità che escludono i i^iinti singolari. 

Restando nel caTnj)o algebrico, il caso dei poli dà luogo 
a potenze negative (teorema di Laurent 1843) ; invece il caso 
dei punti di diramazione dà luogo alPessenziale complemento 
portato dal teorema di Puiseux (1850) (^) per cui i rami 
di mia funzione algebrica nell’intorno di un punto singolare 
si possono sviluppare mediante serie di potenze fratte della 
variabile indipendente: Pujseux dà anclu‘ il calcolo effet¬ 
tivo, riprendendo il metodo di jSTewton-Okambu. Con ciò si 
chiude il primo periodo delia teoria delle singolarità^ rispetto 
a cui possiamo indicare come trattato rappresentativo: 
BiaOT et Bouquet « Théorie des fonctioiis ellii)tiqnes » 
Il ed., Parigi J875. 

Il secondo periodo^ o i^eriodo moderno mMla teoria delle 
singolarità delle curve algebriche può essere caratterizzato 
dal problema delle intersezioni; al quale si e in definitiva 
condotti anche dalle ricerche che hanno iier oggetto la for¬ 
mulazione assolutamente generale delle relazioni plueckeriane. 
Dapprima Gaybey, nel I8G5, ebbe a ricercare la molteplicità 
d’intersezione di due curve in un i)iinto singolare, jiartendo 
dalla detiuizione del resultante come iirodorto delle difierenze 
delle radici. Questa molteplicità ò la somma di quelle rela¬ 
tive alli^ coi)i)ie di rami e — riferendosi all’origine e intro¬ 
ducendo gli sviluppi di X ^ p i>er le latenze intere di un 


(h « Exercicea do MaMi. » I, pMg. 25. 

(') « Sur le calcul dea réaidua e le calcale dea liinitefi ». Torini» 1831-32. 
Cfr. « Exercicea d’Analyse et d<‘ Pliysìqiie nuUh. ». t. TT, pagg. 41, 109 (1841). 
(^) Jourrail d(‘ Math., t. XV (1850). 
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parametro t — si riduce (piiudi alia vahitazioiie del ii>Tado 
niiniiRO a cui t lìgura nella resuìtante (Weier8tras8 (')). 

La questioiìe di valutare le iiiterse/ioiii di due rami tan¬ 
genti, quando si eouoscauo i rispettivi sviluppi di Puiseux, 
ò stata approfondita nei lavori proseguiti parallelamente da 
Smitji e Halpjien durante gli anni 1873-70 (‘). Queste ricerche 
pongono in evidenza l’nflìcio die hanno nelle serie di Puiseux 
certi « termini caratteristici » e gli esponenti della variabile 
che vi figurano. Sostauzialmente l’analisi di Halphen (liberata 
dal concetto che ivi compare dei « rami parziali » c dcd loro 
contatti) è stata da noi riprodotta nel nostro § 0. 

Un punto di vista più originale e largamente fecondo 
si trova eunnciato da Nììtiieu fino dal maggio 1871; e con¬ 
sìste nell’uso di trasformazioni (piadratiche, che XiVriiEU 
avverte poter servire ugual mente al calcolo analitico degli 
sviluppi di Puisiu’X allo studio geoiiudrico della natura 
delle singolarità. 

Per quanto eoncerue il primo scolio, l’idea trovasi svolta 
da HambuiKtEU nell’untunno del 1871, e poi indie Lezioni 
sulle funzioni abeliaue » di Weieustiìass (dopo il 1873) ( '); 
mi ampio svoìgiineiito in rapporto al seeoiulo scopo trovasi 
ili una memoria foiidaineutale <U Nììtueu del 1875 (^). 

La possibilità di trasformare una curva dotata di singo¬ 
larità qualunque in ima curva con punti multipli a tangenti 
distinte risale a Kroxeckee, che questo teorema eouinnicò 
verbalmente a Eiemann e Weier.strass fino dal 1858. 
Kroneckeu si basa sugli sviluppi di Puiseux ed opera una 
sostituzione razionale sopra una sola variabile che riesce 
razionabneute invertibile per i punti <lella curva /(.r//)- -0; 
ci<') che gioca nelle sue ricerche è il discriiuiuante della fjin- 
zioue algebrica (cfr. L. 2"", § 24) in cui egli distingue un fat- 


(b « Vorlesuttgen iìber Al>Ld’scIto Fuiictìoiieu. 1869 », 1873. 

(b Cfr. Smith « Loiulon. Math. Soe. t. 6 », 1876 (me* ino ila Ic^tta in 
tnd 1873-7 b. 

ITalphen: Noto e ttteniorìe inferite mi lUdlottin <lc la Soc. llath. de 
Franco (1873-76), nei Comptes rendus de FAc, de Paris (1874) e nel Journal 
de Matli. ser. 3, t, 2. Appendice alla tiad, frane, del trattato sulle curve 
di Salmon. (Parigi, Gaiitbier-Villars, 1884). 

(3) Cfr. pure KòNiGSntìii{C4Eit « Vorlesnugeii itber dio Theoiio dei* 
olliptisclieii Functioneu ». Lipsia, Tenl)iu‘r 1874. Parte I, lezione 9. 
d) Matb. Anna loti. Hd. 9, pag. 166. 
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tore essenziale e uu fattore iuesseiiziale : il primo, che corrì- 
spoii(h‘ ai punti di diramazione della finizione, riesce inva¬ 
riante per trasformazioni razionali della curva (^). 

A differenza di Kroxecker, Nother usa trasforiiiazioiii 
razionali invertibili in tutto il piano, cioè trasformazioni 
cremoiiiane, in i^articolare trasformazioni quadratiche, me¬ 
diante le quali egdi ha iuseg’nato a comporre le «euerali tra¬ 
sformazioni creinoniane (cfr. Math. Aiiualen Bd. 5). Ora, 
quando si passi successivamente da una curva data a una 
serie di trasformate con trasformazioni quadratiche, si aua- 
dau'iia il concetto della composizione della singolarità me¬ 
diante punti multipli iufiintaiiiente vicini, -che può ritenersi 
come Pacquisto più importante nella teoria delle singolarità. 
NòTiiER viene a conceiiire una qualsiasi siiigoìarità straordi¬ 
naria come singolarità limite, dovuta alla riunione di più 
punti mnllipli che si avvicinano indefinitauiente e di punti 
di diramazione semplici (cfr, 19). 

Ma ciò che nella teoria di ISTòther conferisce una effet¬ 
tiva realtà ai punti multiidi infinitamente vicini, è che essi 
si comportano come i imuti j^ropri sia nel computo delle 
intersezioni di due curve, sia in quello delle condizioni perchè 
una curva passi per uu punto dato con una molteplicità 
assegnata; ed ambedue queste proprietà fondamentali ven¬ 
gono poste in evidenza dalla trasformazione. 

La teoria di Xotiier sopra disegnata ha ricevuto uno 
svilupi)o geometrico i)in semplice per opera di Beutìnt in 
alcune note x^ubblicate fra il 1888 e 1891 e nelPesi)osizione 


d Operando con trasformazioni birazionali sopra una curva si riesce 
anclie ad un resultato pìh espressivo, cioè a ridurre una curva (jualuiiqiie 
ad altra dotata soltanto di punti doppi (cf. § 30). Klein, in una lettera 
del 1859, sembra per primo avere avv(*rtìt() questa maggiore deteniiiiiazioiie 
che si può dare al teorema dì Kroneckek, ricluaiiiaiido l’osservazione fatta 
da Clebsch die le curve con punti multipli a tangenti distinte si possono 
ridurre u curve con soli punti doppi, passando attraverso curve gobbe 
(e ciò iti rapporto alla rappresentazione i)iana della superticie cubica). 

Più precisamente IIalpiien, m-lla sua citata appendice al trattato 
dì Salmon del 188-1, avvertiva clic una curva con singolarità qualunque 
può essere trasformata in nini curva gobba senza punti singolari da cui, 
per proiezioni, sì otticme una curva dotala soltanto di nodi. 

Una semplice diiiiostrazione geometrica del teorema vien porta dal 
Bertixi nel 1891 (cfr. Matli. Annalcn, Bd. 44, pag. 158): altre dimostra¬ 
zioni appartengono a Stmart e Poincaré (1893). 
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sistematica che costituisce V appendice alla sua « Inti’odiizioue 
alla Geometria proiettiva de.i»Ii iperspazi » (‘). 

Conviene infine ricordare varie osservazioni di Segue, 
in rapporto alle sue ricerche sulle singolarità delle superficie, 
e il corso di lezioni sulle singolarità che egli tenue all’Uni¬ 
versità di Torino durante ranno 1894-95. 

La riduzione delle singolarità con trasformazioni per¬ 
mette anche di estendere algebricamente alle curve dotate 
di singolarità qualunque il concetto di quel carattere inva¬ 
riante che costituisce il genere, il quale d’altra parte appare 
definito con uguale generalità dall’ordine di connessione della 
superficie di Eiemman (cfr. L. § 36). 

Dalla relazione di invarianza del genere, applicata alla 
corrisj)oudeiiza fra la curva luogo e la curva inviluppo, 
Notheu (1875) deduce l’estensione al caso di singolarità qua¬ 
lunque di una delle foriniile di Pliicker; e d’altra parte, 
calcolando le intersezioni della curva con una polare, egli 
determina l’abbassaiuento della classe dovuto a mia sin¬ 
golarità qualunque, che in altro modo, viene valutato da 
Halpiien. 

L’estensione completa delle formule di Pliicker esige 
ancora di passare dai caratteri della singolarità di una curva 
luogo a quelli della curva duale, e ciò si ottiene mediante 
l’osservazione, abbozzata da Cayley nel 1865 e svolta da 
Halphen nel 1874, che — iu una trasformazione per dualità — 
l’ordine e la classe di un ramo vengono scambiati fra loro. 

(Jiii conviene menzionare, iu aggiunta alle accennate for¬ 
mule (die abbiamo svolto nel § 16 come estensione delle for- 
iiiule di Pliicker, altre relazioni fra i caratteri della curva 
che possono riuscire di utile applicazione e che appartengono 
a Smith (1876) e a Zeuthrn (1882) ('^). 

All’estensione delle formule di Pliicker si collega anche la 
questione degli equivalenti pliieckeriani (cfr. L. 3% 15, 16): 

Oayley (1865) è giunto induttivamente al concetto che ogni 
singolarità possa surrogarsi agli eifetti delle formule di Pliicker 
con un certo ninnerò di punti doppi e cuspidi, tangenti doppie 
e flessi. Una giustificazione, del resto puramente aritmetica, 


(9 Pisa, 1907. 

(') Cfr. Z^ccTHEN. Malli. Annaleii, Btl. 10 e Acta mathematica, t. 1. 
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»si trova ili Smith (1876). Rimane tuttavia la questione essen¬ 
ziale di riconoscere negli equivalenti plueckeriaui la traccia 
di nii i>assag’gio al limite, per cui ogni singolarità risulti dalla 
sovrapposizione di singolarità elementari; e tale questione 
può essere illuminata cosi col metodo degli sviluppi in serie 
come col metodo delle trasformazioni quadratiche. 

Il primo metodo viene adoperato da Brill (1879-1892), 
il quale sostituisce ad un ramo della curva la curva razionale 
che noi abbiamo denominato iperparabola osculatrice, e fa.poi 
variare questa conservandone la razionalità. Il secondo me¬ 
todo è implicitamente contenuto nella definizione noetheriana 
di una singolarità come limite di punti multipli ordinari die 
si avvicinano (‘). 

Il rapporto fra la teoria delle singolarità di Nother e 
quella di Smith-Halphen, basata sugli sviluppi di Piiiseux, 
viene in luce quando si proponga il calcolo effettivo di codesti 
sviluppi mediante trasformazioni quadratiche, col citato me¬ 
todo di Hamburger (1871). Tuttavia la determinazione espli¬ 
cita dei punti multipli successivi d’un ramo in funzione degli 
esponenti dello sviluppo in serie, che scaturisce dall’inversione 
del procedimento precedente, si trova soltanto in una me¬ 
moria di Notheu del 1890 (^) ove viene guadagnata con l’uso 
di trasformazioni quadratiche, come sostanzialmente abbiamo 
veduto nel § 20. 

Da quanto si è detto emerge il posto che spetta alla nostra 
trattazione della teoria (^): nel Gap. I i punti inflnitainente vi¬ 
cini vengono introdotti in modo diretto a partire dagli sviluppi 
di Puiseux, integrando così la teoria delle intersezioni dei rami 
di Smith e Halphbn. Questo metodo illumina aritmetica- 
mente il concetto di quei punti che abbiamo considerati come 
« satelliti » in contrapposto ai punti di un ramo che abbiamo 
chiamati « liberi », in quanto dipendono da una coordinata. 
E l’importanza del nuovo concetto consiste nel complemento 
che viene recato all ’di Notheu: per Notheu. la sin¬ 
golarità è definita sempliceinente come riiuuone di punti 
multipli infinitamente vicini; per noi si aggiunge la veduta 


(q Cfr. O. A. Scott, Anierican Journal of Math,, t. 14, (1892). 
(2) Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. IV. 

(^) Cfr. F. Enriques. Rendic. Accad. dei Lincei 7 maggio 1916. 
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<lella posioioue <li co(les;ti punti (rela/ioiii di satelHtismo), <la 
cui dipende l’esistenza dei rami superlineari. 


Un altro carattere nuovo della nostra trattazione è lo 
studio delle coiulizioiii differenziali die caratterizzano il pas¬ 
saggio di una curva per punti infinitamente vicini e le rela¬ 
tive molteplicità. Si ottiene così una più precisa deterniiuazioiie 
del concetto delle singolarità straordinarie come singolarità 
limiti, e ne conseguono interessanti applicazioni. 

L’importanza di questi sviluppi può essere messa in luce 
dicendo die essi mirano a fondare una completa teoria delie 
singolarità algebriche dal punto di rista deir analisi infinite¬ 
simale, Sotto questo aspetto conviene ricordare alcuni ante¬ 
cedenti storici delle nostre ricerche. 

Già in Lagua^gk (^) trovasi uii cenno del calcolo delle 
derivate successive delle funzioni imiilicite in un punto sin¬ 
golare. Se il punto 0 è niultiiilo (d’ordine r>l) per la 
curva/(:r) = 0, accade che si ainiiillano ivi tutte le derivate 
parziali di f rispetto ad x e y fino all’ordine r (osservazione 
che risale al De Gua); così in particolare svanisce l’eipiazione 


dx 






che vale in generale a determinare la derivata prima 



Allora, mediante derivazioni successive, si trova un’equazione 
di grado r che riesce indipendente da e permette di 

definire //. Per tal modo IjAì^^uaxge accenna in sostanza alla 
separazione dei rami d’iiiia finizione algebrica in un punto 
singolare; problema che già con altro procedimento era stato 
risoluto più profondamente da Ouamer. 

L’analisi differenziale delle singolarità viene quindi ri¬ 
presa e svolta da Pluckeu (1831)) (~), che nello studio geome¬ 
trico si vale delle « equazioni differenziali » della curva 
f(xy) = 0, ottenute derivando la funzione id(‘nticameute 
nulla /(,T, ii{x)), 

LMù recentemente Uambijiigku (1871) calcola gli sviluppi 
di Puiseiix, nel (uiso dei rami lineari, deterininando i coettì- 


(q « Théorie dos foiudioiis «aiialyti(iues », J 25 , 
(’) « Theorie dcr algcbrnischcii CurvtMì ». 
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cienH come derivate successive delia faiizioue algebrica//(.t*); 
e Stolz (1S74), riijreiideiido e proseguendo V analisi di 
Pluckeu, scrive le formule generali di questa derivazione 
nella forma die noi abbiamo qui generalizzata (^). Stot/z, 
come Hami3UROEu, tratta così il x>ioblema della sei>arazioue 
dei rami, e .— come lui — riduce con ox^portuiie trasformazioni 
il caso dei rami siix)erlineari a (indio dei rami lineari. 

Il nostro studio comincia colla dimostrazione e f esten¬ 
sione delle formule di Stolz per le derivate successive delle 
funzioni implicite e delle finizioni comjioste. Il simbolismo 
da noi introdotto x>ermette di trattare P argomento in base 
ai concetti generali della teoria delle oj)erazioni, jiarallela- 
meute allo sviluiipo della jictenza (riin xioliiioiiiio. E l’ai)x)li- 
cazione delle formule di Calcolo così ottenute, conduce sem¬ 
plicemente al resultalo ricliiesto di caratterizzare con condi¬ 
zioni differenziali i x^iinti inliiiitamente vicini che costituiscono 
gli elementi d’iiiia singolarità. 

Il resultato sembra particolarmente imxiortante j^er (pianto 
si riferisce al caso dei x>uuti satelliti e quindi dei rami sux)er- 
Uneari, dei quali si mette in luce la genesi. 'J^acemlo dei 
X^roblemi nuovi cui si offre in tal guisa una risx^osta, diremo 
che il metodo classico di ISTewton-Ciìamer per il calcolo dei 
coefììcieiiti delle serie di Puiseux, ax>i>are qui in nini luce 
nuova e in un siguiiìcato ])ni x>i'ofoiido. Anche il rax>l>orto 
col vista aritmetico della teoria viene esx>ress) 

mediante il diagramma con cui abbiamo lìgurato le. nostre 
condizioni differenziali; dove ci si muove in un ordine d’idee 
uot(‘ ai cultori di ahuiue recenti teorie aritmetiche (cfr. x>. es. 
la « Tom nudile der Za h leu » di ^Iinicoavskv). 


(M Convieììi* ricordare elio Tauuv. nel Giornale di Mateniatielit;* di 
XajMdi, lino dal 1861 aveva scritto formule generali ptT hi derivazione 
fniizioìii implìcite, le (juali non Beiidn'a tessero note a Stolz. ^Mos^a 
( nello RteBso (4iemale e lìeiramio 1S75) ha generalizzato le forinnle di ardy. 



OAri roLO IV 


Appendice: singolarità delle curve gobbe 
e delle sniierficie. 


30. Genesi della singolarità delle curve per proiezione: 
trasformazione di mia curva piana in un’altra con soli nodi. — 
E noto che i)roietfcaiulo su tin i>iiiiio, da mi xmiito generico 
dello sjiazio, mia curva gobba ( 7 , pur priva di jiiinti dojipi, 
si ottiene una curva xiiaiia dotata di nodi (cfr. L. 3°, § 18). 

Quando il centro di proiezione, 0, assuma jiosizioiii parti¬ 
colari, x)otraiino nascere nella proiezione punti di nioltendicità 
siiiieriore o anche xninti dopili o unii tipi i con rami cuspidali. 
Così, per esempio, si ottiene un punto r-plo della proiezione C' 
se il nominato centro 0 cade sopra una retta secante la curva 
gobba in r punti, e si dà luogo per C' ad un vaino cuspidale 
se tale retta riesce tangente alla C. 

Si può anche ottenere, come proiezione della stessa (7, 
lina curva piana dotata di qualche singolarità straordinaria: 
ad es. se la (7 è una qnartica di prima specie (cioè con due 
punti doppi apparenti, cfr. E. 3"", § 18) si può proiettarla in 
una quartica piana dotata di tacnodo o di cuspide di 2"" specie. 
Si rjiggiiinge il primo scopo scegliendo.il centro di proiezione, 
in modo generico, sopiva una certa rigata luogo ilei punti 
per cui passano due corde infinitamente vicine di (7 (^); e 


(q La smlilotta rioata, J?, si la.scia Uofnìiro (‘oine luo^o diale corde 
di C tali die le tangenti nei punti di appoggio di esse soiu> incidenti. Si 
vedo effettivamente die per ogni ponto di G paesano -t generatrici di 1?, 
avendosi 4 piani per mia tangente a G die toi-caiio altrove la curva. Di 
qui risulta andie die il grado ili E vale 8, tenuto conto die una corda 
generica di G non incontra H fuori della curva quadrupla C. 

(Lo studioso potrà verificare questa dcdu/ioiu^ mediante il principio 
di coutinnità, eonsidenindo il caso iu cui la G acquisti un punto doppio 
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si ra.iigiun^e il secondo scopo scegliendo 0 sopra la curva 
intersezione della suddetta rionta con la rigata sviluppabile 
circoscritta a C (fuori della C stessa). 

In ciò che precede si discorre delle curve gobbe dello 
spazio onlinario ina il discorso si estende alle curve o'ob))e 
iperspaziali. In oen<»iale si abbia una curva (7, pur iirìva di 
punti doppi, appart(‘ueute a<l uno spazio con proiet¬ 
tando la C sopra nu ])iano. <1 m uno spazio si ottiene 

una curva dotata <li punti doppi o multipli, ordinari o stra¬ 
ordinari: tale curva proiezione possiederà un punto v-plo 
con h rami d’ordine Vj, = r) in corrispon¬ 
denza ad uno *SV —2 tdie passi per lo centrale di ijroie- 

zioiie e tocclii la C in h punti, con contatti d’ordine — 1 , 

Vg 1, .... 1 « 

Ora ogni singolarità d’una curva piana f si può far sor¬ 
gere in tal guisa, avendosi il 

Teorema: una qualsiasi curva i)iaun dotata di singolarità 
qualunque può riguardarsi come proiezione una curva gobba 
iperspaziaìe priva di punti doppi (M. 

Sia / una curva piana dotata di singolarità qualuinpie; 
diremo (con Nòthur) curve aggiunte ad f le curve 9 assog¬ 
gettate alla condizione di passare colla molteplicità i —1 per 
ogni punto i-plo di /, sia che si tratti di punti multipli propri 
o di punti iiiultipli inlinitamente vicini. 

Le condizioni che s’impongono alle curve aggiunte sono 
lineari e soddisfano alle diseguagiianze di prossimità (cfr. §§ 13 
e 17), Infatti se per la / si liauno dei punti di inoltepli- 
cità jj, 77 ,,.. prossimi a nu x>unto ?‘-i>lo, sussiste la ngnagiiauza 

i — ^7 


oppure punti (loppi, e (pii 11 di degCMerì in mia coppia di coniche. Nel 
primo caso il grado di 1\ si calcola iiiimediataiuente ricorrendo ad una 
corrÌKpoìidc(i/M [6,6] costruita sopra la riiiai tii^a razhìiiale (7: vi sono 12 coin¬ 
cidenze che da «no fi generatrici di 11) il punto doppio lia diminuito di 2 il 
grado di J?, ed è facile vederne la ragione. Il secondo caso ii< cui C dege¬ 
neri in lina coppia di c<M<iclie con dne punti comuni — doppi per C — 
porta una corrispondenza |2, 2] sopra ima conica: si hanno 4 coincidenze, 
e 4 è il grado di B). 

(^) Il concetto g(‘n(T}de dei punti doppi o nìultipli per nna curva iper- 
spaziale di jSr, che ijui viene sottinteso, si definisce conie segue: un punto 
è-plo O assorbe i intersezioni della curva con ini iperpiaiio generico pas¬ 
sante per esso. 
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ila cui si trae 

J). 


Ili base a ciò veiliaiiio che, per uii oriliue m aljbastauza 
elevato, possono ritenersi soddisfatte le seguenti coiidizioiii: 

1 ) Le curve 9 , d’ordine aggìuide ad /, formano uu 
sistema lineare che possiede effettivaaieute come punto base 
{i —l)-plo ogni ])uuto ^-])lo (pro])iio o )io) di /; ciò vale in 
particolare anche per i = ossia i punti semplici di/ non 
sono base per il sistema lineare delle 9 . 

2) Le 9 costrette a passare per un qualsiasi punto sem¬ 
plice di f (sia i)er mi pnuto proprio, sia per nn punto infi- 
nitaniente vicino ad nn punto multiplo sopra imo dei rami 
l^er esso) 11011 passano di conseguenza per iiessnn altro punto 
seni])!ice di f (proprio o 110 ). 

Per dimostrare la 1) suppongasi in ])riiuo luogo che 
la f jiossieda una sola singolarità costituita da uu punto 
])roprio ^-plo, 0, a cui sieno iutìiiitaiiieute aìcìuì i punti 

0^.... di molteplicità . Abbiamo allora che le 9 

di mi ordine m aldiastaiiza elevato, soggette alla condizione 
di passare per 0 , 0 ^, 0 ^.... con le molteplicità i —L, — 1 , 


soddisfano a ^ 


coudizioui lineari indi¬ 


pendenti (cfr, §§ il, PJ) e perciò posseggono in 0 e nei punti 
iiilìuitameiite aìcìuì molteiilicitii effettive ugnali alle virtuali. 
Ora si vede che codeste 9 non passeranno di conseguenza 
X^er alcun imiito semplice di /, iiilìuitauieute vicino ad 0 , 
Xmrchò anche le condizioni di iiassaggio i)er questo inulto, 
prese insieme eoa le i)recedeiiti, debbono riuscire iiidix)ea- 
denti. Di i)iù si i)uò anche riconoscere che le nostre 9 non 
liassaiio di consegueuza ueinmeiio iier mi i)nnto i>roprio P 
che sia dato comunque nel iiiauo (fuori di 0 ): infatti, se 
la singolarità 0 è di sxiccie s, mi grupiio di (.s + l)(i — 1 ) 
rette i)assanti inn* O, costituisce una 9 xnirticolare avente 
nei i)unti iulìiiitaineììte vicini ad 0 le molteplicità virtuali 
assegnate, la (piale può d’altra xiarte suxiporsi non iiassure 
l)er F. 

Per comi>letare la dimostrazione della 1), nel caso in cui 
la / i)ossegga diversi punti multipli in-opri 0 , basta 

osservare che si ottiene ima 9 aggiunta ad /, soimuaudo ad 
lina curva che si coniiiorti come aggiunta risiietto all’intorno 
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(li O, una curva die si comporti meclesmiaiueiite rispi^to 
all’intorno di e così via. 

La proposizione ‘2) è nu semplice complemento della l). 
Infatti se, per ogni ordine ?a, comunque elevato, il sistema 
lineare delle curve a^oimite 9 possedesse una coppia neutra 
di punti e A' semplici per / (cio(^ se tutte le per A pas¬ 
sassero di cous(^^iienza per ^ 1 '), ag'oimio'endo i punti A e A* 
ai punti base delle 9 die sono stati assegnati nei punti mul¬ 
tipli di /, si otterreb})e un i>rnppo di punti ((ìoii date molte¬ 
plicità) die non offrirebbero inù condizioni indipendenti alle 
curve il che, come nella proposizione 1 ), si dimostra falso 
per m abbastanza elevato. 

Stabilite così le osservazioni 1) e 2 ), siano 

Tr? 9rH-i 7 

r+ I curve af^gimite alla = 0j di un ordine ?» abba¬ 

stanza elevato; le :p anzidette si supporranno curve generali 
entro il sist(una lineare delle agginnte, e si assumerà r ;> 2 . 
Oostruiaino nello spazio = la curva 

Vi = T2(*1^’2^3) 


y,.+, SE 

Fra i punti di F e ([udii di / intercede una corrispondenza 
biuniv oca, e precisamente: ad ogni punto semplii^e di/(proprio 
o infinitamente vicino ad un punto innltijilo) corrisponde 
nn punto di F; vici^versa ad ogni junito (proprio) di F cor¬ 
risponde un punto di /, proprio o inlìnitanunite vicino ad mi 
junito multiplo: non pim accadere die ad un punto di F 
corrispondano due punti di/perchè qimsti (istituirebbero una 
coppia neutra per il sistema lineare delle 9 . Segue di qui che 
la V non possiede ahuin punto doppio (o innltiplo), giacdu' 
ad nn punto doppio, che assorbe due intersezioni di F con 
gli ipcr])iani iier (^sso, dovrdibe corrisponden^ ima coppia 
di punti di / anzich('‘ un sol punto. 

Siamo riusciti in tal modo a trasformare birazioiialniente 
la curva piana / in una curva gobba F, appartenente ad una 
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spazio con r>3 dimeiisioiii, priva di piiidi multipli. Ove sì 
assuma r > 3 si può anche supporre che la curva f sia ima 
proiezione di P; per es., per 7 ' = 4, proiezione di una curva 
gobba di fatta da ima retta. Infatti basta assimiere due 
eurve agginiite 9^ e 9^ affatto generali e tre curve 9^, 9^, 9^ 
l)er cui sia 

Ti = , 9 , = ']>x,, cp, , 

<3Ssendo mia curva aggiunta (d’ordine m — 1). In tal caso 
il sistema lineare ^^i9i-1-^^2^2 + ^^3^3 + ^4^4-b ^r,Tr, = 
terrà entro di se la rete delle curve composte della parte 
fissa e delle rette = 0; queste curve 

corrispoiideramio agli iperi)iain di = (y) passanti per la 
retta ?/^ = y^ = 7/^ = 0, cosi proiettando la F da questa retta 
sopra il piano y^—y, — 0 si ottiene precisamente la curva/. 
Ora si vede che F non possiede in generale punti iiniltipli, 
la nominata retta 7 /^ — //, = 2 /^ — 0, asse della nostra proiezione, 
incontrando la curva F in tanti punti semplici e distinti 
quante sono le intersezioni semplici e distinte di con f. 

(Se invece di r —4 si prende 7 * —3, si ottiene ancora la 
eostriizione di ima F che da un suo punto viene inoiettata 
in / ma questo punto — coiTÌspondente alla curva 4 * <^he è 
fondamentale per il sistema | 91 — riesce in generale mul¬ 
tiplo per F), Si ha dunque il 

Teorema: Ogni curva jnana, con singolarità :iìiaìsìansi^ 
sì può ottenere come proiezione di una curva gohha priva di 
singolarità appartenente ad uno spazio con quattro (o più) 
diììiensloììi. 

Le corde di una curva gobba di formano una varietà 
a 3 dimensioni, quindi proiettando la F da mi punto gene¬ 
rico del suo sopra un si ottiein^ mia curva gohha dello 
spazio ordinario priva di singolarità^ in corrispondenza hira- 
zionaìe con la curva piana f: una tale curva si costruisce 
direttaiiieiite a partire da F^ iirendendo 4 curve aggiunte 
generali di ini ordine abbastanza elevato, come si c visto 
innanzi. 

Notioia, storica. La possibilità di considerare una curva 
<pialsiasi come proiezione di una curva gobba iixn’spaziale 
priva di punti singolari, costitnis<*e mi tcMireina di Veuonksk 
(]M ath. Aiimilen, Jhl. 11), 1881); il (jiialc si può anche ritro¬ 
vare come iinplicitainente coiiteinilo nella teleria di BuiTìL 
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e XoTHKU «Ielle serie lineari di ^Tuppi dì punti apparte¬ 
nenti ad una cuirva (Cfr. Sixmik, Annali di ]\rateinatlea^ 
serie 2, t. 25, in 82). 

Il teorema clie concerne la trasformazione birazìonale di 
una curva gobba in ini’altra, dello stesso spazio S.^j priva 
di pilliti iinibipli, trovasi esplicitamente dimostrato in ima 
nota di PojNCAUK pubblicata nei Coinptes rendiis del 
3 luglio 1893 (Ofr. anche riERT, Kivista di 3[atematìca, 1891). 
Allo stesso resultato si perviene pure con trasformazioni 
birazioiiali delio spazio coiiteneiite la curva, come vedremo 
in aiipresso. 

Data una curva piana/, con singolarità qiialsiansi, abbiamo 
veduto come si costruisca nello spazio (S.^) una curva F priva 
di singolarità in corrispomhniza bira/ionale con /. Ora sap¬ 
piamo che una curva gobba possiede una rigata di c>o* (e non oo^) 
trisecaiiti (cfr. L. 3% § 43). Scegliendo un centro dì proiezione 
fuori di ((uesta rigata e fuori della sviluppabile circoscrìtta 
ad si proietterà la F in mia nuova curva piana/', dotata 
soltanto di nodi, la quale risulterà in corrispomleiiza biiiiii- 
voca con /. Così viene dimostrato il fondamentale 

Teorema. Una curva piana con singolarità qualsiansi si 
puh trasformare hirazionalmente in md altra curva dotata sol¬ 
tanto di nodi, (Ofr. § 29 nota a piè di pag. 540). 

Osserra!:;ione, Per ottenere la trasformazione auzidetta di / 
non importa i>assare attraverso una curva spaziale priva di 
singolarità: \ì si perviene direttamente considerando tre curvo 
aggiunte generali 9 ^, "^ 3 , di un ordine m abbastanza ele¬ 

vato, ove si ponga. 

X,' = :p^(x^x,x^) 

X.' — {x^x,x^)■, 

<Miiuiii:iii(l() x^ x.^x^ IVii lo oqnazioiii predette o la/(a;,= (), 
si lai r (‘(inazione trasformata 

/'««/.<)— 0 ; 

i pilliti (loppi di f corrispondono alle coppie di punti di f 
per cui passano co‘ curve della rete 'f,- 4 -d-= 0 . 
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31. Le singolarità delle curve gobbe e la trasformazione 
quadratica spaziale* — Nella teoria delle singolarità delle 
curve gobbe, ai)i)arfceiieuti ad imo spazio di tre o pili dimen- 
sioui, vi è luogo anzitutto ad estendere i risuUati fonda- 
lueutali otteunti per le eiirve i)iane, mediante il metodo delle 
proiezioni. Ci riferiremo sempre, i^er seiiqdieità dì discorso, 
ad mia curva gobba dello siiazio ordinario, C. Si inoietti C 
da un punto generico, 0, sopra un piano generico, iu una 
curva C\ e si consideri il inulto A\ di C', proiezione d’un 
punto singolare. A, di C: la molteplicità dì A per C {miimu'o 
ilelle intersezioni della curva con un piano o con mia super¬ 
ficie passante simiplicemeiite per assorbite in A) uguaglia 
la molteplicità di A' per C\ Ora: 

1) I pilliti della curva gobba C infinitaiiieiite vicini 
ad si possono definire come quelli die corrispondono ai 
punti di C' iiifìnitanicnte aìcìiiì ad A\ loro proiezioni; gli 
ordini di molteplicità dei primi sono gli ordini dei secondi. 

2) La separazione della curva G' in laiui per J/, dà 
luogo ad lina separazione in rami della curva goliba C, nel- 
rintorno di Ai ogni raino verrà rappresentato da imo svi¬ 
luppo delle coordinate y, c, procedente pm* le potenze intere 
e positive d’ un parametro t. 

È anche lecito assumere il parametro t uguale alla po- 
1 

teiiza x^ dove si designi con v V ordine dei ramo (uguale alLor- 
dine del ramo proiezione). Così viene este.so olle curve gobbe 
il teorema di Puisnux. 

La definizione dei inulti mnìtiiìli sneeenùvi d^ una curva 
gobba che abbiamo introdotti con riferimenio ad nna proiezione 
piana generica, si può dare anche per mezzo di successive tra¬ 
sformazioni quadratiche (o Iiìrazìouali) dello spazio. 

Defuìiaino anzitutto la trasformazione quadratica^ {ordi¬ 
naria 0 di prima specie) (‘) dello spazio, nel modo seguente. 


(q La traftforiiiazione quadratica dello spaziò) cht‘ qui viene consi¬ 
derata 8Ì lascia caratterizzare come quella tvasforma/ioiie di secoud" or- 
^liiie la cui inversa è ancora di secoiid’ordiue : il suo studio risale a 
ScHiAPPARELLi (Memorie d<dP Accademia di Torino, 1802) e ad altri. Ma 
e.sistono anche, nello spazio, delle ivasforìna:;ioHl hi razionali di ordine 2, 
la cui trasformazione inversa è di ordine So 4: la prima trasformazione 
(Cayeey), bì ottiene facendo corrispondere ai piani le giutdriche passanti 
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Assuuiausi quattro qiuulriclie liiiearmeute indipendenti 
^>i{x^x.^x.^xj = 0 (i —], 2 , 3 , 4 ), che abbiano a coiniiue ima 
conica K ed iiu punto 0 ; scrivendo le equazioni 

Vi — x^x^) {i = 1, 2 , 3 , 4 ), 

si pone una trasformazione univoca <lello spazio (re) nello 
spazio iy)- ai piani = 0 dello spazio (y) corrispondono le 

qnad riche ^ proietti vita (cioè cor¬ 

rispondenza (li fascio a fascio e di rete a rete) fra il sistema 
lineare di (piadriclie e lo spazio di piani omologo; a una retta, 
considerata come asse di mi fascio di piani nello spazio (y), 
corrisponde, nello spazio (;r), una conica passante per O e 
bisecante K, e a 1111 punto (y), considerato come centro di 
una stella (rete di piani) (*orrispoude, nello spazio (a;), un punto 
comune alle 00- qnadriclie di una rete che ha «ia come ele¬ 
menti base la conica TT e il punto 0 . Cosi la trasformazione 
unìvoca fra lo spazio (rr) e lo spazio (y) riesce univocamente 
invertibile, ed appare che ai piani dello spazio (x) corrispon¬ 
dono pure in (y) (piadriche poiché la siiperlicie che (jui 
corrisponde ad un piano deve intersecare in due punti le 
rette, come il piano omolooo incontra in due punti variabili 
le coniche per 0 bisecanti K: 

= (ì = i? % 3,4). 

Aggiungasi che, in questa trasformazione quadratica in¬ 
versa, il sistema delle qiiadricdie trasformanti 9' (che corri¬ 
spondono ai piani dello spazio (.r)), ammette pure una conica 
base, K\ e 1111 punto base, 0 \ Infatti alla retta intersezione di 
due piani di (x) corrisponde una conica variabile comune a 
due quadri(*he sicché (pieste devono avere a (comune una 
linea del secoud’ordine, la quale non potrà essere costituita 
da due rette sghemlie, altrimenti le due 9' avrelihero a comune, 
fuori di (piesh^, altre due rette sglienibe e non una conica. 

X>er una retta e jxu' tre luinti base (cfr. pjig. 560), luentro la seconda tra- 
pfnruiazione nasce dal far corrispondere ai piani di imo spazio le quadriche 
dell’altro che passano \ìi^r untiro punti base, vertici dhm tetraedro, e x>(>P“ 
seggono nn piano taufjeuie fisso in uno dei detti jumli. La da ssi fica/ione 
e la teoria delle* trasformazioni quadratiche dello sxiazio trovasi in diversi 
lavori del Cremona, 1871, (cfr. Opere voi. 3% pagg. 241, 260, 277, 298). 
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Si i)ro\a poi che le 9 '^ aventi a comime la coiu( 3 a K\ passano 
per un punto fìsso 0\ consi<l(M*an(ìo che tre 9 ' devono avere 
ima sola iufersezione variabile. 

Le cose det te ricevono una semplice illustrazione nel casio 
notissimo della inversione rispetto a ima sfera che, iiioltipli- 
-cata i)er mdonio^ralia, dà la più generale trasfornuizioue biu¬ 
nivoca in cui ai piani corrispondono sfere: qui tutte le sfere 
omologhe ai piani di uno spazio passano per mi punto lìsso 
(che per l’inversione è il centro) e per un cerchio immagi¬ 
nario fisso, sezione col piano all’infinito. 

Ora conviene esaminare partieolariuente gli elementi ecce¬ 
zionali della trasformazione quadratica. 

1) xVd ogni punto X dello spazio {x) corrisponde sempre 

Hìi punto; faune eccezione il lìunto fondamentali 0^ q\\ìò v\\v<\- 
luereino anche centro della trasfornun^ione^ e i punti della 
conica fondamentale K, iier cui si anmillauo coiitemporaiiea- 
uieute Ili modo analogo nello spazio (y) si ha 

il punto foudameutale 0' e la conica fouilaiiieutale K\ 

2) A un piano x dello spazio (a:) corrisponde general- 
uiente una (jnadrica (:p') dello spazio (y); ma se il piano cc viene 
u passare per il centro 0 , la (puidrica omologa si spezza in 
ini piano per 0\ luogo dei punti omologhi ai punti generici 
di a, e ili nu piano fisso w' corrispondente al punto fonda- 
lueutale 0: infatfi, essendo oc incontrato in un sol punto varia¬ 
bile dalle coniche per 0 , il luogo dei punti omologhi ai punti 
generici di cc avrà ima sola intersezione a aviabile con le ret te 
dello spazio (y) e però sarà un piano; entra dunque nella 
ipiadrica corrispondente ad a im piano fìsso o)', che non deve 
uvere intersezioni variabili con le coniche per 0' bisecanti K\ 
c iierciò sega le quadricln^ 9 ' sei^ondola conica K\ Appare così 
clu‘ le due stelle dì piani per 0 <; 0 ' si corrispondono, e quindi 
che ai punti generici eli 01 'corrisponde sempre il punto 0: simil¬ 
mente a] punto 0' dello spazio (y) corrisponde nello spazio (x) 
il piano w contenente la conica K. Perciò i piani 01 e cct si 
chiaiueranno inani fondamentali per la trasformazione. 

3) A una retta dello spazio (x) corrisponde general¬ 
mente nello spazio (y) una conica passante per 0 ' e bisecante 
la conica foinìaineiitale X; ma se la retta data diviene una 
retta a> iiassantc per 0 ((‘ non incidente a K) le corrispon¬ 
derà, come luogo dei punti omologhi dei suoi punti generici, 
una retta a iiassunte per 0\ essendovi omografia fra le due 
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stelle <li piiiiii 0 e 0 ': se si eonsulera a eoiue intersezione 
(li (Ine piniii a e p, a questi (corrispondono <lin‘ (piadridie spez¬ 
zate nel piano fìsso o/ (eorrispoiideiite a 0) e iu due piani cfJ e ;J 
elle si se.i>“aiio in a. 

La eoindiisioiie ottenuta iiiiiaiizi è d’aer*oi(lo con la cir¬ 
costanza che le rette per 0 hanno una sola intersezione 
variabile con le (|iia(lriche 9 . Ora, per la stessa ragione, anche 
a una iMMta h dello spazio (.r) incidente alla conica foiidanien- 
tnlc K \e non passante per 0 ) corrisponderà nello spazio (y) 
ima nMta //, liio<»o dei punti omologhi ai punti generici di h: 
la conica corrispondente alla retta h de<>onera india retta b' 
e in ima retta corrispondente al punto fondamentale connine 
a h e A": infatti ai piani per b (che sono piani generici dello 
spazio) (‘orrispondoiio quadri che irriducibili, cioè senza ]>arti 
coni lini, la cui intersezione fuori <li K' resta sempre mia conica. 
A^^iiiiiiiasi che la retta corrispondente al punto (bK) dovrà 
passare per 0' e essere incidente a /v', perchè iiisiinue a ?/ 
forma mia conica passante per 0' e bisecante K. 

Emerge <U qui die a una retta c, passante per 0 e inci¬ 
dente a 7C, corrisponderà nello spazio (y) ini punto fonda- 
meiitah^ della conica omologo di un punto M’eiierico di c; 
iwv qin^sto motivo le «eiieratrici c del cono 0(A"), e siiiiilmeiite 
(jiielle del cono O'(K') indi’altro spazio, si diranno rette fon- 
daìììentaìi della trasforinazioiie ; i due coni die corrispondono 
alle coniche foiidaineiitali si diranno coni fornì amen tali. 

Ili ciò che precede ci siamo tacitamente riferiti alla frn- 
sforma!:ione quadratica generale iu cui 

oc) il centro 0 è fuori dal piano w; 

jS) la conica fonda mentale K è irriducibile. 

In tal caso amdie 0' sarà fuori di o' e la conica K' sarà 
irriducibile. La prima atìèrmazione se^iie subito dalPosservare 
che fra due vette ^•eiieri<die a e a per 0 e (/ intercede mia 
proiettività non de^»enere dove, al punto O corrisponde il 
punto (mo) e al punto {a'of) (‘orrisponde il punto 0. La se¬ 
conda osservazione se^>iie da ciò (die alla (ionica K corrisponde 
nella trasformazione il cono (/(A"'). 

Per (pianto coin^eriie le possibili specùfìijo^zasioni della 
trasformazione quadratica^ liasterà notare (pianto sedile: 

1) Se il centro 0 va a cadere sul plano (o, fuori della 
conica il piano <0 si stacca da tutte le qiiadriche 9 , e 
lierciò la trasformazione si ridinne a una omoi>ratia. 
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2) Se il punto 0 si avvicina iiulelìiiitamoiite alla coni(^a A", 
secondo una linea che non sia tangente al piano o>, si ottiene 
una trasformazione cpiadratic^a speciale dove il sistema tra>sfor- 
niante l^l è costituito dalle quadriche passanti per K e tan¬ 
genti in un punto di <|nesta ad un piano clic tocchi la conica. 

t3) Se (restando in generale 0 fuori del piano o)) si fa 
degenerare la conica K in diu^ rt'tte distinte r e .v, si ottiene 
una seconda specializzazione della trasformazione quadratica, 
dove anche la conica fondamentale K' del secondo spazio dege¬ 
nera in due rette r e Ad un piano per la retta r, unìse- 
cante le coniche sezioni variabili di due cp, corrisponde nel 
se(*ondo spazio nn piano; questo passa per nua retta r'parte 
di K\ perchè le sue rette riescono incidenti a Ora nella 
nostra trasformazione (piadratica speciale si corrispondono 
proiettivamente i fasci di piani r e .s*, s', quindi alle rette 
della stella che ha per centro il punto Q = {r,s) corrispondono 
h^ rette della stella ^' = (rV); fra le due stelle si ha una tra¬ 
sformazione quadratica con le rette foiidainentali p = r, .v, 

4) Una particolarizzazione ulteriore del caso 3) si ha 
quando la conica K degenera in una retta r contata due 
volte, e (piindi anche la K' degenera analogamente in una r 
doppia. In (jiiesto (^aso le quadriche "f si riducono a coni sot¬ 
toposti alla condizione di toccarci lungo la r un piano fìsso 
e di passare per il punto 0; la quale condizione definisce 
appunto un sistema lineare dì coni, col verti(*(‘ varia¬ 
bile sopra r. 

IJitoriiiamo alla considerazione generale delle trasforma¬ 
zioni qnailratiche. Si possono scrivere le equazioni didla tra¬ 
sformazione quadratica fra due spazi distinti, in una forma 
(comprendente tutte le particoìarizzazioni accennate innanzi) 
che mostri come qui venga generalizzata la trasformazione 
quadratica fra due piani. Conviene perciò scrivere le formule 
di quest’ni lima ponendo in evidenza che vi sono sempre nei 
due piani due fasci di raggi corrispondenti, che possono rap- 
I)resentarsi rispettivamente con ir = cost., .^'=:cost. 

La corrispondenza proiettiva fra i due fasci può sempre 
sni)i)orsi data da 


mentre fra due rette omologhe dei nominati fasci verrà 
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subordinata una proiettività: 

, ccy + p 

V —— -5;;. 

yy -ho 

Ma in generale i coeflScienti a, p, y, o, cbe qui lìguraiio, dipen¬ 
deranno razionalmente da x ed anzi potranno supporsi poli¬ 
nomi in x; affincliò la sostituzione indicata ponga una tra¬ 
sformazione di second’ordine dovrà essere in generale 


— p = tp,(.c), r = 9o, 5 = 9,(re), 


dove gli indici indicano i gradi dei polinomi : i 
fondameutali sono : 


e la coppia 

1 


tre juinti 


Le equazioni della trasformazione quadratica fra due piani, 
poste nella forma precedente, si generalizzano iiniiiediata- 
tamente passando allo spazio; ove si assumano le stelle proiet¬ 
tive corrispondenti coi centri nei punti all’intìnito degli 
assi p e si potrà scrivere: 


x' — X 


X — X 


-ho 


y = ìf 

^ __— OC! |3 

Cj - } 

yr — a 


con 


a — ^^{xìf), r = 0o? 5 =0^(0;?/). 

In questa forma le quadriche del sistema trasformante sono 


Ti = <^5 + 0,) 

<y,, = ?/(9„5 + 0 .) 

?3 = 'l'i^ + 'h 
y, — 0„xr^- 0,. 

Infine si trova come punto fondamentale isolato il punto 
z = oo —0, e come conica fondamentale 

j 0^r-t-0,(OT/) = O, 
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da cui — eliminaodo z — segue P equazione del cono fon¬ 
damentale 

che, intersecato col piano fondamentale 

dà apjrnnto la conica K, 

Tutte le deduzioni precedenti ricevono quindi una facile 
verifica analitica. 

Non ci soffermeremo su questi sviluppi, e nepiTure sulla 
determinazione dei vari casi particolari che la trasformazione 
quadratica può presentare. Vogliamo soltanto accennare alle 
formule relative alla particoiarizzazione 4) che avremo occa¬ 
sione dì usare in seguito sotto la forma 


Queste formule si lasciano ricondurre al tipo precedente, ove 
si assumano come punti fondamentali isolati 0 e 0 ', non già 
i punti all’infinito degli assi e e 5 ', ma l’origine delle coor¬ 
dinate {x = 0y y — 0 , 5 = 0 ) e il punto all’infinito dell’asse a;' 



il sistema trasformante | 9 [ e costituito dalle quadriche 

che sono cilindri parabolici passanti iTcr l’origine e tangenti 
al piano all’infinito lungo la retta segata dal i)iano a ;=0 (^). 


0) L’inversione rispetto ad una sfera 

X- -+- »/’ -L 5^' -T- y' H- ’ X- -i- y' 

si riattacca pure al tipo oencrale precedente, tenuto conto che il punto 
fon<1auieutal(‘ isolato così del primo come del secondo spazio cade nel- 
l’orioiu«‘, mentre la conica fondamentale è (per ambedue gli spazi) il cerchio 
all’ inliiiito delle sfere. 
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La tiasformazione (iiualratica ottVe il mezzo di analizzare 
le luolteplieità dei piiuti successivi di uua curva ^obba. A 
fondaiiieuto di (piesf analisi sia Posservazioue seguente: 

Neì/a trasformazione quadratica vite Ita come centro il 
punto 0 e come piano fondamentale omologo il piano (o\ ai 
punti injiìììtaìnente vicini a 0, neìP intorno di prind ordine, 
corrispondono i punti propri di to', avendosi ouiogralìa fra la 
stella delle direzimii uscenti da 0 e il piano o)\ (Ofr. L. F, § 17). 

Si può a,i>gi)iiigere che, se si considera un pnii(o fonda¬ 
mentale, A, della conica 7i, ai punti intinitaiuente vicini ad A, 
nell’intorno del priin’ordine, corrispoiuknio i punti della retta 
omologa a: qui accade che ai punti dell’intorno di A giacenti 
in un piano tangente a K corrisponde il medesimo punto di a', 
e vi è proietti vita fra i piani del fascio che ha per asse la 
tangente a TT e i punti omologhi di a\ 

Ora, essendo data una curva gobba ( 7 , ed un suo punto 
singolare P, si operi una trasformazione quadratica generale 
assumendo nel punto P il centro 0 della trasformazione; sopra 
la curva trasformata C' e nei piano o)', corrispondente a 0, 
otterremo dei punti (semplici o multipli) propri, in corrispon¬ 
denza ai punti vicini a P appartenenti all’intorno del prini’or- 
dhie. Si applichi di nuovo a C' una trasformazione <piadra- 
tica a partire da un punto multiplo corrispondente ad un 
punto infinitamente vicino a P, assunto come centro, e così 
di seguito. 8i ottiene in tal guisa una serie di curve trasfor¬ 
mate di ( 7 , e sopra queste dei punti multipli proi)ri che defi¬ 
niscono uua serie di composizione della singolarità P (cfr. ^ 14). 

La decomposizione così ottenuta della singolarità P di (7, 
vale a mettere in evidenza come punti propri, multipli o 
semplici, di curve trasformate, i punti infinitamente vicini 
che costituiscono gli elementi della singolarità, P, di f7. 8i 
dimostra i))fatti che la definizione dei punti infinitamente 
vicini a P, data per mezzo di successive trasformazioni qua¬ 
dratiche spaziali, equivale alla definizione attraverso una proie¬ 
zione piana generica, che abbiamo incontrato nel paragrafo 
precedente. Per quanto (piesta asserzione sia di carattere 
intuitivo essa non costituisce meno un punto delicato della 
teoria : se ne i)uò dare una semplice giustificazione come 
segue. 

xVnzitutto osserviamo che la decomposizione della singo¬ 
larità P, a partire da una trasformazione quadratica che abbia 
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in r il contro 0 , non viene inodiiienta se si fu variare con 
coiitiiinità la coui<*a fondamentale 7v, purché il piano o) non 
A"en<>‘a a passare ina- 0 (^). È dunque lecito — in particolare — 
di far degenerare la conica K in dne rette distinte r e .v 
incrociantisi in un plinto cioè si può procedere nell’analisi 
della siu»'olarità di O operando con successive trasformazioni 
quadratiche speciali, <inelle considerate innanzi come parli- 
colarizzazione 5; della trasfonnazione generale. 

Ciò posto si proietti la curva O dal punto Q (<*he è gene¬ 
rico rispetto ad essa) sopra nn piano generico, luu* esempio 
por il punto P = 0, ottenendo cosi una curva piana con nn 
punto singolare in 0. La nostra trasformazione quadratica spa¬ 
ziale trasforma la stella di rette Q in una stella di rette Q\ 
siibordiiiaiido fra le due stelle una trasformazione <piadratica. 
Pertanto se si proietta la curva C\ trasformata di <lal 
punto Q' in una curva piana C/, situata sopra un piano generico, 
avremo fra i piani di e C/ una trasformazione (piadratica 
con punto fondamentale 0 , sicché la stessa ri<liizioiie che la 
trasformazione ipiadratica spaziale otfre per la singolarità P 
della curva gobba (7, si ottiene per la singolarità 0 = P della 
proiezione colla trasformazione <piadratica piana che muta 

in C/: ciò vale a mostrare che « se sopra la curva C viene 
definita mediante la proiezione piana una serie di punti 
successivi a F\ Z\, P^,, P^ — , la curva gobba C\ trasformata 
di Y7, conterrà una serie di punti successivi aventi le vslesse 
molteplicità di P^, P^, P 3 .... » ( 8 e bastasse considerare punti 
vicini a P nell’intorno del prim’ordine, si vedrebbe subito 
che le molteplicità di <piesti definite attraverso la proiezione 
o con la trasformazione quadratica spaziale sono identiche, 
giacché si riducono ambedue al computo delle intersezioni 
della curva con un piano passaiitti per ima sua tangente). 

liilhie vogliamo osservare che, ipiamlo si opera ima tra¬ 
sformazione quadratica a ridurre ima singolarità della curva 
gobba ( 7 , si produce nella trasformata C' un auoro punto 
multiplo, che è in generale a tangenti distinte: (luesto i>mito 
nasce dal gruppo delle intersezioni di G col piano foiula- 

(q Anzi, qualsùiBÌ trasformazione birazionale dello spazio, T, io «ni 
figuri come punto base isedato per il sistema delle superficie trasformanti 
che corrispondono ai piani, x)orge la stessa decomposizione della singola¬ 
rità. Imperocché due trasformazioni sitfattc dineriscono fra loro per una 
trasformazione regolare nell’intorno di O. 
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mentale (o, fuori della conica /f, e così la sna prodnzioiie si 
presenta necessariamente (.<;alvo casi particolarissimi) tanto se 
si ])oiie in P il plinto fondamentale isolato 0 , come se si fa 
jiassare iier P la conica fondamentale K, Pertanto potremo 
concludere che: mediante siieces.sive trasformazioni quadratiche^ 
di 'prima specie, una curva gobba dello spazio si può sempre 
trasformare in uu^ altra dotata di punti multipli a tangenti 
distinte, ma non in ima curva 2>i‘iva di punti mnltijili. 

Invece si iiossoiio mandar via i ininti iiinltijiìi nsaiido di 
trasformazioni quadratiche di seconda sxiecie; come passiamo 
a indicare. 

Designamo col iionie di trasformazione quadratica di 
seconda specie la trasformazione che si ottiene riferendo 
proiettivamente il sistema dei piani dello spazio {xifz) al 
sistema lineare costituito dalle qnadriche che jiassauo 

per lina retta (fondamentale) d e per tre punti P, C; 
due 9 si segano secondo ima cubica gobba variabile, tre 9 
hanno comune un punto variabile (^) e quindi la trasforma¬ 
zione è univocamente invertibile, e ai x>iani delio spazio (xyzy 
(secanti in tre xnniti le intersezioni variabili di due 9) corri¬ 
spondono nello sx>azio {xyz) superficie cubiche 

Si può vedere x>ui xirecisamente che le ^ sono siix>erficie 
cubiche rigate ]>assanti doppiamente jier ima retta d' e sem^ 
l>liceraente per tre generatrici a\ ?/, c: queste generatrici sem¬ 
plici corrisxioiidono ai piani dA^ dB^ dC^ giacche ogni retta 
del fascio Ad. offre ima condizione alle quadricele 9 che deb¬ 
bono contenerla ed è intersecata in un xninto dai piani, 
sicché si trasforma in un juinto semxilice per le superficie 4^; 
invece la retta dojiiiia d' nasce dai piano ABC che è segato 
dalle 9 (per d, ^ 1 , P, C) secondo le coniche di un fascio, a 
ciascuna delle quali (per il fatto di offrire una sola condi¬ 
zione alle 9 e di essere intersecata in ‘2 x>unti da un jihmo) 
corrisponde un xnnito do^ipio delle '4- 

Aggiungasi che ai piani xrer d (secanti in nn xninto variabile 
la intersezione dì dne 9) c*oTrisx>ondono nel sec*ondo sxiazio x>ia.ni 
Xier la rcUta f \ vi o, omogralia fra due x>uini omologhi poy d e d\ 


(•) (^aestsi proprietà risulta ila ci(> <*ht" l’intersezione di due qnn<]riclie 
aventi una ^j:enerafcrice in comune è mia cubica <;obba di cui questa gene¬ 
ratrice è corda (efr. § 45). 
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poiché alle rette del iTrimo — sezioni delle cp — corrispondono 
le rette del secondo segate dai piani omologhi. 

Ora la retta omologa della considerata in un i)iano 
per varierà con ipiesto, descrivendo una sui>ertìcie rigata A' 
a cui ai>i)artengoiio aVc e — siccome le (uibiclie intersezioni 
di due 9 si api>oggiaiio a d in due i^unti — le rette del 
secondo spazio ineontreraiino A' in due punti, cioè A' sarà 
una qiiadrica passante jTer d'. L’altro sistema di generatrici 
della A' è formato da rette che corrisjrondoiio ai immiti di di 
invero ad un i)nnto P di rf, e al suo intorno sopra un i>iano 
per rf, risponde un punto, variabile con (piesto jTiano, che 
descrive una retta p apjiarteneute a A'; la corrispondenza fra 
rintorno di Pei jiiiiiti di //riproduce le circostanze che già 
abbiamo osservato nei riguardi dei juiiiti della conica fonda¬ 
mentale K per lina trasformazione quadratica di jTrìma specie. 

A riiTrova dì quanto sopra abbiam trovatosi noterà che: 
imponendo alle siiiTerficie cubiche didlo sjTazio (xyci') di pas¬ 
sare doj)j)iaineute j)er una retta d' e vSeiui)licemeute per tre 
rette a\ e incidenti a d\ si ottiene un sistema di 

superficie cubiche rigate, secaiitisi a due a due in una conica 
e a tre a tre in un jiniito variabile; questo sistema costi¬ 
tuisce il sistema trasformante di una trasformazione cubica 
la cui inversa è di secoud’ordine; alle rette incidenti alle 
((\ 7/, o' (le quali formano una rigata T|uadrica A ) corrispon¬ 
dono i iJiinti di una retta d (50iuune alle (piadriche trasfor¬ 
manti 9; invece ai tre piani foiidaiueiitali d'a\ d'b'^ d'c\ cor¬ 
rispondono tre inulti semplici connini alle cp* La corrispondenza 
che intercede fra 1111 punto P della retta foudamentale d e 
la generatrice omologa p della quadrica A', trasforma P in¬ 
torno di P sopra ini piano per d in mi punto della p\ allo 
stesso modo come abbiam visto accadere per riguardo ai punti 
della conica fondamentale /v, in una trasformazioue (piadra- 
tica di prima specie. 

Ciò posto possiamo applicare la trasformazione quadratica 
di seconda specie, in luogo di quella di prima specie, per la 
riduzione di mia singolarità di una (uirva gobba (efr. la nota 
di i)ag. 559): luista porrà il xinnto singolare P in uno dei tre 
punti fondameutali isolato, p. es. in (o anche sopra la retta 
foiidaiueiitale d), Ala la trasforiiiazioiKi di scciuida specie, a dif¬ 
ferenza di quella di i)riiiia, non iTOssiede — indio spazio {xyi:) — 
alcuna superficie fondanieiitale a cui corrisponda 1111 punto; se 
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Ri opera con una trasformazione generica, la riduzione della 
singolarità P ha luogo senza creare nuovi punti multipli della 
curva trasformata. Quindi si conclude: 

Mediante trasformazioni quadratiche di seconda specie^ 
tina curva gohha^ dotata di singolarità quaìsiansi^ si può tra¬ 
sformare in uìd altra priva di pnnti multipli. 

32. Varie specie di punti satelliti che figurano nella sin¬ 
golarità di una curva gobba: analisi mediante la rappresen¬ 
tazione parametrica. — Analogamente a ciò che a])biamo 
veduto nello studio delle singolarità delle curve piane, accade 
anche qui che i punti infinitamente vicini ad iiii punto proprio, 
costituenti la singolarità di una curva gobba, occupino posi¬ 
zioni notevoli, le quali valgono a caratterizzare i vari tipi di 
rami d’ordine superiore. Già (piando si consideri la succes¬ 
sione di tre punti infinitamente vicini 00^0^, può darsi che 
giaccia sopra la retta 00^, o stia entro un determinato piano 
OOjO.^ sopra un ramo lineare, o invece sia satellite di O^, in 
questo piano^ trovandosi dunque sopra un ramo del second’or¬ 
dine (0”0/[0^*]). Ma vi è luogo a considerare diverse posizioni 
notevoli per i punti O3, 0^.... successivi di Og. Supporremo 0^ 
satellite di 0^ nel piano 00^0^, òaso che merita di essere 
approfondito coudiicendo a relazioni essenzialmente nuove. 

1) Il punto O3 può appartenere al piano {00^0^ ed 

occupare la posizione del primo i)nuto libero sopra nn ramo 
del second’ordine; in tal (mso esso non possiede due gradi 
di libertà come nn punto libero di una curva gobba generale 
per 00^0^, ma soltanto un grado di libertà, e perciò potrà 
dirsi semilihero, o semisatellite di 0^. 1 punti così definiti si 
diranno più indecisamente semisatelliti {piani) di prima specie. 
Ancora semisatelliti di prima specie di 0^ dovranno conside¬ 
rarsi i pnnti suc(a^ssivi 0^, ove appartengano sempre al 

piano (OOjO^). 

2) Ora se il punto O3, nel piano (00^0^,), e uno d(d 
due punti successivi ad 0^ e appartenenti al gruppo satellite 
di O3 (cfr. 0, pag. 380), le due posizioni di O3, riescono 
determinate rispetto ad 0,, e per(dò dovrà ritenersi O3 (mine 
satellite di 0^ nei riguardi delle curve gobbe che io conten¬ 
gano; diremo pifi precisamente (dui i due punti 0.^ nominati 
sono satelliti piani di O^. 

3) 8e si trasforma l’intorno del punto 0 in un piano <0, 
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mediante una trasformazione quadratica dello spazio, accade 
che i punti (trasformati di) 0^ e 0, si trovino nel piano o>; 
allora può darsi che anche il punto (trasformato di) O. 
ajipartenga ad (o, trovandosi sopra un ramo lineare (O^O^Og): 
in questo caso il punto 0^ possiede un grado, di libertà, e 
perciò dovrà ritenersi come semìsatelìite dì Og; più precisa¬ 
mente punti siffatti si diranno semmitélliti gohhi di lìrUna 
specie. (Se l’anzidetto ramo lineare O^O^Og diventa retti¬ 
lineo, Og ricade nel piano 00^0^ e si riduce a uno dei satel¬ 
liti di Og considerati innanzi). Ancora seniisatelliti di prima 
specie di Og saranno i punti successivi 0^, 0-,...., ove — dopo 
la trasformazione — appartengano sempre al piano w. 

4) Se, come nel caso precedente, il punto 0. (trasfor¬ 
mato) appartiene al piano w, ma è ivi satellite di Og, dovrà 
ritenersi 0^ come satellite di 0.,. Qui O3 occupa una posizione 
determinata fuori del piano (OO^Og) e può designarsi come 
satellite gol)l>o di Og. 

5) Finalmente può darsi che Og sia satellite di Og sopra 
un piano x)er O^Og diverso da {00^0,); in questo caso — ese¬ 
guita la nostra trasformazione — il punto Og succederà ad Og 
sopra un ramo di second’ordine di origine 0^, tangente al 
piano (0 ma non giacente in questo. La nostra ipotesi porta 
die Og abbia un solo grado di libertà, e però ancora Og dovrà 
ritenersi semisa tei lite di Og (semisatellite di seconda specie). 
Ancora semisatelliti di seconda specie di Og saranno i punti 

• successivi di 0^, O^...., ove siano satelliti di Og sopra il 
piano (OjOgOg). 

Aggiungasi che un punto 0^, il quale appaia satellite 
di Og (piano o gobbo) sopra una curva trasformata di C per 
cui Oj sia diventato nn punto proprio, dovrà ritenersi anche 
come satellite di Og su (7, e così via per 0.. 

Ora è cliiai'O che se è data una successione di punti satel¬ 
liti di Og : Og O4....OÌ, sopra una curva O, è semiire j)ossibiie 
immaginare una nuova curvm la quale passi per ini ulteriore 
punto satellite succedente ad 0^. L’estensione del gruppo di 
punti satelliti 0 = 0g... O^ può farsi precisamente in tre modi, 
avendosi — nello siiazio — tre punti successivi ad O^ e satel¬ 
liti dì Oi. 

Intorno al gruppo dei punti satelliti clic può riattaccarsi 
ad Og, valgono anche lo seguenti osservazioni: 

se il punto Og dipende da Og come semisatellite di 
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l)riuui specie, esso può deliuirsi come appartenente a iiu 
ramo del secoinl’ordine di origine 0; 

invece se 0^ dipende da 0^ come semisatellite di seconda 
sx)ecie, esso viene delìiiito come appartenente a lui ramo di 
terz’ordine. 

I tre i^iuiti satelliti di 0., sono defluiti come successivi 
ad 00^0,, soi)ra tre tipi di rami del terz’ordine: 

{0^0,H),^0,^) (0^0,^0/0/), 

il j)riiuo dei quali è gobbo e gii altri due piani: i punti 
definiti sui due primi rami possono ritenersi couteniporauea- 
lueiite come seinisatelliti di prima e seconda specie. 

Ciò die precede contiene virtiudmente F analisi di tutti 
i possibili casi di satellitisiuo o di liberta limitata a cui pos¬ 
sono dar luogo i limiti successivi d’un ramo gobbo, imperoccliè 
al ramo si può sostituire — con mia trasforiiia- 

zione quadratica — un ramo 0^0.,0.^0_^ . 

Tuttavia si ottengono relazioni più coiuijlicate di quelle 
elementari definite innauzi, considerando punti (satelliti) che 
dipendono per la posizione loro da semisatelliti, ovvero semi- 
satelliti di satelliti o di seiuisatelliti: in tutti questi casi si 
X)uò parlare — in un scniso più generale — di seinisatellitismo. 

Senza entrare in troppe niiniite distinzioni basterà accen¬ 
nare a tidi possibilità, mettendo in vista che sopra un ramo 
di curva gobba ad un gruppo di punti, contenente tutti i 
satelliti di ()., (o di un primo punto non libero succe¬ 

derà in generale un secondo gruppo, G^^ iniziantesi con un 
I)niito libero o semilibero a cui si riattaccherà un certo 
numero (^0) di punti satelliti, e i>oi un analogo griipjìo G.,^ 
e così di seguito: infine si perverrà a gruppi costituiti di un 
unico punto libero e semplice. 

Ad illustrare le cose precedenti diremo ancoraché la strut¬ 
tura di un (pialsiasi ramo di curva gobba sì può rappresen¬ 
tare mediante imo sclieina iierfettamente analogo allo sclienia 
grafico incontrato nello studio dei rami piani. Avremo preci¬ 
samente una lìnea la (piale si ripiega ad angolo retto nel 
vertice Gì (piando satellite di Gì nel piano {Gi_^GiGi^^); 

inoltre il jiiìino (0^ 0 ì>.,) coinciderà con iOi^i OìGì^^) se 

è seuiisiitellite dì prima si)ecit‘ di inve(*c Gi^^ sarà semi- 

sai ellile di seconda spiccia di Gi^^ ove sia il segmento Gìj^.,Gì^^ 
p(‘rp(Midicolare al seginenio OìOì^^, in mi piano (pialsiasi 
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Infine il iio^itro schema metterà in evidenza il punto 
come satellite di nello spazio quando accada che i i)niiti 
OiOi^^Oi^^ siano per diritto, oiipnre che il segmento 
^;ia i)eriieiulicolare ad OìOì^^^ nel i)iano Oì^^OìOì^^ ovvero in 
mi piano perpendicolare a questo. 

Lo schema di un ramo di curva gobba 

pone in evidenza ini griijipo di inni ti che trovansì in 

no i)iaiio i^erpendicolare ai segmento Oì_J)ì\ (iiiesti inulti si 
diranno piiuti prossimi ad 0^. La deiinizione generale dei punti 
prossimi ad mi punto qiialninpie Oi, si lascia ridurre ai caso 
in cui si tratti dei punti prossimi ad un punto proprio 0; i 
punti prossimi ad 0 sono quelli i cui trasformati apparten¬ 
gono al piano fondamentale on Appare di (ini che; la molte¬ 
plicità di un ramo, o di una curva gohha, in un punto è uguale 
alla, somma delle moltepUcità nei jìrossimi. 

Pertanto, ove si consideri la linea schema di un ramo di 
curva gobba, partendo da mi punto semplice e libero, e per¬ 
correndo la linea verso l’origine, si deteniiinn l’ordine ili 
molteplicità del ramo tenendo conto nei passaggi successivi 
della relazione di prossimità. 

Vogliamo anche aggiungere in qual modo lo schema di 
un ramo di ciirvm gobba si colleghi allo schema grafico di una 
sua i^roiezioiie piana generica. Il fatto fondainentale e il 
seguente: nel passaggio da ìina curva gohha ad tina proiezione 
piana generica si conserva il rapporto di prossimità. Infatti 
per proiezione si conservano gii ordini di molteplicità di 0 
e dei suoi punti successivi. 

Segue dal iiriiicìpio enunciato che, se sopirà un ramo di 
curva gobba 0. ò seniisatellite gobbo di 0,, di iirinia o <li 
^ieconda specie, in ima i^roiezioiie jnana 0.^ diventa satellite 
di invece se 0^ è seinisatellite i^iano (di lìriina specie) 
di 0., esso si proietta in un punto libero, almeno lincile 
non divenga satellite di 0^ (e perciò aiijiartenga anclu^ alla 
categoria dei semisatelliti di seconda specie). Così ai^pare 
come lo schema di ìin ramo di curva gohha non può dedursi 
^senz* altro dallo schema grafico di una sua 2 )roiezione piana 
generica. 

È 1111 problema essenziale (jnello di determinare ì punti 
successivi dì un ramo di curva gobba dato i)er mezzo della 
sua rappresentazione parametrica, indicando in particolare le 
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relazioni di satellitismo fra (jiiesti punti, relazioni che per- 
inefcloiio di costruire lo schema del ramo. 

Assumasi un ramo di curva d’ordine v per mezzo di una 
rappresentazione jmraiiietrica del tipo 

' X — f 

I y = 

l’origine del ramo cade nell’origine 0 delle coordinate; la 
tangente al ramo è la retta 

y = ax z — hx^ 

sicché il punto 0^, successivo ad 0 sul ramo, ha per coordi¬ 
nale a e h. Assumasi la detta tangente come asse x (y = z — 0)^ 
avremo allora a = ì) = 0j e qiiiinli la rappresentazione para^ 
metrica del nostro ramo sarà del tipo: 


i' X — 

il ramo avrà colla tangente (cioè con im j^iaiio generico per 
essa) V d- intersezioni. 

Ora il piano osculatore al ramo (avente con esso più 
intersezioni che la tangente) sarà dato da 

1)ìj — az = 0. 

Prendendo questo piano osculatore come piano = 0 diventa 
ferzrzO, e (|niudi la rappreseiitazioin^ parametrica del ramo 
assume la forma cauoiiiea 

/ x — f' 

‘ y = 

0, 0, [t ^ I , A > 1 ; 

il i>iano osculatore avrà col ramo yd-|i-f-X intersezioni. 


1) 

dove 
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I due caratteri \x e \ che coni si preseutuìio accanto alV or¬ 
dine V di un ramOf possono designarsi come prima e seconda 
classe del ramo 

Data la rappresentazione i^aranietrioa di un ramo 1) sotto 
la forma canonica, possiamo determinare i punti multipli 
successivi alP origine 0, procedendo in modo aifatto analogo 
al caso piano (§ 20, pag. 455), con l’applicazione reiterata 
di trasformazioni quadratiche speciali del Mpo: 

X =x. y—'^ 5 — - . 

X . X 

Anzitutto se 

|x = /iv -f- [ij, (0 <C < v), 

sì trovano sopra la tangente h punti v-jdi ed un ])uiìto 
successivi ad 0. Il punto che segue, libero se pti = v, 

ed invece sarà satellite di se < v. Come caso elemen¬ 

tare tìpico possiamo assumere l’ipotesi 

h —0, p = <v, 

diguisachè la tangente al ramo contiene un solo punto 0^ 
successivo ad 0, ed il piano osculatore contiene (almeno) un 
altro punto satellite di 0^ (entro cpiesto piano). 

Importa determinare i punti satelliti di 0^ che appar¬ 
tengono al nostro ramo, i (inali non possono dipendere affatto 
dai coefficienti die figurano nelle formule l), e dipeiiderauiio 
invece dai numeri v, jx e X che figurano negli esponenti dei 
primi termini. 

Eseguiamo sopra il ramo 1) la trasformazione che lascia 

y 3 

fermo x e sostituisce y e z con - e - ; scambiando ])oi le coor- 

X X 

(ìinate X e y avremo il ramo trasformato 


Ì x = at^'' 4- .... 

y — t'' (|A < V) 

, s = 4- .... 


(q Uango e classe secondo Halpiien, nriino e secondo rango secondo 
llERTiNi; ma noi avemmo già ad usare il nome rango nella teoria delle 
singolarità delle curve piane in nn senso affatto diverso, che trova pure 
la sua immediata estensione alle curve gobbe. 
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die è (li ordine [i, e la cui prima (dasse (coutatio con la 
tangente) uguaglia il più piccolo dei due numeri v —p e l. 

La rappresentazione 2) pone in evidenza come punto 
proinio (origine) il punto 0^, successivo ad 0 sul ramo 1). 
Eipetiamo la trasformazione eseguendo le divisioni come 
nel § 20, (pag. 455); avremo il ramo 

at^ -h.... 

^ .... 

(f 


a 

]j’origine <li questo ramo è il punto (trasformato di) 0.: la 
sua molteplicità uguaglia il più piccolo dei tre mmieri m v—p, À. 
Se (juesto più piccolo imiuero è ancora [x si ripeterà la tra¬ 
sformazione che consiste nel dividere ?/ e per x. Altrimenti 
si scambieranno fra loro gli assi x e y o x z scrivendo la 
rappresentazione del ramo in guisa che l’asse x ne sia la 
tangente. Ciò suppone tuttavia che il minore dei tre numeri 
p, V — |i, X sia determinato: altrimenti occorre un cambia¬ 
mento d’assi che introduce ano o due parametri dipendenti 
dai coefficienti a e />. Escluso che s’incontri questo caso di 
indeterminazione procederemo vìa a ìa a nuove trasformazioni 
del ramo, che metteranno in evidenza punti successivi non 
dipendenti affatto dai coefficienti «, ma determinati in 

funzione dei numeri interi v, p, X, e perciò satelliti del 
punto 0.,. Le terne di esponenti che fìgnraiio nei primi ter¬ 
mini dei successivi rami trasformati si deducono a priori 
operando sui numeri v, v + g, v-f-p-i-X con ini algoritmo che 
A ogliamo designare col nome di 2 >rocedimeuto ternario per la 
ricerca dei massimo comnn divisorei ad ogni passaggio si 
sottrae il più piccolo dei due numeri dagli altri due (^). jMa 
l’anzidetto procedimento ternario non dovrà esser proseguito 
lino a (piello che sarebbe il suo termine naturale, cioè fino 



(q H^comlo il iìkmIo oo illune |n*r procedere nlla ricerca Ucl ma ssi ino 
«•oniiiii divisore di tre numeri si assumono (luesti in un certo ordine a, p, y, 
e sì applica l’alo-oritino euclideo, interpretato come un procedimento 
bhifirw^ ricercando prima il m. c. d. (scp), poi quello dei due umiierì 
m. €. <1. (ap) e y 
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n che si trovino tre resti uguali (designanti il massimo eoimiu 
<livisore di v, v + lJt, converrà arrestarci quando 

accada di trovare due numeri uguali minori del terzo. 

Ora, dovendo esaminare le circostanze a cui dà luogo 
rarresto del nostro procedimento, supporremo addirittura — 
per semplicità di discorso — che manchi l’unicità del ininiino 
fra i tre numeri [x, v — g, X, 

Anzitutto se <iuesti tre nnineri sono ugnali fra loro, 
la tangente al ramo 3), e (piiiidi il punto (0^) successivo 
all’origine su questa, non dipende iiin dal valore dei sud¬ 
detti esponenti ma dalle coordinate a e ossia h un punto 
libero. 

Invece se due soltanto fra i numeri |x, v — |x, X, e preci¬ 
samente i più piccoli, sono fra loro ugnali, la tangente al 
ramo resterà vincolata a giacere in uno dei piani coordinati, 
sicché O3 apparirà come nn punto semisatellite di 0.,. Per 
determinare precisamente la natura di questo semisatellitisnio, 
eonviene distinguere i casi seguenti. 

a) [X = V — jJL <; 

La tangente al ramo 3) è 

dry — x — 0, ^ = 0, 


e, cambiando rr?/ — r in y si ottiene mia rappresentazione 
del tipo 


;v) 


X = -h .... 
y = .... 


pertanto la posizione del punto O3 (semisatellite di 0.^) appare 
dipendere dalla coordinata fr (che figura come parametro 
nell’eseguito cambiamento di assi), mentre la sua molteplicità 
é data dal più piccolo fra i due imineri |jl, X — jx, ix'. 

In modo diretto si vede che 0. ùsuì ramo 1) semisatellite 
inailo di prima specie di 0.^, giacche 0^ e 0^ sono (x-pli e il 
piano oscillatore {00^0^) possiede v-h |t 4-X > v2|x interse¬ 
zioni con la curva: il fatto che 0. sia semisatellite e non 
satellite di 0^, risulta geometricamente da ciò ohe la molte¬ 
plicità di 0 uguaglia ia somma delle molteplicità di 0^ e 0^, 
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e che queste ultime due sono iigiiuli, (luiiidi O3 uou può 
essere prossimo uè ad 0 uè ad 0^, 

?) |X = X < V — [X. 

Ancora O3 viene a dipendere da ini solo parametro, cioè • 
risulta seuiisatellite di O^. In modo ^>eouietrico ciò si rico¬ 
nosce osservando che la molteplicità, v, di 0 supera la somma 
delle molteplicitò p e \ di 0^ e O,, quindi O3 è prossimo ad 0: 
cosi appare che O3 è semitellite ^ohho di prima specie di O2; 
si esclude die O3 sia satellite perchè non può trovarsi sul 
piano osculatore che ha 

V -I- p -h X = V 4- 2{x 

intersezioni con la curva, e nemmeno può essere iirossiino 
ad 0^ avendo 0^ e 0^ la stessa molteplicità. 

Y) V — [X = X<[JI. 

Qui medesimamente si trova che O3 dipende da nn solo 
parametro; ma si tratta ora di un .semisatellite di seconda 
specie. Infatti O3 ajìpare prossimo ad Oj ma non ad 0, e 
fuori del piano osculatore (OOjOa). 

Ciò che abbiamo detto vale a spiegare in generale come 
si possano determinare i imnti successivi di %in ramo 

l x = f 

1 ) < h.... 

{ s — -H &, .... ; 

le molteplicità di questi punti vengono fornite secondo im 
certo procedimento per la ricerca del massimo comun divisore 
fra gli esponenti che figurano negli sviluppi di y e z: 
il procedimento prenderli in considerazione terne sncce.ssive 
di numeri secondo il metodo ternario. Ciascuna terna caratte¬ 
ristica (formata di tre unuieri disegnali) darà luogo ad una 
serie di terne che si arresta quando si pervenga a tre numeri 
uguali (coincidenti col massimo comun divisore della terna 
caratteristica), ovvero a due numeri uguali minori del terzo. La 
prima tema caratteristica (v, v4^p, v + p-hX) determina nn 
gruppo Gj formato da un certo numero i di punti sncce.s.sivi 
all’origine 0, il qual G (supposto v non divisibile per p) com- 
l^rende tutti i satelliti del inimo imnto alìpartenente al piano 
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osculatore e nou alla tangente (^), La seconda terna caratteri¬ 
stica determina nu successivo griipi)o di punti, la cui posi¬ 
zione è pienamente determinata da quella del suo primo 
punto questo dipendente dai primi coefficienti degli 
sviluppi 1), sarà un punto libero o seniilibero (e quindi da 
riattaccarsi come semisatellite al i)iinto da cui dipendono i 
satelliti precedenti) secondocliò la terna caratteristica su cui 
si opera contiene due nuovi numeri formati cogli esponenti suc¬ 
cessivi, oltre al massimo commi divisore di v, v + p, v -i- [i. -t- \ 
ojipure un solo nuovo numero oltre a due numeri dise¬ 
gnali provenienti dall’algoritmo messo in opera sulla imina 
terna, ecc. 

Ili ultima analisi il procedimento del massimo comim 
divisore condurrà all’unità, giaccliò gli esponenti che figurano 
negli sviluppi 1) non possono avere altro divisore comune: 
allora si troveranno punti semplici del nostro ramo, ed anche 
— da uu certo punto in poi — punti liberi, 

A maggior chiarimento delle cose dette varranno alcuni 
semplicissimi 
Esempi. 

1 ) Il ramo generale d’ordine v 


( e = .... 

è un ramo gobbo ordinario, di classi 1 e 1, su cui esistono v punti 
semplici prossimi all’origine 0: i punti 0^....0^ 

sono semisatelliti di prima specie di Og; dopo di essi si 
hanno solo punti liberi. Ciò che si è affermato viene messo 
in evidenza dal nostro procedimento ternario ]>er la ri¬ 
cerca del massimo commi divisore, che si può disiiorre 

(‘) ERsendo \i nou divisibile per v il nominato punto è satellite del 
precedente entro il piano osculatore. Nel caso in cui fosse \i divisibile 
per V, il O si ridurrebbe interamente ad un gruppo di i punti apparte¬ 
nenti alla tangente; dopo questi verrebbe un punto libero (determinante 
il piano osculatore) con una molteplicità dipendente, non più dalla prima 
terna caratteristica (v, vh~{i, vH-p-f-X), liia dalla seconda terna caratteri¬ 
stica, che comprende il secondo esponente della serie y. 
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come segue: 


prima terna caratteristica 

y 

v-l-i 

V + 

0 ' 


V 

1 

o 



V — 1 

I 

I 


cambiamento d’assi 




> 0/ 

seconda terna caratteristica 

V — 1 

1 

2 



V —2 

1 

\ 

0 / 

(v — 1)^^" terna caratteristica 

2 

1 

2 

0 v_, 


1 

1 

1 

Ov* 


2) Il ramo più geuerule del tipo 


x = t^ 

y — -h «1+ .... 

5 = + h, + .... 

è nu ramo ordiuarioM’ordine v e di classi v, v — 1: è a com¬ 
portamento piano in quanto contiene un gruppo, (?, di v punti 
prossimi all’origine e giacenti nel piano osculatore. Infatti 
il nostro procedimento dà: 


prima terna caratteristica v v + 1 2v 0^ 

V 1 V 0/ 

V —1 1 V —1 0 ,* 


J 1 I 0 /; 


succedono ininti liberi: 0v4_j 
3 ) Il ramo 


I x — i^ 

\ 

I s 

è un ramo del terz’ordine e di classi 2 e 1, che contiene i 
punti 0^ Oj®, 0/, OgS l’ultimo dei quali è semisatellite di 
seconda specie di 0 ^; i punti successivi sono liberi. S’incontra 
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infatti il seguente schema di operazioni: 

prima terna caratteristica 3 5 

3 2 

1 2 

cambiamento d’assi 

seconda terna caratteristica 1 2 

1 1 


seguono punti liberi; 0^^ . 

4) lì ramo più generale 


y = + .... 

z = f .... 


6 

3 

1 


2 

1 


0^ 

0,^ 



0/ 


0 

^3 ? 


è un ramo del (piarf ordine e di classi 2 e 1, che contiene i 
punti 0\ 0^^, O2S 0./; O3 è satellite gobbo di 0^ ed ha per 
successivi pilliti liberi. S’incontra infatti il seguente schema 
di operazioni: 

prima terna caratteristica 4 G 

4 2 

2 2 

1 1 

seguono punti liberi: 0^^ . 

Si osservi : la proiezione ortogonale 
piano = 0 è il ramo 

l x — t* 

ì = + 

di caratteristica (0^ Òg^O/]), dove 0.^ si presenta come 

proiezione dei due punti semplici 0^ e O3; la corda impropria 
del ramo, O^Og, riesce perpendicolare al piano 5^=0, in accordo 
colla posizione occupata da O3 sullo schema rappresentativo 
del ramo 4). 

5) II ramo 

I X = -4- 


7 0" 

3 0," 

1 0/ 

1 0,*; 

del ramo 4) snl 
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dà luogo alla seguente analisi: 
l prima 

I y = abt~^ terna 18 28 32 0‘* 

j caratteristica 

( S = abH^- -hbH^^ 

I X = abi*^^bt'^ 

18 10 14 0/® 

s = bt^^ 


! x — 

y = 
e — bt* 

/ x — at^ + f 



I z=^bt^ 


cambiamento d’assi 


x = f 


1 R 

»=ì‘ 

seconda 

terna 

caratteristica 

j = K‘ 






z = bt* 


x = bt 


»=¥>' 


11 

^3 



l x = bt 


z = ¥t 

seguono punti liberi e semplici. 
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Fra i punti succe.^sivi OO^Oo.... Og appaiono così in luce 
le se^xueiiti relazioni: 

O2 è satellite di 0^ nel piano osculatore OO^O^; 

O3 è satellite f»ol>bo di O2; 

0^ è semisatellite gobbo di prima specie di 0^; 

O5 è satellite di 0^, essendo — nello schema rappre¬ 
sentativo — il tratto 0^0. i>erpendicolare al piano O^O.jO^; 

Og è parimente satellite di 0^^ riuscendo il tratto 0.0^ 
perpendicolare al piano OyO^O.. 

Termineremo <]uesto paragrafo avvertendo che tuUa la 
teoria delle singolarità delle curve gohhe si estende al caso di 
curve iperspaiziali^ dove non occorrono nuovi concetti o dif¬ 
ficoltà sostanziali. Un ramo di curva, appartenente ad mi 
ipersi)azio ammetterà una rappresentazione canonica <lel 
tipo 

f' 


si avranno per esso r — 1 classi, v^, diversi gradi di 

libertà o di semisatellitismo, ecc, ecc. 

33. Notizia storica sulla teoria della singolarità delle 
curve gobbe. — Un primo studio particolare sulle singolarità 
delle curve gobbe trovasi in una memoria di Halphen pub¬ 
blicata nel « Bulletin de la Société Matliéniatique de France » 
(seduta del 7 nov. 1877; t. 0, pag. 10). Halpiiex introduce 
qui gli sviluppi in serie corrispondenti ai cicli (rami) della 
curva, e definisce accanto all’ordine quei caratteri che noi 
abbiamo designato come prima e seconda classe, e che egli 
denomina rango e classe, i <iuali stanno a indicare il nu¬ 
mero delle intersezioni del ramo con la tangente e col j)iano 
oscillatore (M. 



(q Per P estensione ili questi caratteri alle curve iperspazi ali, cfr. 
per es. Bertini ^ Introduzione.... v, pag. 367. 
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Halphex Incile in luce il raj)j)orto «Iella sinj^darità della 
curva go))ba con quello della sua i)roiezione piami generica. 
Inoltre egli si vale degli sviluppi in serie per valutare l’in- 
tìiienza che ima singolarità di ima curva gobba ha sugli altri 
caratteri della curva (p. es. sul inunero dei piani osculatori 
j)er un j)unto, eccd, recando cosi un complemento alle ricerche 
niinierative di Oayley e di ZErTUEY. 

Il concetto, introdotto da ISTotheh, dei punti multipli 
successivi costituenti la singolarità di una curva, sembra venire 
esteso dapprima alle curve gobbe mediàiite la cousidera/ioiie 
di una proiezione jiiana generica; così appunto Del Pezzo, 
ili ima memoria pubblicata dal « Circolo matematico di 
Palermo » nel 1892 (t, VI, jmg. 139), osserva che si può 
sciogliere, con una trasformazione birazioiiale dello sjiazio, 
qualsiasi singolarità di una curva gobba (7, giacche si può 
costruire prima una trasformazione che muti O in una sua 
proiezione piana, e poi sciogliere (con Nother) la singolarità 
«li «piesta. 

In modo pili esplìcito la considerazione dei juinti iiiiiltiiili 
iuHnitameiite vicini di una curva gobba comiiare in una nota 
di Pannelli, pubblicata nei « Pendicoiiti dell’Istituto Lom- 
bar<lo » (t. 2, pag. 21(3); il quale adopera il procedimento 

riduttore offerto dalla trasformazione cubica = - ^ giiiii- 

geinlo così a sciogliere una singolarità data, (La iiiedesiina 
riduzione si ottiene naturalmente operando con altre, trasfor¬ 
mazioni birazionali dello spazio che abbiano quel punto come 
inulto foudainentale isolato). Più tardi B, Levi, nel ^ 2 di una 
sua memoria « Sulle singolarità delle superfìcie » (Annali di 
^Matematica, 1897), ridiiceiido le singolarità delle curve gobbe 
nieiliante trasforniazìoiii quadraticile speciali, mette in evi¬ 
denza che la definizione dei punti multipli successivi con 
trasformazioni spaziali, coincide con la definizione desunta 
«lair esame di mia proiezione piana. 

Le trasformazioni sopra iiulicate, mentre valgono a scio¬ 
gliere una singolarità «iiialsiasi di una curva gobba, creano 
nuove singolarità d<;lla trasformata in ciirrispondeiiza alle 
supertìcie fomlaiiieiitali della trasformazione che si inalano 
in punti, l^ercìtà, allo scopo «li «eliminare completaraente i 
punti innltipli «lelh* curve golilu", B, Levi (liendicoiiti Acc.. 
JjiiHMU, G iuarz«) 1898) lui proposto di adoiierare una trasfor- 
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inazione priva di superficie fondamentali, quale è la trasfor¬ 
mazione di terz’ordine in cui ai piani dello spazio corrispon¬ 
dono le superficie cnbiclie jxassanti per una sestica di genere 3: 
la riduzione si ottiene ponendo il jjunto singolare sulla sestica. 
Lo stesso scopo può esser raggiunto, come noi abbiamo fatto, 
mediante trasformazioni (inadraticlie di seconda specie. 

Nuovo è lo studio sui punti satelliti: cfr. Enriques, 
Kendic- Accad. Ifincei, 15 Aprile 1917. 


34. Singolarità delle superficie: punti multipli isolati e 
curve multiple; definizioni. — Un 0, si di(‘e multiplo 

secondo r i)er mia superficie = 0, quando è tale per 

la sezione fatta con un piano generico passante per esso, ossia 
(juando le rette per 0 lianno ivi r iiitersezioiii riunite con/, 
(iià ad un primo esame si rivela la differenza die passafra il 
caso di punti multipli isolati e quello di curve multiple^ luogo 
di punti multipli- Se sMmpoiie alla superficie / di possedere 
un limito doppio iieìP origine, 0, si trova la condizione die 
niandiino in / i termini di grado 0 e 1 : 


V equazione 


f(xyp) = f.ixiip) +f^(xy:) + .... = 

« 0.0 ir + « 00 .^' « 110 ^ 7 / + «101 + «01 1 + 

foixiiz) — 0 


? 


rajipresenta ini cono (piadrico — generalmente irriducibile — 
costituito di rette osculatrici ad / (con contatto tripuuto): 
esso dicesi cono osculatore in 0. 

Invece, ove sMmi>oiiga alla superfìcie /, d’ordine a, di 
contenere come retta doppia l’asse si ottiene per / la 
forma 

f{xyz) = y-'^{xys) + ys’\)(xyz) + s-O(xys), 

dove f];, 9 sono in generale d’ordine n — 2: qui si hanno 
in ogni inulto doppio (reOO) due pùtii/ osculatori passanti per 
la retta doppia, che sono rappresentati complessivamente da 

ciò si vede cercando le tangenti principali a una sezione piana. 

L’osservazione precedente si accorda con la differenza 
che la visione iuimagiuativa ci indica sussistere in generale 


F. ENIUQUKS - II. 


37 
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fra le curve doppie e i punti conici dì uua superficie. Infatti 
cousideramlo un tratto della curva doppia, (7, che contenga 
un i>unto 0 (con piani osculatori distinti) vediamo che la 
superfìcie attraversa se stessa lungo (7, e — per un intorno 
conveniente di 0 — si può ritenere riducibile in due falde 
distinte, cioè in due superfìcie passanti per (7. Invece uel- 
P intorno di un punto conico, 0, la superfìcie appare costi¬ 
tuita da una sola falda essenzialmente irriducibile, riducendosi 
in prima approssimazione ad uu cono. Kel caso iu cui questo 
cono degeneri iu due piani {punto hiplanare) la questione della 
riducibilità della superfìcie nelP intorno del punto, e quindi 
della definizione delle falde, dà luogo ad nu esame più deli¬ 
cato, che rimandiamo al § 39. 

Qui vogliamo avvertire che la distinzione di due falde 
di una superfìcie uelP intorno di un punto doppio di una 
curva dopi>ia cade (piando manca la distinzione dei due piani 
osculatori ; e ciò può avvenire sia per tutti i punti della curva 
doppia (che sarà allora cuspidale anziché nodalé)^ sia per 
particolari punti nnipìanari della curva stessa, ai quali si dà 
il nome di punti cuspidali {pincli-points^ poinls-pince). Così, 
ritornando al caso di una superfìcie (Perdine ?(, dotata di 
retta doppia^ a, si può vedere che questa contiene in gene¬ 
rale 2{n — 2) jmuti cuspidali: infatti uu piano per a sega f 
secondo uua residua curva (P ordine n — 2 che incontra a 
iu n — 2 punti, quindi fra i due piani passanti per a che 
osculano f in un medesimo punto variabile di intercede 
una corrispondenza \ii — 2, n — 2\ che ha appunto 2(u—2) 
punti uniti. 

Ciò che abbiani detto dei punti e delle curve doppie si 
estende al caso di punti multipli d’ordine qualunque. Per uu 
punto r-plo isolato si ha in generale uu cono osculatore irri¬ 
ducibile d’ordine r, le cui generatrici liauuo uu contatto 
(r4-l)-puuto eoa la superfìcie; la quale appare nell’intorno 
del punto come una sola falda. Invece per uua curva r-pla 
della suj)erfìcie / si avranno, iu uu suo punto P, r piani oscu¬ 
latori. Per costruire i piani osculatori alla superficie f nel 
punto P, si consideri in P la tangente p alla curva r-pla; la 
sezione di / con uu piano per p avrà due punti r-pli infinita¬ 
mente vicini sopra p, e (piindi P diventerà (r + l)-plo per 
una sezione particolare che contenga un’altra retta oscula¬ 
trice per P, fuori di p: vi sono precisamente r piani i)er 
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<?ui ciò accade, ossia i piani determinati da 2> con le r tan¬ 
genti principali ad una sezione piana generica per P. 

Aggiungasi die sopra una curva r-pla di / si troverà in 
generale ini numero finito di inmti cnsindalì^ per cui due o 
più piani oscillatori coincidono. lu mi punto di una curva 
r-i>la che non sia cuspidale si (listiiigneranno, in rai>i)orto 
agli r piani tangenti, r falde della superficie; ina in nn punto 
cuspidale — ove coincidano i piani tangenti — le i falde 
corrispondenti vengono generalmente a saldarsi in un’unica, 
le cui sezioni per il punto sono rami cuspidali d’ordine /. 

Volendo costruire eftetti vani ente esempi di superficie jios- 
sedenti una curva multipla P, basterà considerare superfìcie 
composte di r jiartì che passino per C: combinando linear¬ 
mente due di esse si ottiene una superficie irridncibile avente 
la C come curva r-pla. Cosi, combinando coppie di qiiadrìclic' 
che abbiano comune mia conica o mia cidiica gobba, si otter¬ 
ranno snperficfe del quarC ordine aventi mia conica doppia o 
mia cuìnca golfha doppia'^ per le quali sareìibe facile determi¬ 
nare il numero dei punti cuspidali. 

Modi più istruttivi di costruire esempi di siipcn-ficie dotate 
di siiigolaritii, e in particolare di curve multiple, vengono 
offerti da alcuni procedimenti generatori, la cui importanza 
risiede in ciò che — opportiiiiameiite invertiti — iieriiiettono 
di sciogliere le siugolarita superficiali (cfr. ^ 40). 

Questi modi sono: 

1) Le trasformazioni birazionali dello spazio, fra le quali 
oonsidereremo le trasformazioni quadratiche, e le trasforma¬ 
zioni monoidali che di queste offrono la più semplice gene¬ 
ralizzazione. 

2) La proiezione di una superfìcie iperspaziale (da r — 3 
punti dello die la contiene sopra uno 

A queste generazioni delle singolarità siiiierficiali aggiiin- 
gereuio : 

3) la trasformazione per dnallta, la quale invero non 
conduce a singolarità qualunque, ma a tipi di singolarità cui 
spetta ili qualche modo un significato generale perchè si 
trovano aiipartenere alle snperlìcie definite dalle piu generali 
equazioni tangenziali. 


Vediamo dapprima (piali singolarità di una superficie 
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veii^>oiio generate mediante trasfor inazioni quadratiche e 
monoidali. 

Si appliclii iiua trasformazione quadratica affatto ^>'ene- 
rica (di centro 0 e conica fondamentale K) ad ima super¬ 
ficie / d’ordine a, che possiamo supporre non passare per K 
nè contenere 0: la superficie trasformata di / è una snper- 
licie f d’ordine 2a, avente un punto n-plo nel punto, 0\ 
fondamentale nel secondo spazio, e possedente altresì come 
curva a-pla la conica fondamentale, K\ di questo. La conica 
multipla K' risponde alla curva semplice se<>'ata su / dal 
cono 0{K)\ ad ogni punto (n-plo), A, di [C corrispondono 
gli n punti di questa curva semplice che si trovano snlla 
generatrice omologa, del cono 0{K)^ e gli intorni di questi 
punti rapjiresentano gli intorni di A sopra le direrse falde 
(Iella superficie f di cui cosi viene messa in luce la distin¬ 
zione; pertanto si ottengono i punti cuspidali della conica 
multipla K' in corrispondenza delle rette del cono 0{K) elio 
toccano la superficie /, il che si vede anche considerando 
la trasformazione quadratica che viene subordinata fra un 
piano per a e il piano omologo per (f A, Qualora si abbia 
una generatrice del cono 0{K) avente un contatto i-pinito 
con / (i > 2) si otterrà su IC un punto cuspidale d'^ ordine /, 
cioè un punto uniplanare tale che le sezioni piane per esso 
posseggono un ramo d’ordine /, ossìa un punto dove si con¬ 
fondono e saldano i fra le n falde della superficie/'che sono 
distinte jier un punto generico di K\ 

In particolare si avrà una superficie con conica multipla 
dotata di falde cuspidali d^ ordine /, qualora / tocchi i volte 
il cono 0{K) secondo una linea; p, es. se f è una qnadrica 
per cui 0{K) è il cono circoscritto (lungo la conica /f), si 
ottiene una superficie trasformata con conica doppia cuspidale. 

L’esempio precedente ci ha mostrato come la trasforma¬ 
zione quadratica valga a costruins superficie dotate di conica 
multipla; ora applicando a queste nuove trasformazioni qua¬ 
dratiche si ottengono più generalmente superficie dotate di 
curve lunitiple (razionali) d’ ordine supcriore. Ma si possoJio 
anche costrnin^ siqxndicie aventi come curva multipla una 
curva allatto arbitraria, applicando in luogo della trasfor¬ 
mazione (piadratìca una trasformazione d’ordine sni)eriore die 
ne costituisce una iinunxliata generalizzazione, cioè la trasfor¬ 
mazione inonoidale, di cui diamo <|ui mi rapido cenno. 
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Preiidiatno le mosse dalle formule date lud ^ 81 i)er rap¬ 
presentare la trasformazione quadratica (di prima specie) 
■dello spazio: 


1 ) 


; X 


X = x' 


y'^y 


y.3 q- p 
'{3 —t- 3 


2 / = ?/' 



queste formule danno una trasformazione quadratica quando 
si ponaa 

a = 

p — tp,(a;?/) 

7 = e, 

5 =e,(a:)/), 

ove «li indici desi«nan() l’ordine dei polinomi e t). Le for¬ 
mule precedenti si lasciano «eneralizzare porgendo una tra- 
sformazione hiracionaìe d’ordine n (piando si ponga 


P = 'P«(a:?/) 

r = Bn—Jxy) 

5 =f)„_^{xìj). 

Allora si riconosce che ai piani dello spazio (x ì/' a') cor¬ 
rispondono le snperlici(> d’ordine ii 

-~p = '>^^xp„^,{x1J) ■ z + (XÌJ)] q- 
I- À., //[ i „_2 (Xji) ■ z q- (x)iì I q- 
q- (xji) • z -f- (xii) ) -L 

q- X, [ (xì/) • 5 • I- (X!i)] = 0, 

le (piali formano un sistema lineare proiettivo al sistema 
dei piani omologhi 

Xj X q- Xj y q- X^ o q- x^ =; 0. 
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Le aii/i(lette superfìcie (l’ordine )i sono mouoidi, eio(* pos- 
seg'goiio mi punto (u — l)-plo, 0, che cade nel punto all’infi¬ 
nito dell’asse s; inoltre esse passano per ima curva base, 
definita dalle (filiazioni: 

( 'K-i ^ -b (»?/) = 0 
I e„_, (:CT/) • 5 -t- On-L {Xìj) = 0, 

r 

che è lina curva d’ordine «(« — 1) hitersezìoue completa di 
1111 (jiialsiasi monoide :p con mi iiioiioide w d’ordine a — 1: 

m = fìn -2 (^7/) ■ ^ (^f/) = 0 ; 

fuori della curva base tre (p generiche hanno a comune nn 
punto, e così esse costituiscono nii sistema omaloidico^ d’ac¬ 
cordo con la invertibilità univoca della trasformazione. 

La siinnietria delle formule 1) mostra anche che ai piani 
dello spazio {xyz) corrispondono nello spazio {xyo) ino- 
iioidi, d’ordine «, passanti per mi punto (a — l)-plo 0\ e 
aventi a comune mia curva base /T'd’ordine n(» — 1), inter¬ 
sezione completa di un ©'con un monoide ro', d’ordine n — 1. 

Le particolarità della trasfomiazione monoidah^ che ab¬ 
biamo delìnito si deducono iiiiinediatanieiite dalle nostro 
formule, e generalizzano quelle della trasforiiiazione quadra¬ 
tica dov e la conica foiidaineiitale viene sostituita dalla nostra 
curva K e il piano fondamentale dal monoide co. Queste 
proprietà si possono in breve riassiiinere (*.ome segue. 

a) ^[elitre a un piano generico dello spazio {xy z)> 
corrisponde, come abbiam detto, un monoide '^p d’ordine n, 
a un piano per 0' corrisponde un piano per 0, staccainlosi 
il monoide fisso to: fra due piani omologhi delle stelle 0'e O 
(che sono proiettiv^e) intercede una trasformazione birazionale 
d’ordine n (detta dì Jon(ìuières) nella quale alle rette del 
primo piano, a', corrispondono, nel secondo piano a, curve 
d’ordine n passanti n — 1 volte i)er 0 e aventi a comune 
2ìi — 2 punti semplici, intersezioni di a con la curva K 
fuori di 0. 

h) A ima retta generica dello spazio (ir'?/^') corrisponde 
una curva piana d’ordine ìi i)assanle n —1 volte i)er 0, ma 
ad lina retta per 0' corrisponde in generale una retta per Oy 
e fra le dm» retto omologhe intercede la proiettività desi- 
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^ì:nata dalla terza delle forimilo 1 ), nella (piale al punto O' 
corrisponde l’intersezione della retta omologa con w. 

e) Il punto 0' è fondameìitale per la triisformazione; 
ai plinti ìiifinitameiìte vicini ad esso nelle diverse direzioni 
corrispondono punti propri del monoide o). 

La curva base del sistema ' 9 ' | è fondamentale per la 
trasformazione: a ini suo punto P’ corrisponde ima retta p 
l)er O, generatrice del cono 0 ( 10 ? rapprescmtato da 

«5 — = 0 ; 

COSI fra le rette p e / = 0' P' intercede ora una proiettività 
degenere. 

Reciprocamente al punto 0 dello spazio (x, y, z) corri¬ 
sponde il monoide e alla curva K corrisponde il cono 
0\IC\ ecc. 

Infine diremo, senza fermarsi a dimostrarlo, che si piu) 
costruire mia trasformazione moiioidale, T, in cui la curva K 
sia spezzata e comprenda come parte una (]nalsiasi curva (7; 
se la C è priva di singolarità, la curva K coiupreiulerà oltre 
la O 1111 certo numero di vette, cioè le corde della G uscenti 
dal punto fondamentale 0 (die può assegnarsi ad arbitrio), ed 
inoltre una curva residua avente in 0 una certa molteplicità. 

Premesse queste nozioni intorno alla trasformazione nio- 
iioidale, si applichi una siffatta trasformazione T ad una 
superficie /(rri/.c^) = 0, d’ordine m: la trasformata /' di / pas¬ 
sera in generale per la curva K' con la molteplicità m ; 
inoltre, designando con n l’ordine di T, la/' sarà d’ordine a?», 
e passerà per 0 ' con la moltei)licità (» — l)«i, venendo segata 
ili il punti variabili dalle vette per 0\ 

Ora, se accada die la / passi per O con la molteplicità i 
e contenga la curva K come multipla d’ordine r, dalla sua 
trasformata si staccherà i volte il monoide 0 / e r volte il 
cono 0\K')y così la /', luogo dei punti omologhi dei punti 
generici di /, risulterà una superficie d’ordine 

um — {n — 1)/ — n{n — 1 )r 

la quale passerà 

(n — l)m — ìi{n — l)r — (u — l)i 

volte j)er 0' e possiederà la iC con la molteplicità m — r — i, 
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corrispondente al numero delle intersezioni variabili che la f 
ha con le «eiieratriei del cono 0(K)» 

Passiamo ad esaminare le singolarità che si creano me¬ 
diante proiezioni di superficie iperspaziali. 

La proiezione di una superficie appartenente ad un iper¬ 
spazio, sopra lo spazio ordinario conduce in «(uierale a 
snx)erlìcie dotate di una curva (ìopxiia nodale, (ed in x)arricolare 
anche a siij;)ertìcie dotate di curve e i)iinti inidtix)ìi con (|iial- 
sivo^lia complicazione). Assumasi per seinidicith una siiper- 
thde /, affatto priva di x)nnti miiltix)li, in uno sx)azio ^ 

abbastanza grande (un punto è ùplo per una snx)erficie di AV 
si‘. assorbe i intersezioni di f con un «’enerico i>assaute 

p(n* esso). Si xnoietti la f da mi jìiinto generico, (7, dello N,. 
in un la x)roiezione/' xiotrii acipnstare un punto dopx>io 

sollaiito in corrispondenza di una retta p(M' O che sì axipo^r^i 
ad f in due o ])ih x)unti; ma, se /* > 5, le corde di/gene¬ 
rano una varietà a cimine dimensioni, che non contiene il 
l)iinto generico 0, (inimli f riesce jiriva di inulti multipli, 
come f. Pertanto potremo assumere nelle nostre considera¬ 
zioni r = 5. 

Ora, proiettando da un punto 0 una superfìcie /, priva 
di singolarità in /S., si ottiene in generale indio una super¬ 
ficie f dotata di iin numero finito di punti doppi, in corri¬ 
spondenza alle corde di f passanti per O (le corde sono 
e il passaggio per un punto porta 4 (‘ondizioni). ?^i proietti 
ulteriormente /" da un punto generico 0^ di ;V_,, nello /S^^; la 
proiezione f' possii^lerà una curva nodale corrispondente al 
cono delle corde di f uscenti da t/ (vi e mi numero tìnilo 
di cpieste corde in ogni per O/; la f' si può far nascere 
direttamente proietfando /’ dalla ndta o = 00^^ ed allora 
appare che la sua curva nodale corrisponde alla serie degli 
piani per o cln* incontrano f in due punti. Li* due falde di/" 
in un pnnto della (uirva nodale corrispondono agli intorni 
<lei i\uo punti semplici <li /'h'cui proiezioni si sovrappongono 
in (|nel pnnfo doppio. Si avvenda che h* proiezioni dei punii 
<loppi' di /■', fatte da 0^, vanno a caderci in punti della curva 
nodale di f" ove sì distingiiono generalmente due falde coin<^ 
in un altro punto generico. 

A (|nanto si è detto (ainviein^ aggiimg(M*e che la /’" pos- 
si(Mlerà in generale dei punti tripli, che saranno tripli anche 
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per la curva nodale C: questi punti jjreiidoiio origine dai 
piani di /S. passanti pev la retta o e contenenti una terna, 
e quindi tre coppie, di punti di /; i quali sono in numero 
finito (il sistema dei piani trisecauti è e le condizioni 
perchè un piano di contenga mia retta sono in numero 
di + 3 = G). 

In casi particolari potm accadere (die vi sia un piano 
per Tasse o il quale incontri la / in 4 punti (anziché in 3); 
allora nasce su f" un punto quadruplo per cui la curva 
<loppia C passa con G rami, (‘orrispondenti alle G coppie for¬ 
mate coi quattro punti di f sopra noiuiuati. Ma un siffatto 
caso (M)rrisp()nde iiecessarianiente ad una scelta particolare 
deir asse di proieziou(3, sicché sussiste il 

Teorema: lìroiettando da hìì asse^ generico di sopra lo 
spazio ordinario S.^ una saperfifde f irridneibile e [n ica di sin¬ 
golarità (che appartenga allo S-, e non a ini S^), si ottiene una 
superficie dotata, di curva nodale e punti tripli, che sono tripli 
anche per la curva • in ciascun punto triplo si ha un cono 
osculatore costituito dalle tre faceta (distinte) di un triedro 
i cui spigoli sono tangenti alla curva doppia. Sopra questa 
(uirva si ha un luiniero iinito di punti cuspidali corrispon- 
ileuti ai piani per Tasse di proiezione che contengono una 
tangente di /. 

La dimostrazione del teorema si ha in ciò (die precede 
dopo avere esaminati alcuni dubbi critici, cui diamo (pii con¬ 
veniente risposta. 

1 ) J piani per o liisecauti f non possono riuscire in 
generale trisecauti. Altrimenti proiettando / da un jiiinto 
di O sopra nii si avrebbe in (piesto una siipertieie (non 
giacente in un ^8^) di cui tutte le corde sarebbero trisecauti; 
ma allora ciò dovrebbe valtu‘(‘ anche per una (uirva gobba 
sezione della superfìcie con ini il che contraddice il teo¬ 
rema stabilito nel L. 3% § 43, (pag. 289). 

2) I iiiani per o trise(uinti f non possono rins(*ire (|im- 
ilrisecaiiti. Infatti, se si neghi Tass(‘rto, tutti gli piani 
trise(*.auti f i (piali formano {(mme f) una varietà irriducibile, 
riusciramio quadrisecantì : allora, se si proietta / da un suo 
punto generico, sì ottmrà in una superficie di eui tutte 
le corde devono essere trisecauti; la (piai conclusione (mii- 
f ra(l(li(*,e al citato teorema sulle curve gobbe del L. 3^, § 43. 

3) Vi è soltanto un iminero liiiito di piani per o che 
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coiiteiigoiK) una tangente di e questi non sono triseeaiiti 
(essendo o una retta generica). Infatti i piani contenenti nna 
tangente di / sono e formano una varietà irriducibile (data 
l’irriducibilità di /), al pari degli piani trisecanti/; e le 
due varietà evidentemente non coincidono. 

La trasformazione per dualità nello sj^azio ordinario S.^ 
(a cui torniamo a riferirci nel seguito) applicata ad una suimr- 
licie generale, d’ordine uO>2, conduce ad una nuova snperlicie 
dotata di curva nodale e di curva cuspidale. 

Sia f la snperlicie data, generale nel proprio ordine, e 
perciò priva di punti multipli (essemlo il suo discriminante 
diverso da zero). Sappiamo (L. .S*", ^ 19) che vi è nwn svilup- 
pabile di piani bitangenti a<l /, e similmente una sviluppabile 
di piani stazionari che toccano la superfìcie nei ininti della 
linea parabolica: trasformando i^er dualità si deduce da/*nna 
snperlicie f che i)ossiede una curva nodale^ (7, in corrispon¬ 
denza alla prima sviluppabile, ed una curva cuspidale^ /v, in 
corrispondenza alla seconda. Alla C aj)parterrà un certo 
numero di punti tripli^ che saranno tripli insieme per la 
sui)erlicie f e per la curva, i quali corrispondono ai piani 
tritangenti ad /. 

Inoltre sopra f si avranno dei punti d’incrocio della 
curva nodale C con la curva cuspidale /i, corrispondenti ai 
l>iani stazionari di / che toccano altrove la / stessa: consi- 
derazioni di contiiuiità permettono di riconoscere che una 
sezione di fatta con un piano generico per iin punto d’in¬ 
crocio {CK) contiene nna cuspide di seconda specie, e questa 
l>roi>rietà vale a caratterizzare la natura del punto singolare 
di cui si discorre. 

La snperlicie f correlativa di una / generale, ìion con¬ 
terrà altre singolarità, e <|uipdi in particolare non possiederà 
punti doppi (o multipli) conici, a cui vedremo corrispondere 
per dualità piani tangenti lungo una curva (cfr. § 38). 

In ordine alla dualità meritano particolare menzione le 
snperlicie rigate, che costituiscono nna famiglia di sui)erli(de 
<lnali di se stesse. Una rigata gobba di grado n possiede in gem*- 
rale, come sappiamo, nna curva doppia nodale {n — 2)-secante 
le generatrici (cfr. L. 3", ^ 18), ma non possiede curve cuspi¬ 
dali (può acquistarne soltanto se divcìita sviluppabile o se 
nasce nna generatrice cnspidah^): correlativamente vi è nna 
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sviluppabile di piani (bitaiigeiiti) con tenenti le coppie di gene¬ 
ratrici incidenti, ma vi è soltanto un iniinero finito di i)iani 
tangenti lungo ima generatrice, i quali corrispondono ni punti 
cuspidali della curva nodale. 

In fine la rigata svihippaiile circoscritta a una curva 
gobba G di rango possiede questa come cifrva cuspidale e 


r(r —4) 

inoltre, per r>4, nnclie una curva nodale (l’ordine — 


(cfr, L. 3°, § 18); dnalinente i piani della sviluppabile — oscu¬ 
latori alla curva (7, spigolo di regresso — sono piani stazionari 
die toccano la superficie lungo una generatrice, o le coppie 
di generatrici complanari danno luogo a ima sviluppabile dì 
piani impropriamente bitangenti, cioè appartenenti due volte 
all’inviluppo d(»gU oo- piani che loccano la curva C. 

Le forninle di Oayley del L. 3% § 18, legano fra loro i 
caratteri di una curva gobba e della superficie rigata ad essa 
cinmscritta. 


35. Plinti multipli singolari appartenenti alle curve mul¬ 
tiple. — Fin qui abbiamo discorso di punti iiiiiltipli isolati e 
di (Uirve multiple delle superficie, ora vogliamo esaminare i 
punti multipli notevoli che possono trovarsi sopra le curve 
multiple. 

Anzitutto se P è un punto semplice per la curva mui- 
tipla C di /, ogni sua singolarità (\) porta prima <li tutto 
l’alihassamento della classe per le sezioni piane di /<dn‘ ven¬ 
gano a iiassare per esso. Ora si possono considerare vari easi 
(die ci limitiamo ad ilhistrare per mezzo di esempi: 

1) La classe delh^ sezioni piane di f si alihassa senza 
che si abbassi il genere, per semplice riunione di due falde 
della siix>erficie, come ha luogo nel (mso elementare del punto 
cuspidale incontrato innanzi. 

2 ) Insieme alla (ilasse si abbassa, anche il genere delle 
sezioni piaiK^ di f passanti per P: ciò accade in primo luogo 
s(‘ P è ipermultiplo^ cio(è se possi(‘de, per /, inni molteplicità 
inaggiore del punto generico di (7, ma anche in altri casi dove 
non si ha ipermoltei>licità del punto, come diremo pin avanti, 

(‘) Si può ritenere come singolarità di un punto semplice di Oipudla 
per cui viene meno la nippresentazìone analitica delle falde secondo il 
teorema dì IIalpiu^n (cfr. $ 30). 
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Intanto mi semplice esempio di punto iperimiltiplo si ha 
iinpoueiulo ad ima superficie /, che contenga doppiamente 
l’asse delle di possedere mi piiuto triplo nell’origine: 
basterà scrivere l’equazione 

-H yy^[xifO) -f- Z'%xyz) — 0, 

dove 9 , 9 non contengano termini di grado zero. 

Anche la trasformazione quadratica permette di costruire 
semplicemente punti ipermultipli sopra curve multiple. Si 
operi per es. una trasformazione quadratica di centro 0 sopra 
una superficie cubica, la quale contenga una retta p passante 
per 0 e incidente alla conica fondauientale K: la trasformata 
di / è una superficie f del quiut’ordine, avente nu punto 
triplo in 0' e una conica doppia in K'; ma a K' appartiene 
un punto P\ omologo alla retta p, che è pure triplo per la 
superficie; ciò si riconosce faeilineute considerando che le 
sezioni variabili di f coi piani per (YP' sono quartiche con 
tre punti doppi. Questo metodo generalizzandosi permette di 
costruire punti di ipermolteplicità qualsiasi: per es. se si 
assume una / del qiiart’ordine passante doppiamente per la 
retta p, nasce su f' una conica doppia contenente il punto 
quadruplo P\ • 

La trasformazione quadrati(*a ci procura anche esempio di 
una singolarità appartenente al se<*oudo tipo noniiiiato (punto 
non iperinultiplo che abbassa il genere delle sezioni piane). 
Si assuma una superficie cubica / passante per il centro della 
trasformazione 0, la quale contenga altresì un punto doppio 
conico giacente sul cono fondamentale 0(70; allora si 
ottiene una superficie f con conica doppia K\ sulla quale si 
trova lui particolare punto P\ omologo della retta OZ^; le 
sezioni piane per P' hanno genere inferiore alle sezioni gene¬ 
riche di f\ corrispondendo a sezioni di / con quadriche elio 
contengono la retta 07^e<iniiidi passano per il punto doppio I\ 
II punto P' prende il nome di ili/', avendosi in ogni 

piano per P' iin tacnodo della curva sezione. 

rassìaino a considerare la singolarità di una snpertìcii^, 
che può aversi in lui pnato vniìtiplo della curva multipla. 

3) Anzitutto si haniu) [innti multipli della curva mul¬ 
tipla dì / che non ahha.ssauo uè II genere uè . la classe delle 
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sezioin piane. Il caso piii semplice viene oft'erto dal punto 
d ’incromo ordinario di due curve doppie o di dne rami di 
curva doppia. 

Un i)rinio esempio, che si può ritenere tipico, si ottiene 
prendendo la superfìcie f = ^ dove 9 e sono due 

superficie tangenti in ini punto P 5 P riesce qui punto d’in¬ 
crocio per due rami della curva doppia di /, comune a e 
una sezione piana di / per P possiede nn tacnodo, e così il suo 
genere e la sua classe appaiono ugnali a quelli di una sezione 
<li/ fatta con un piano che seghi i dne rami della curva 
doiipia in dne punti vicini a P. 

La trasformazione quadratica conduce pure a costruire 
incroci ordinari di curve doppie e multiple, sia quando si 
operi mia trasformazione generale sopra ima superficie già 
dotata di curva doppia, sia quando si operi sopra una super¬ 
fìcie /, priva di singolarità, una trasformazione quadratica 
speciale (con conica fondamentale spezzata). Illustriamo questo 
secondo modo di costruzione partendo da una superficie gene¬ 
rica del second’ordine,/: otterremo una/'del qiiart’ordine 
possedente ima conica do^ipia costituita da due rette ci e ?/, 
incrociaiitisi in un punto P'. Si riconosce che le sezioni piane 
per V’O* (e quindi tutte le sezioni piane per P') hanno in P' 
un tacnodo, e non in generale una singolarità superiore, 
essendosi assunta una qiiadrica/in posizione affatto generale 
rispetto alla trasformazione. 

La stessa superficiecon conica doppia riducibile K'—ah\ 
si ottiene anche come proiezione di una superficie / del 
qiiart’ordine apiiartenente ad nn Invierò si consideri in 
la superficie / intersezione di dne varietà qiiadriche (super¬ 
ficie studiata da vSegre, le cui sezioni iperpiane sono (piar- 
tiche di prima specie): la proiezione di / fatta da un punto 
generico sopra dà una superficie /' del quart’ordine con 
conica doppia; e viceversa ogni/'siffatta si potrebbe dedurre 
in tal guisa. La conica doppia di /' degenera in due rette 
quando il centro di proiezione, 0 , cada sopra uno dei cinque 
coni (piadrici apiiartenti al fascio che ha per base la /^; 
allora per 0 passano due fasci di rette corde di /, le (piali 
hanno una corda a comune avente come traccia P'. 

Un caso ulteriore che rientra ancora nel tipo di singo¬ 
larità di cui stiamo trattando, viene offerto dai punti tripli 
della curva doi>pia che riescono anche tripli per la superficie, 
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i tre rami della curva non essendo tangenti ad un piano: il 
cono osculatore si riduce qui al triedro detenniiiato dalle 
tangenti alla curva dopi^ia. Abbianio già veduto die punti 
tripli siffatti nascono mediante la jiroiezioiie di una suiierficie 
iperspaziale i>riva di singolarità. Un esempio concreto viene 
offerto dalla superficie romana di Stetner, sujierficie del 
qiiart’ordine che jiassa doppiamente per gli spigoli di un 
triedro (‘), della quale si può provare che nasce come proie¬ 
zione da lina sujierficie del qnart’ordine i>riva di singolarità 
in detta superficie di Veronese (^). 

I punti multipli di cui si discorre innanzi, debbono rite¬ 
nersi come punti inesseìiciali, la cui singolarità per la super¬ 
ficie risulta intieramente dalla singolarità che essi presentano 
per la curva multipla'^ ma vi sono anche i>unti luultiiili che 
si trovano in questo caso e che abbassano il genere o la classe 
delle sezioni piane. 

4) JEsistono punti multipli inessensiali della curva mul¬ 
tipla di f che abbassano il genere senza aìdmssare la classe 
delle sezioni piane. 

II caso i)ià semplice viene offerto dall’incrocio ordinario 
di due curve cuspidali, quale si ha per es. nella superfìcie 

Z' = x^y'^''^(xyz): 

qui sono rette cuspidali gli assi x e y che s’incrociano nel- 
r origine 0; un piano per 0 sega la superfìcie secondo una 
curva dotata di 3 punti doppi infinitamente vicini, i)er cui 
la curva passa — in generale — con due rami lineari 
(oscnodo); così il genere delle sezioni piane per O dimi¬ 
nuisce di un’unità di fronte al genere di ima sezione iiiana 
generica che ha due cuspidi, ma la fusione delle due cuspidi 
in un oscnodo non diminuisce la classe. 

La genesi del punto d’incrocio ordinario di due curve 
cuspidali può venire illustrata col metodo delle proiezioni. 

A tal uopo riprendiamo la superficie di Segre, interse¬ 
zione di due varietà qiiadriche in e riferiamoci ad un 
caso particolare di questa superficie, che si costruisce come 
segue: assnmaiisi in due piani a aventi a comune una 

(q Cfr. per es. Enriques « Geometria Descrittivn » parte IT, Cap. IX, 

$ 69. 

(q Cfr. per es. Hertini « Introduzione..,. » cap. 15. 
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retta ed in a e p due rette a e h secaiitisi in un punto P 
di }); quindi si considerino due quadrìclie di toccanti ae p 
lungo le rette a e h; Vintersezione di queste qnadriclie ò mia 
sapertìcie / die possiede P come come doppio e die viene 
proiettata sopra un da un punto generico — 0 — di 
secondo una siiperflcie del quart’ordine,/', dotata di due rette 
cuspidali a e ì)\ incrociaiitisi nel punto P', proiezione di P: 
<piesto punto P' è un incrocio ordinario abbassante il genere, 
ina non la classe, di mia sezione piana per esso. 

Ij’ esempio j)recedente ha un valore generale in ordine 
agli incroci di curve cuspidali di una superfìcie jT, che si 
generino col metodo delle proiezioni da un iperspazio. Se la 
siiperiicie /' di dotata di mia curva cuspidale con punto 
doppio, P', si ottiene proiettando da iiu punto 0 ima snper- 
ticie f di esiste ima semplice iutìuità di rette tangenti ad / 
per O. Designando con C la curva dei contatti, può accadere 
che questa abbia un punto doppio P che si proietta in P'; 
allora in generale il piano tangente in P ai due rami di C 
non passerà per 0, e quindi P risalterà doppio per /, cosi 
il plinto P' costituirà mi incrocio di due rami cuspidali abbas¬ 
sante il genere (e non la classe) delle sezioni piane di f\ Ma 
può invece accadere che P' sia un punto doppio apparente 
in relazione alla curva (7, cioè che la retta = 02^'sia corda 
della (7. Quando la p si appoggi a C in due punti distinti, in 
ciascuno dei quali tocca /, si vede che P' non abbassa nè il 
genere nè la classe delle sezioni piane di /'; inoltre incana¬ 
lisi approfondita mostrerebbe die esso riesce quadruplo per /' 
ed appartiene oltreché a due rami lineari di curva cuspidale, 
anche mi ima curva nodale che vi passa quattro volte (con 
due rami cuspidali). 

5) Si incontrano ancora punti vmltipU inesseuziah'delhi 
curva multipla dì / che abbassano la classe ma non il genero 
delle sezioni piane. 

L’ esempio pni semplice si ottiene iiroiettaiido sullo 
spazio S.^ mia superficie f di che abbia una trisecaiite, p, 
per il centro di proiezione O, quando questa trisecante (1, 2, 3) 
diventi tangente in un punto (2 = 3). La proiezione /', avrà 
un punto triplo P la cui singolarità risulta dal fatto che 
per P' passano un ramo lineare e un ramo cuspidale della 
curva doppia (nodale) di Passerto si può verificare sia 
osservando come il ramo cusiiidale corrisponda alla coiiici- 
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(lenza delle due coppie di punti (1 2 e 1 P>) allineati con 0 , sia 
(‘onsiderando il punto P' come limite di un punto triplo della 
ciirvm doppia dove due piani del triedro osculatore vengono 
a confondersi, il che porta ap])iinto che due rami lineari della 
curva dop]>ia si confondano in iiu ramo cuspidale. 

Giova avvertire esplicitamente (*lie P' abbassa la classe 
delle sezioni piane di /', figurando come ini punto cuspidale 
sul ramo lineare della curva do])pìa (2 8) che passa per Cvsso, 
ma invece — come diciamo — non abbassa il genere (fìiicliè 
il punto di contatto 2 = 3 della p con f non ò iin punto 
dojipio per /). 

G) Un punto inessensiale della curva multipla nò abbas¬ 
sare eontemporaneamente genere e classe delle sezioni piane 
della superfìcie; infatti si possono sovrapporre le singolaritil 
considerate nei numeri 4) e 5), bastando a tal uopo riunire 
due siii^erficie che le presentino in un medesimo punto. 

Ma più interessante è il caso di punti la cui singolarità 
per la superfìcie / dipende sempre dalla singolarità die essi 
hanno per la curva multipla, e che pure posseggono un cono 
osculatore non composto di piani se P è un punto siffatto e 
ci si avvicina ad esso sopra un ramo della curva multipla ( 7 , 
accade in generale che i piani osculatori ad f in (]uel punto 
diventino indeterminati. L’esempio più sempli<?e è offerto da 
ima f costretta a contenere quattro rette doppie aventi a 
comune un punto P e di cui tre non giacciono in mi piano: 
il punto P diventa quadruplo per/, ed il suo cono oscula¬ 
tore — die deve contenere doppiamente le anzidette rette — 
risulta costituito da due coni quadrici passanti per esse. 

7) Punti multipli essensiaìi della curva multipla, ed in 
particolare punti ipermiiltipli, aventi una ipermolteplicità 
grande quanto si vuole per la superficie, si ottengono con la 
trasformazione quadratica: infatti trasformando una super¬ 
ficie / d’ordine n dotata di una curva doppia, (7, d’ordine ni, 
si ottiene in generale una superfìcie/' che ha un punto O' di 
molteplicità n jier cui passa la curva doppia C' (trasformata 
di C) con m rami. Il cono osculatore ad f in 0’ possiede 
come generatrici doppie le taiigeiiti a C\ ed è generalmente 
irreducibile, corrispondendo alla sezione di / col piano fon¬ 
damentale 0 ). 

Nota. A complemento delle cose dette innanzi vogliamo 
mettere in evidenza due tipi elementari di punti multiiMmc^s,^ 
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seiiziali che possono appurtenere alba curva doppia (nodale), (7, 
di lina siipertìcie /, i quali uou abbassano nè il genere nè la 
classe delle sezioni piane. 

Un primo tipo, generalizzazione dellMncrocio ordinario, 
viene offerto da un punto, 0, che sia doppio per /ed appar- 
tfciiga ad i rami di C tangenti ad nn piano a: il cono 

osculatore in 0 è costituito dal piano a contato due voile. 
Per i = S lina sezione piana di f possiede 8 punti dopi>i suc¬ 
cessivi, quindi vicino ad 0 si hanno due rette doppie inhnì- 
tesime, la prima nell’intorno del priin’ordine sul piano a, la 
seconda vicina a questa nell’intorno di second’ordine di 0. 
Analogaineiite si dica per i > 3. 

L’esistenza effettiva delle superficie f qui considerate 
per 1 = 3, si prova costruendo superficie formate di due falde 
lineari 

<--f{xìjz) = (p^ixìjs) -+- '-p.ixys) H- '■p,,{xy.s) -+-.... = 0 
'^(Xifz) = + cp,(.'ef/5) + 'l>,,{xifs) + .... = 0, 


aventi in comune la qnadrica approssimante in 0; analo¬ 
gamente per i = 4 preudendo uguali le cubiche approssi¬ 
manti, ecc. 

Un secondo tipo viene offerto da un punto 0 che sia 
/-pio per f apparteiulo a ^ ^ rami della curva doppia (7; 


è la generalizzazione del punto triplo della curva doppia, e 
si ottiene xH'oiettando una superficie di da un lanuto per 

cni passi una retta /-secante; le ^ -—- copi)ie di punti della 


superficie appartenenti a questa retta corrispondono appunto 
ai rami di C per 0. Il cono osculatore in 0 appare formato 
di i piani, il cui angoloide comx)leto ha per spigoli le tan¬ 
genti ai suddetti rami di t7. 

Si xmssono combinare le circostanze relative ai tipi pre¬ 
cedenti; basta x)er esmnpio sonnnare due superficie 9 e'l? ona 
delle (piali (9) possiede in 0 im incrocio di due rami della 
curva doiipia, e l’altra una curva doppia passante seinplice- 
mente per 0. Sì ottiene così una superficie / la cni curva 
doppia ha in 0 un punto 7-plo il quale è quadruplo per f: 
il cono oscillatore in 0 consta di 3 piani mio dei quali, cioè 
il piano tangente a 9, va contato due volte. 


F. ENRIQUES - li. 
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Negli esempi che precedono il cono osculatore in 0 viene 
sempre costitniio da piani, che sono lìmiti di (pielli osculatori 
ad / nei punti di C. Questa proprietà può nianteiiersì anche 
quando il pillilo 0 aiibassi il genere o la classe delle sezioni 
piane di /, come risulta dagli esempi già addotti in proposito. 
Ma è interessante notare che: se ita puìito muitlpìo 0 della 
curva multipla è tale eli e il eono osculatore ad f non sia ridu- 
cihile a un gruppo dì piani (contenendo una parte essenzial¬ 
mente conica) esso abbassa conteniporaneamente il genere e la 
classe delle sezioni piane. 

Per semplicità di discorso supporremo die la C sia dojipia 
per /, e i^he sia costituita di m rami lineari, passanti per 0 
e non tangenti fra loro. Si consideri un piano variabile a che 
si avvicini a passare per 0 e la sua posizione limite (die 
sarà un piano generico per 0; il piano a sega la curva C 
in ni punti doppi che tendono a rìiniirsi in 0. Ora la retta 
che conginnge dne fra i nominati punti doppi tende, come 
liosizione limite, ad una determinata retta per 0; quindi la 
curva sezione di f con — in quanto è limite della /v, 
sezione di a — possiede una singolarità che si pnò caratte¬ 
rizzare come singolarità limite, assegnando i punti doppi che 
sono venuti vicino ad 0: nelle ipotesi fatte la singolarità 
di Kq si potrà definire, entro il piano a^, assegnando i punti 
doppi virtuali che deve possedere vicini ad 0 secondo 
certe direzioni determinate, e sopra rami lineari 

tangenti a (pieste; prmdsnmente si avranno / punti doppi 
infinitamente vicini sojira nn ramo (die tocca quando sia 
Pintersezione di con un piano tangente a i rami di 6', ecc. 

Ora se /t> 1, la molteplicità elfettiva di 0 per risul¬ 
terà maggiore di due; ma se la ])ossiede in 0 una tan¬ 
gente principale />, diversa dalh^ a^^ la singolarità di O 

si può caratterizzare come singolarità limite aggiungendo a,Ih» 
condizioni virtuali precedenti qmdla di contenere dne punti 
doppi iulinitamente vicini sopra la retta à, uno dei quali 
costituisce una condizione essenzialmente nuova per la singo¬ 
larità stessa: In tal caso dunque il genere di Kq risulta infe¬ 
riore al gemere di K. Lo slirsso si può dire per la classe. 
Pertanto nella ipotesi fatta, se 0 non abbassa il genere (o la 
classe) d(dle sezioni piane di /, il cono osculatore in 0 si 
decompone lud piani (die loecano due o piu rami di G i>er 0, 
contati convenientemente. 
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La conclusione si estende al caso /i = 1 in cui tntii i 
rami di C toccano mi medesimo piano: se 0 è inesseuziale 
esso è doppio per / e il cono osculatore in 0 si riduce al 
piano suddetto contato due volte. 

Ma il ra<>i(iiiaiiiento svolto siii)])one due restrizioni: 

1) che la curva multipla di/abbia la molteplicità due; 

2 ) cli(‘ la suddetta curva multipla sia formata di i)arti 
l>assaHti per 0 con rami lineari, non tangenti fra loro. 

Ora è facile liberarsi dalla prima restrizione, che imo 
ritenersi adottata soltanto per semplicità di discorso, ma non 
così pm- la seconda restrizione: a tale scopo occorre almeno 
un esame assai delicato. Oe no dispenseremo ricorrendo ad 
un’altra dimostrazione, die, sebbene riesca forse meno espres¬ 
siva, conduce rapidamente al fine proposto, in modo assolii- 
tauiente g(nierale. 

Pongasi che nel punto multiplo, 0, della superficie / si 
abbia un cono osculatore non formato di piani, per esempio 
contenente <*oine parte nii cono qnadrico Q; facciamo a edere 
che, in forza di tale ipotesi, il punto 0 abbassa il genere e 
la (dasse delle sezioni piane passanti per esso. Per ciò si assuma 
un piano oc vicino ad 0, e si consideri la curva Aariabile K 
da esso segata su f; si a ede che al limite, (]uando oc a iene a 
passare per 0, hi K acquista un nuovo punto <lopi)io che va 
a fondersi nella singolarità 0, imperoccliè spariscono due 
tangenti di K condotte per un punto generico di a. 

Così e dimostrato il teorema (*). 

Punti iiuiltipli infinitamente Aicini, — Una analisi 
piu precisa delle singolarità delle siiperlìcie si ha considerando 
accanto ai i>iinti propri, i i>nnti multipli infinitainente vicini. 

I punti infinitamente Adcini ad ini xiiinto x)rox)rio, 0, dello 
spazio sono già definiti sopra le xmssibili curve (piane e gobbe) 
che passano \>ev 0, La moltexdicitò, di 0 x)er mia siix^erficie/ 
si potrà definire in base alle intersezioni della superficie colle 
curve per 0, procedendo induttivamente come segiie. 

yi osservi anzitutto che se 0 ò iin punto r-plo per la 
superficie/, le curve C possedenti in 0 nn jiinito ^-plo hanno 
ivi rs intersezioni riunite con / (in generale e almeno): ciò 
è chiaro per una curva C composta di rami lineari, e qnimìi 


(q Cfr. CIIISIKI. Roiidic. ArcaJ. Lincei, LiioHo J 917 . 
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anche se v fra questi rami si riaiiiscono in un’unico ramo 
d’ordine V (cfr. L2, 17). Ciò posto si consideri un punto 0^^ 
infinitamente vicino ad 0^ e tutte le curve C passanti per 
0 ^0/; si dovrà dire che 0^ è r^-plo per/se queste C haniio^ 
con /, rs 1 \ interse/ioni riunite anziché r.v. Segue, come 
sopra, che le curve passanti per hanno ivi (in generale 

e almeno) + intersezioni con /. 

Xoii vi é ditììcoltà a j)assare al caso di punti successivi: 
si può (piindi ritenere de tini ta la molteplicità per f di un 
punto t/ e cosi via. In generale, se si considerano i punti 
00^0.,....0i iiilinitamente vicini' ad 0 sopra un ramo qual¬ 
siasi, sussiste la 

Froiìrletà fondamoitale. Una superficie f passante per 
con le molteplicità e mm curva C pas¬ 

sante per i medesiìni punti con le molteplicità ss^s.^„„Si^ hanno 
assorbite nelT intorno di 0 

rs + r^s^ -h r^s.^ -h .... -h 

intersezioni almeno; le intersezioni assorbite sono precisa- 
mente uguali al detto numero «pialora non vi siano punti 
successivi ad 0 sulla curva appartenenti alla snperllcie (^). 

Come semplice (*orollario della delliiizione data mediante 
la proprietà fondamentale precedente si ha: date due super¬ 
fìcie /=() e 9=^=0 possedenti 00^0^... le molteplicità rr^r,,...., 
anche la superfìcie generica del fascio possiede in (piei 

punti le stesse molteplicità (^), 

La nostra proprietà fondamentale si può stabilire uginil- 
mente defìneiido le molteplicità di / nei punti infìnitamenfe 

(^) Tu particolare risalta di qui che: tre superficie aventi a comune 
un punto O di molteplicità rispettive r, s, t, tali che i relativi coni oscu¬ 
latori nou couteugauo una medesima generatriee, in O rst inier- 

8ec:ioni riunite e non Una dinìostrazione alj^ehricji rigorosa di ci<> 

trovasi in Uerzolaki: « Annali di Matematica. » t. 21 (189l>). 

(-) Qui BÌ a<lopera la. proprietà quasi evidente clic: le iiiterftezioiii 
biella snpcrlìcie generica >/-Hirf= 0 con ima curva t\ assorUite in un 
punto P, sono in iiliniero aguale alle intersezioni di / e 9 (o al piìi pic¬ 
colo dei due niinieri Be questi B<ino disugiiaU). dii voglia dimostrare questa 
liropriets^, senza rieorrevè ai principii ili continuità, decomponga C nei 
Buoi rami e rappresenti uno di questi mediante ì noti sviluppi procedenti 
per un paraiiu*t('o t: sostituendo questi sviluppi di y c. s entro i poli¬ 
nomi /, 9 e si trova il grado minimo in t che dà il numero delle 

intersezioni cercate. 
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vicini 5 ul 0, per iiie///o <li una trasforiiiazioin* (piadratica die 
fibbia in 0 iin X)inito fomlanieiitale. Una siffatta trasfornia- 
/ione fa corrispondere al pmìto 0 una curva (semi)lice o nini- 
tix)la) intersezione del piano foìidaraeiitale ìù con la snjier- 
ficie trasformata f (fuori della conica foiidaineiitale /f'); ini 
X)initoOi, vicino ad O ed /? si cambia in un punto 

ri-x)lo proprio. K la riduzione pnb proseguirsi snccessixaniente. 

Ora conviene osservare diversi casi x>ossil)ili, studiando in 
Xiartieolare alenili esenix)i istruttivi die val<>oiio ad illustrarli : 

1) si x>oo avere iin nnilHx^lo isolato vicino a<l un 

punto multiplo x^roprio, isolato; 

oX)X>iii*6 

2) un punto uinltixdo isolato vicino ail ima curva 
mnltixda; 

‘1) lina curva innltix)la iiifniitesinia vicina ad un 
ni ulti pio; 

4) una curva multipla infìintameiite vicina ad una curva 
iiinltipìa x^JOx^ria. 

caso: pnutl multipli isolati iufiuitameute vicini (in 
Xiarticolare xianti niiix)lanari). 

11 x>*u seraxdice es<mipio relativo a questo caso si ha con- 
sideraudo una superficie f{xyz) — f.;^{xys )die passa dox>“ 
X)iamente x>^t* l’ori.u'iiie e asso<?gettandola a x^^^^^^^dere come 
X)unto doxipio il x>anto 0^, infuiitamente vicino ad 0 sull’asse 
cioè scrivendo die le sezioni per (piesfasse hanno ivi un 
tacnodo la cui tangente tacnodale è l’asse stesso: e facile 
vedere die il cono os(*nlatore in 0 si sxiezza allora in due 
Xiiani \ìev 00^. Anzi hi singolarità costituita da due x>ii»li 
iniìnitainente vicini si lascia definire come un punto bixila- 
iiare soddisfacente alla condizione aj»^iinutiva che la retta 
eonnmc ai due x>àuii osculatori abbia un contatto <|ua<lri- 
])iinto con la suxiertìcie (cfr. § 4). 

LVnii^asi ora che la suxierfìcie f abbia 0 come x>nido nni- 
Xibinare; il x>bino osculatore w ta<]:lia/in una curva con x)Hnto 
trixdo e quindi vi sono iu esso tre rette lìcr 0 aventi un 
contatto qnadrixnmto con /; un x^ànio tale retta 

sega / secondo una curva dotata di ciispiile che lia contatto 
qiiadripiinto con la tangente e x>ercio (§ 4) di tacnodo. DiiiKiue 
iiell’intorno del xndm’ordine di nn punto u ni pia n(f re iW una snper- 
tìcie vi sono in generale tre punti doppi infinitamente vicini. 



rJHia) (QUARTO 


ons 

2® a(so: punti multiiììì isolati ricini ad una curva mul¬ 
tipla. (in particohire pivnfi (nispiduli sopni ami cuvva doppia;. 

Il più seinplieo esempio relativo a questo easo si ottiene 
in relazione ai punti cuspidali di mia curva doppia (nodale). 
Un punto, l\ cuspidale per mia curva nodale (7 è, come sap¬ 
piamo, nn punto nniplannre della curva; secondo Panalisi 
precedmite si avrebbero dunque tre punti doppi inlinitaniente 
vicini a ma qni due di questi coincidono nel punto suc¬ 
cessivo a r sulla (7, sicché vicino a un punto cuspidale di 
una curva nodale esiste in generale un unico punto doppio 
fuori della curva, in una direzione diversa dalla tangente. 

Ter verificare l’asserto si considererà una superfìcie avente 
nell’origine delle coordinate, 0, nn x>uiito dopx)io nniplanare, il 
(*ni [)iano osculatore sia, (die abbia un xinnto dop^iio O,, 

inlinitaiueiit(‘ vicino ad () sopra, l’asse z: si avra 

f—f> +/:ì- i -f\ H-~ -1- a.^x^' d- a ,, y + a^.xìf ' -\-~ 

^\-z{h.,^x^ ] h,,xy + \,y~)-\-z\c^^x. { c^,y} 
H-./4 -b. 

Ora si xiossono scrivere le condizioni perchè la f possi^oo-a^ 
nel pi<uio // — (), nn ulteriore punto dox^X^io, 0^,, siu^cessivo 
ad 0^ soi>ra un ramo lineare jier 00^ 

I y = + .... 

(il (piah^ sia oscnlalore ad una curva dox)X)ia di /x)er OO^Og). 

A tal tine occorrerà, sostituire le esxiressioiii di a; e //in / 
<h 1 aunnllare ideiiticauiente risx^etto /#, li..,, tutti i termini di 
t»’rad(> inferiore al sesto. 

Fra le condizioni che (^osì si ottengono si trova cln* d(‘ve 
esser nullo il (‘oidliidmite di 1:z\ cioè 

= 

((iiesta condizione (‘sxiriim^ che il x>bauo .^ = 0 sega la siqun- 
licie cubica apxirossiinaiinmte 

A ! = o 

secondo tvc^ rette, due delle (piali coincidono con Passio z; 
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sono (|nosf-e lo rette per 0 aventi con / un contatto qiui<lri* 
punto e (piiinli contenenti i punti doppi di / infinitniinMite 
vicini ad 0 . 

Abbiamo provato che vicino a un punto cuspidale delia 
curva nodale, esiste in generale mi punto doppio fuori della 
curva (M* Questa conclusione si estende ai punti cuspidali di 
una curva multipla a falde distinte. 

Pongasi invero die la superficie f possegga una curva 
r-pla C (r > 2 ), a falde distinte, e che pernii punto, P, <li C 
coincidano due fra gli r piani tangenti alla superficie (<*iò 
(die porta, hi generale, il saldarsi di due falde nell’intorno 
del punto); è facile vedere che l’insieme delle due falde della 
superficie f saldantisi in P, considerato per mi tratto della 
curva O, piu) essere approssimato da mia siiperfich^ cp, pas¬ 
sante doppiamente per C e avente iigiialmeiite in P un punto 
cuspidale. Si costruisce la superficie tp considerando un fascio 
generico di sezioni piane di /, e in ciascun piano costrneiido 
una cubica (o altra curva d’ordine superiore) avente un punto 
doppio su G e osculante i due rami appartenenti alle due 
falde considerate di f\ la nominata (Mibiea approssiiuaide 
descrive la superficie 9 - 

Notisi ancora che la stessa conclusione vale in gemu-ale 
per i lìmiti cuspidali ordiue />:2 per una curva multipla 
ordine r>i a falde distinte: anche (pii ri è in (jeueraie 
— nelV intorno del prini^ ordine — un punto doppio fuori della 
curva multipla ricino al punto cuspidale. Infatti la dimostra- 
/ione usata innanzi si estende. In primo luogo ha-stn riferirsi 


(q II ragioiiiiiilento precedente uiostni aiielie l’esistenza ili un altro 
punto (loppio iufìnitauieute vicino alla curva doppia sopra un ramo tari- 
tj^eiite ad essa: designando il punto successivo ad O sulla curva doppia, 
trovasi precisamente che è doppio per f il punto satellite di 0^ nel 
piano tangente ail / in O. Questa circostanza è d’accordo col fatto t*lie 
una trasformazione quadratica di centro O deve mutare/in una superficie 
la cui curva doppia (trasformata di quella di f) possiede un punto cuspi¬ 
dale nel juinto (proprio; (pii figura come piinlo iiifinilanieiite vicino 
ad <ì^ fuori della curva doppia. 

Ora la tnisfomiazloue anzidetta (sncct*s8i va mente iterata) i)on(‘ iu 
evidiaiza un fatte nuovo, che sarebbe anche suscettibile dì verifica anali¬ 
tica diretta: nell’intorno d(d punto cuspidale O esiste un’iiifiuitiì discreta 
di punti doppi iiilliiìtamcnte vicini alla curva doppia di/; precisamente 
vi è lino di (presti punti doppi satellite dello /-ino punto successivo ad O 
sulla curva doppia (/ 1, 2....). 
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;i(l iiiiii siiperlìcie con curva ^-pla. In secondo luof>'o, i)er 
trattare questo caso si considererà aiizitiilto un punto iini- 
plaiiare i-plo, O, cui sia vicino un altro punto i-plo O^, e poi 
si imporrà vicino ad 0^ (e successivo ad esso sopra mi ramo 
lineare) un terzo punto i-plo O^; l’esistenza del punto i-plo 
porta che il piano tanueute iii 0 se^hi la siiperlìcie secondo 
una curva passante per e (inindi avente due tan¬ 

genti per O in generale diverse da 00^, cui corrispondono 
due punti doppi della superficie vicini ad ora — tenendo 
conto dell’esistenza del terzo punto ^-plo, ^2, — si conclu¬ 
derà che lina delle suddette tangenti si confonde con 00^: 
a tal fine basterà ripetere in questo caso pin generale il cal¬ 
colo svolto prima per ^ = ‘2 (la condizione che a noi int(*- 
ressa si ottiene annullando il coefiicieute di al i)Osto 

di quello di che quivi occorreva). 

Osservazione. Un esame approfondito mostra che per i — A 
si ha aiiclie un secondo punto doppio vicino al punto cuspi¬ 
dale e prossimo ad esso (cioè satellite del primo) (cfr. § 38); 

in generale per i pari si hniino punti doppi. 


8^ caso: c/urva militi pia infinitesima vicina ad un pnììto 
mnltipio (in particolare tacnodo). 

J/esempio piu semplice relativo a questo caso si presenta 
nella singolarità che già abbiamo incontrata sotto il nome 
di tacnodo (§ 35). Uii punto doppio, P, della superficie/costi¬ 
tuisce un tacnodo quando ogni sezione piana i)er P possiede, 
vicino a P, un altro punto doppio: il luogo di <inest.o punto 
doppio variabile, infinitamente vicino a P, si può ritenere 
come una retta doppia infinitesima., giacche si cambia in una 
retta doppia me<liante una trasformazione (jiiudratica che 
abbia in P ini punto fondamentale isolato. 

Per avere 1111 tacnodo basta considerare due superficie 
tangenti in un pillilo semplice P; combinando linearuìeiite 
due coppie sifiàtte di superficie, con lo stesso piano tangente, 
si potrà aiiclie ottenere mi tacnodo isolato appartenente ;nl 
una superlicie irriducibile. 

Si possono espriuKH'e faciluimite le <mudizioni algcbrielie 
perche una superficie / iiossegga un tacnodo, 0, con dato 
piano langeute; perciò scriveremo che O ò nu punto doppio 
niiiplanare per cui le retti^ appartenenti al piano tangente 
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hanno quattro aiizidiò tr<‘ hiteisezioiii con/riunite in 0, cioè 
tale che la sezione col piano tangente ha un punto (piadrnplo. 
l\)sto 0 nell’origine delle coordinate, e assunto il piano tan¬ 
gente come piano ^ = 0, avremo: 

/ = 3:5- -f- cp, (xyz) -z+f^ (xys) -f-.... ; 

ove (esclmleudo che Osia un punto triplo) juiò assumersi a=: I ; 
le condizioni die si aggiungono, per il tacnodo, alla siiperticài- 
con punto doppio uniplanare /= -t-/ 3 (n;y^)+ = 0 por¬ 

tano l’aniuillaineiit() dei quattro termini di terzo grado in y 
che figurano in generale in /j. 

La proprietà che serve di definizione al tacnodo 0, e che 
i piani per 0 segano la superficie secondo curve dotate di 
tacnodo, le quali — nell’intorno di 0 — vengono costituite 
da due rami lineari tangenti (il confondersi dei due rami 
nella sezione piana generica per 0, costituisce una partico- 
larizzazione del punto singolare della superficie che qui esclu¬ 
diamo). Ma esistono quattro direzioni particolari uscenti da 0, 
tali che i piani per esse segano la superficie secondo cuspidi 
di seconda specie. La cosa si verifica nel modo seguente. 

Si consideri la superficie/avente un tacnodo nell’origine 
delle coordinate con piano tangente = 

f=s--h T, (xyo) {xyz) .... ; 

intersecando / con un piano geueiùco per 0, si ottiene mia 
curva dotata di tacnodo che, soltanto per piani particolari, 
si riduce a una cuspide di seconda specie : ciò accade quando 
le parabole osculatrici ai due rami del tacnodo vengono a 
confondersi. 

Ordimque scriviamo le equazioni di una parabola gia¬ 
cente nel piano sopra uoininato, e taiig<uìte alla intersezione 
di questo col piano ^:=0: 


1) y = at-hbt' (eax — cy-}-h:; = i)); 

se la. nostra parabola, che (contiene già dm» jninti doppi iidì- 
iiitaimuite vicini della sezione piana, di /, dev(» os(MUare un 
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ramo di questa sezione, occorre die sostituendo in/per x, //, p 
le espressioni l), sparisca il teriniiie di quarto grado in 
ossia che il coefficiente di 

c“H-9/l rtO)(M-/4(l rrO) = (). 

(^>iiest’ equazione dà in generale due radici per r, ina tali 
radici coincidono quando 

2) : p ,'(\ a 0) —4/4(1 a ()) = (), 

coiidi/ioiie che riesce indipeiidmite da h. 

La ‘2) detenuina quattro direzioni i/= nel piano ^ = 0, 
cioè quattro tangenti per il tacnodo 0 che sono assi di sezioni 
cuspidate (di seconda specie). Queste (luattro tangenti singo¬ 
lari non debbono esser confuse con le quattro tangenti quinti- 
punte (die sono le tangenti pri:icipali della sezione di / col 
piano p —0: 

Le quattro tangenti singolari corrispondono anche a quattro 
punti doppi ricini al tacnodo 0 che appartengono aH^ intorno 
del secoìuVordine^ cioè sono successivi alla retta doppia infl- 
n itesi ma (die costituisci» la singolarità. iSi pii(> risparmiare la 
verilica analitica delFeiimudato ricorrendo ad una trasforma¬ 
zione quadratica con punto fondamentale 0: il tacnodo si 
mula in una retta doppia che contiene (piattro ininti cuspi¬ 
dali corrispondenti alle nominate tangenti singolari: ora sap- 
j)iamo che vicino ad un punto cuspidali» (dè in generale 1111 
inulto doppio, fuori della curva doppia. 

Per il tacnodo piii generale le (piattro tangenti singolari 
soiìo distinte, ma possono c()iiicid(»ie fra loro in vari modi 
p(»r tacnodi particolari: così nel tacnodo, 0, (costituito dal 
contatto di due snperticie (o falde lineari di ima medesima), 
le quattro tangenti singolari si riducono a due doppii», che 
sono le taiig(»iiti principali alla curva intersezione delle due 
siipm-tìcie. Infatti le sezioni cuspidate nei piani per 0 si ridu¬ 
cono a (lincile che passano per le Tangenti principali della curva 
comune alle dine snperlieie, \o quali sezioni piane iireseiitano 
un oseiiodo. 

Jiifìue possono aiicln» le tangenti singolari di mi tacnodo 
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diventare indeterminate; ciò accade quando la sezione piana 
generica i)er 0 ha una cuspide di seconda specie (0- 

Giova esplicitamente avvertire che può aversi un tacnodo 
il quale cada .sopra una curva dopi>ia della supertìcie / anziché 
in un punto isolato. Anzi si dà origine ad un tacnodo di f e 
non a ^tn punto cuspidale ordinario, quando si fa avvicinare 
un punto doppio isolato P ad una curva doppia C\ infatti, se 
la G è d’ordine r una sezione piana per P possiede >*H*l 
punti doppi (anziché r come mia sezione generica); al limite 
— quando P cade su C — questa proprietà deve permanere, 
<iuin<li la sezione piana per P avrà ora due inintì doppi inli- 
nilanientc vicini riuniti in P, oltre gli r —1 punti doppi in 
mii il piano sega ulteriormente C. Così il punto P si man- 
ti(me anche sulla C un punto ilnppio abbassante il genere 
delle sezioni piane. 

È interessante dimostrare che: per un tacnodo, 0, appar¬ 
tenente ad una curva doppia nodale O, in generale due fra le 
quattro tangenti singolari coincidono con la tangente alla C 
e quindi, mdV intorno di secoìuV ordine di 0, ri sono soltanto 
due punti doppi fuori di C. 

Verilìchiaino dapprima l’asserto nel caso in (uii la C 
sia una reità doppia che assumeremo come asse x. Allora 
(cfr. pagg. 577 e 001) l’equazione della superlìcie / avente nel- 
l’origiii(3 uii tacnodo con piano tangente a — O, sarà del tii)o 

/= - 1 ~ + 0Jxg!:)ìf \-xya)yz! + y^^{xìj:)z^ +.... ; 

ijiiindi l’ecpiazione che dà le direzioni singolari p(‘r O si 
riduce a 

[^)f{ li^O) — 402(liiO)]ir = 0 

e però ainimUtc conu^ doppia la radice if —0 corrispondente 
all’asse x. 

Essendo così verilicato l’asserto per le superlìcie posse¬ 
denti un tacnodo sopra ima retta doppia, la dimostrazione si 
estende al caso di ima curva doppia qualunque, giacché con 
mia trasfonnazioiK^ pnntiiale dello spazio che sia biunivoca e 
regolare indi’intorno di () questa può ridursi a coincidere con 
una retta: di fatto la proprieb'i (hdhi retta doppia tìgura nella 

(b Per la coaiposizione di uiK'shi gingoljirità efr. Skokk « Annali 
di Mafc, », Ji.® 18 . 
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veriHea precedente soltanto come un carattere differenziale 
relativo al punto 0, dove si tien conto di 3 punti doppi suc¬ 
cessivi ad esso. 

Eisiilta dal teorema stabilito che in nn incrocio ordinario 
di due rami di [ina curva nodale si ha nn tcacnodo, per cni 
le (piattro tangenti singolari si riducono alle dne tangenti ai 
due rami. Ciò è d’accordo con la circostanza che — in questo 
caso — il tacnodo si può rignardare come punto di contatto 
di due falde (lineari), nelle q[iali si decoinpoLie la snpertìcìe 
considerata nell’iiLtoruo del punto (cfr. § 39). 

In ciò che precede si è parlalo di curve doppie nodali. 
Anche sopra una curva cuspidale p[iò aversi lui tacnodo, e 
questa singolarità assume il nome di punto chiuso {closc-poiut 
secondo Cayuey). 

Per nn punto <dii[[so si ha in generale ima sola direzione 
singolare diversa dalla tangente alla curva cuspidale, e quindi 
neìV intorno del secoìuV ordine ri è un solo punto doppio fuori 
della curva cuspidale. Basta veritìcare l’asserto nel c«aso di 
una retta cuspidale assnutii come asse x, 

A tale scopo si riprenda l’equazione delha superfìcie f 
che passa doppiamente per il detto asse e possiede nell’ori¬ 
gine O nn tacnodo con piano tangente 2:=0: 

f — -1- -1- ^À^y^) • ir -r • y^ + • 0 " d-.... = 

= 1 + I- ?/;-H ?/" X,(xys) 4-.... = 0 ; 

i due piani osculatori ad / in un punto (rrOO) sono dati da 

^"[1 d- Xo(rrOO) + ....J + yx[\{xOO) h •b.ixOO 4- ....] -h y~[%(xO{)) d-....] = 0 

dove i pulitini stanno a designare terniiui di grado superiore 
al secondo in x. Scriveremo che l’asse delle x è retta cuspi¬ 
dale annnllaudo identicamente rispetto ad rr il discriminante: 

(xOO) d- ^hAxOi))^- 4[ 1 K4 ixOO) +....] [9,(:f00) -h....]; 

in particolarie ammllando il coefficiente di x‘^ si ha 

O^^nOO)*’ — 4^2(190) = ff; 

dmi<|iie rt = ff e radice dell’<‘<inazione 


0^"{k/O)^ 49^(Jnff) = 0 
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che i)or<>'e in ^>eiierale le due direzioni sìiigolaii del tacnodo, 
fuori della retta doppia con*isi>ondeute ad ^^ = 0. 

4^ caso: curce multiple iìijiuitameìite viciue. 

JSi può avere una curva multipla iiifliiitaraente vicina a<l 
un’altra curva multixda C: ciò accade (piando .sox>ra ima 
.sezione piana generili si abbia un multix)lo vicino a 

ciascun x>unto di C. 

L’esemx^io x>b'i semplice si ottiene considerando due sii- 
Xierticie che si toccano lungo la curva ( 7 ; combinando linear- 
mente due tali coxipie di superficie (aventi in ciascun x>^iido 
di C il niedesiiuo x>iauo tangente) si costruisce in generale 
lina siixierHcie irriducibile dotata di due curve dox>X>i^i infini¬ 
tamente vicine. 

Anche la trasformazione quadratica conduce ad esemx)i 
di snx>eriìcie dotate di curve nmltixde infinitamente vicine; x^er 
esenii)io ad una snxierficie con conica tacnodale^ cioè con due 
coniche dox)X>ie infinitamente vicine: infatti con una 
trasformazione (jiiadratica una tpiadrica generale viene mutata 
in una siix>erl1cie del qiiart’ordiiie,/, dotata di conica dox>X)ia, C', 
e di x>uiito dox)X)b> isolato, 0; si oxieri ora una seconda trasfor¬ 
mazione assumendo come x^aiito fondamentale Oe come conica 
fondamentale K mia sezione generica del cono O(C'); allora 
a / si muta in una suxierfìcie del sest’ordine che avrà un 
punto qiiadriix)lo e una conica tacnodale K\ 

III ciò che x>i'ecede sono esaminati i vari casi di x>unti 
e curve multipli intìnitainente vicini a punti o curve prox)ri, 
nell’intorno del x>i‘bii’ordine; ma già nel caso del tacnodo 
siamo stati condotti a considerare x>wuti dopx)i ax3X>*^id/enenti 
all’intorno di second’ordine, ed è chiaro in generale come 
si delìniniscano x>unti e curve nndtixdi axiparteneiiti ad intorni 
successivi. Qui occorre osservare che le curve uuiltix)le infi¬ 
nitamente vicine ad un x>i^ido nell’intorno d(d 

.second’ordine possono dar luogo a due casi, secondochè si 
(ratti di una curva infinitauieiite vicina ad un punto 7\, 
appartenente all’intorno di x>*’hn’ordine di P, ox)pure di ima 
curva, vicina ad una inlinite.siiìia ax)partenciite al x>i*imo 

intorno di E analogamente si dica per curve cadenti in 
intorni d’ordine sux)eriore. 

Il passaggio di una superficie f di un certo ordine n per 
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nn gruppo di punii e curve, propri o no, con date nioUepìicità, 
si traduce sempre mediante eqnaoioni lineari c[ii soddisfjiiio i 
eoefficieiifi di /. Infatti se /=0 e ^^ = 0 sono due siip(M‘1ìcie 
soddisfacenti alle condizioni poste, anche \f = Q vi sod¬ 
disfa (cfr. § 30, pag:. 590); da ciò se^ne l’enunciato (L. 1% 
§ 14, A^ol. 1, pag. 93). 

37. Coinportaineiìto delle polari e ahhassaiiicntt) della 
classe dovuto alle siiigolaritìi delle superficie. — Ter appro¬ 
fondire lo stadio dei punti e dell<‘ curve ni[illiple di una 
supeilicie /, conviene esaminare il coinpoTtaineiito delle super¬ 
fìcie polari iu relazione a una singolarità qualinique. 

lli(‘ordiaìno anzitutto che: nn punto proprio r-plo (sia 
isolato, sia appartenente ad mia curva r-pla) appartiene alle 
l)riìne polari della superfìcie data/, con la molteplicità r — 1; 
infatti la superficie polare di nn pnnto 0 si costruisce come 
luogo delle curve polari di 0 rispetto alle sezioni di / con 
piani passanti i)er 0. 

Ora sì tratta di esaminare il comportamento delle polari 
nei punti multipli intìnitamente vicini. 

Pongasi che nell’intorno del prim’ordine di mi punto 0, 
r-plo per /, esista un punto r^-plo, 0^ \ inostriaìuo che le polari 
di /, oltre a passare per liassano per 0^ con una mol¬ 

teplicità maggiore od uguale ad — 1, .V tale scopo trasfor¬ 
meremo la superficie / con una trasformazione quadratica 
speciale, avente la conica fondamentale K spezzata in due 
rette a e />, di cui il punto fondaìnentale isolato cada in 0; 
faremo vedere come la polare di uii punto B preso su h (ed 
nu tale B è punto generico risi^etto ad /) si muti sostaiizial- 
meiite in una polare rispetto alla superfìcie trasformala f\ 
la quale passerà con la ìnolteplicità 7\ — 1 per il punto )\-plo 
trasformato di 0^. 

Ordiiuque desiguamo con 0’ il punto foiulamentale della 
trasformazione nel secondo spazio, e con a e V le rette com- 
poinmti la conica fondamentale K’: i fasci di piani a e a-\ o 
(*osj h e ?/, si corrispondono proiettivamente. Inoltre si corri¬ 
spondono omograficamente le due stelle 0 e 0\ onde iu par¬ 
ticolare ad un fascio di piani della prima passanti x)er un 
punto, B, di h corrisponderà nella seconda un fascio di piani 
l)assanti tutti x>er un certo i)aiito, B', di //, che in (juesto senso 
si riterrà omologo a B; analogamente ad un punto generico A 



di a sarà omologo un punto A' di a (^). Infiiu^ vi ò trasforma¬ 
zione (quadratica fra due piani corrispondenti OAB e OA'B: 
ad 0, Aj Bj corrispondono le rette A'B\ 0'A\ 

Ciò posto si consideri una curva tp costituita della polare 
del lìunto rispetto alla sezione di / col piano AOBj presa 
insieme con la retta OA; e nel i^iano A'O'B’ si consideri la 
curva ^ costituita dalla i)olare di B' rispetto alla sezione 
di f presa insieme alla retta O'A'. Sai)i)iamo (§ 14, pag*. 410) 
che la curva cp si trasforma in una curva cp' combinazione 
lineare di con la sezione di/'. Facciamo variare il piano OAB 
variando A su a, allora appare che la sui)erficie <h, costituita 
dalla polare di B rispetto ad / presa insieme col piano (Oa), 
si trasforma in una combinazione lineare della/' con la super¬ 
fìcie d‘ costituita dalla polare di B' presa insieme al piano 0a\ 
La molteplicità di (h in 0^ e uguale a (quella di ma poiché 
pin') supporsi fuori del piano (0«), si deduce che la polare di B 
ha in 0^ la molteplicità ì \— I. c,. d, d. 

Il ragionamento fatto si estende iudntti\ ainente (‘ome 
per le curve piane (§ 14) onde si conclude che 

le polari di una ,si(pfrficle f passano (virtiiahuente) con 
la molteplicità — 1 almeno per ogni jrnnto delia super¬ 

ficie che si trovi infinitamente ricino ad un pernio proprio in 
Uì( intorno ordine i] per i=rO si ricade nella proprietà già 
enunciata pel caso dei punti propri, 

Alle cose dette aggiungiamo che: ogni ptinio multiplo 
(hdla superlìcie /, il (quale — pur appartenendo alla curva 
multipla — abbassi la classe delle se::ioni inane per esso, è 
nii punto comune a tutte le curve intersezioni di f con le 
superficie polari, fuori della curva mnltipla. Infatti s(^ 0 è il 
punto di cui si discorre, ed a un piano generico per 0 , l’in¬ 
fluenza del punto singolare 0 sulla classe della sezione piana, 
si valuterà cercando le intersezioni assorbite in 0 di tre 
superficie: la / il piano a, e la polare 9 ^ di un punto gene¬ 
rico A apparteiienle ad a. A tale scopo sarà lecito determi¬ 
nare anzitutto IMntersezione (/ 9 ^) che si coinpoiie all’in¬ 
sieme 0 delle curve multiple (debitamente contare) e di una 


P) Questo modo di stabilire la corrispondenza tra i punti delle due 
coniche foiidaiiientali K—a-\-b e /C'= «'-f-non <ieve essere confuso 
con qiitdlo (già incontrato innanzi) dove si fa corrispondere ad un punto 
di a l’intersezione con b' della retta fondamentale omologa. 
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curva L fuori di ( 7 , (juìikIì 8 i aviaimo a determinare le inter¬ 
sezioni del piano a con la curva C L={f 9 ^). 

Emerge di qui che l’abbassamento della classe prodotto 
da 0 sulla sezione del piano a, in confronto alla classe di una 
sezione con un piano vicino ad a die non passi per (>, è 
ugnale precisamente al numero delle intersezioni di L con a 
che cadono in 0, ossia alla molteplicità di L iu 0. 

Lo studio del comportamento delle polari in ordine alle 
singolarità di una superflcie /, conduce a riconoscere quale 
sia l’abbassamento della classe di f che queste i)roducoiio. 

Trattiamo prima il caso dei punti multipli isolati, limi¬ 
tandoci alle singolarità pin semplici. Pongasi dunque che la 
^ni)eTf\cìef{x^x,,x^xJ~0 abbia un punto ?--plo isolato, 0 , (r> 1 ). 
Allora la stella di centro 0 si stacca un certo numero, d, <li 
volte dell’inviluppo F(n^n^ii.^u^) = 0 dei piani tangenti ad/, 
dove F venga determinato col procedimento di eliminazione 
che conduce in generale da una superfìcie d’ordine n a una F^ 
il cui grado n{n — 1 / è la classe di/: il numero A costituisce 
l’abbassamento della classe di / dovuto alla singolarità 0 . 

Per valutare A sì osservi che le sui^erficie polari passano 
per 0 con la molteplicità — J e quindi nel punto 0 vengono 
assorbite in generale r{r — 1 )^ intersezioni di due polari con / 
duiupie: r abbassamento delia classe di una, super fide doralo 
ad- itìi punto r-plf* isolato,, vale 


A = r{r — l)^ ; 

sì ha esattamente per A questo valore e non un valore sup<‘- 
riore quando il coìto osculatore nel punto r-plo non abbia genera^ 
trid doppie. Infatti, se vi è una retta 0 che appartenga iiisieiii<‘ 
al cono osculatore ad / in 0 , e ai coni osculatori delle sii<‘ 
polari, ((iiesta 0 conta due volte fra le r tangenti iu 0 ad 
ima sezione piana di /, passante per 0 , e quindi risulta gein‘- 
ratrì(*e doppia del cono osculatore in 0 . 

Per >* = 2 abbiamo che un punto doppio conico abbassa 
di 2 la, classe, di una superfìcie; ma per un punto biplanare,, O, 
r abbassanteìito diviene almeno 3; esattamente vale 3 quando 
non ri sono punti doppi infiìtitamente vicini ad 0. Infalti si 
coiisì<Ierì la retta o connine ai due piani osculatori in 0; pm* 
l’ipotesi fatta 0 ha un contatto trìpnnto e non (jiiadripiinto 
con la superfìcie /, costitueinlo una tangente cuspidale ordì- 
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Dariii per la sezione di / con nu piano per o; segue che iu 
(piesfo piano la polare di nu punto qnalniupie tocca o iu 0 
e (piiiidi t)itte le superficie polari di / toccano ugnalnnuite o, 
sic<diè due di esse hanno con / ahueuo intersezioni assor¬ 
bite in 0; ma si verifica aìialiticaniente che il numero delle 
iutersezio))i assorbite è proj^rio 3, facendo vedere che le 
curve segate dalle polari lianno piano osodatore varial)ile 
per o. 

Anche la nostra consìieta trasformazione (piadratica i>er- 
mette di mostrare die il p)n)to biphuìare ordinario 0 (non 
avente punti doppi infinitamente vicini) abbassa di 3 la classe 
di /. Invero la / (d’ordine n) si trasforma in una superfìcie/' 
(d’ordine 2)i — 2 passante volte per la conica fomla- 

mentale riducibile JC) che contiene nel piano fondamentale f»)' 
due rette semplici, iiicrociaiitisi in nn punto semplice 0^^ 
trasformato del punto i))fìuitamente vicino ad 0 sopra o; 
<pieste r<d-te corrispondono ai d)ie intorni di prim’ordine di O 
s)ii due piani osculatori. Ora si vede che la polare di nn 
pin)to della K' sega il piano w' secondo una conica passante 
per la cui tangente in 0^ è variabile; ritornando ad / si 
deduce che la polare di nn pniito generico passa semplice¬ 
mente per Oy tocca o, e dà luogo ad ima sezione con piano 
oscillatore variabile. 

Il metodo qiii adoperato permette anche di riconoscere 
l’abliassamento della classe dovuto a nn plinto biplanare 
straordinario, cioè ad nn punto biplanare, 0, (die sia seguito 
da altri punti doppi infinitamente vicini. 

Se vicino al punto biplanare 0 vi è un punto doppio, 
la trasformazione quadratica applicata ad 0 conduce ad una 
superfìcie f che contiene due rette semplici iiicrociantisi in 
nn juinto doppio (trasformato di) 0^; ora se vicino ad 0^ vi 
è un altro punto doppio, 0.^, (piesto starà fuori del piano delle 
(Ine rette nominate e perciò il punto 0^ di /' diverrà bipla¬ 
nare, ma non mai uniplaiiare. Cosi seguitando si comdnde 
che: qualora la singolarità di nu lìunto hipìanare isolato sia 
composta di pia pìuiti doppi Ìnfiìiitameììte ricini^ questi si 
succedono sopra an ramo lineare; il loro iuimero è finito 
giacché tali punti sono comuni a tutte le curve sezioni di / 
con le polari fuori della curva doppia; l’ultimo punto 
doppio Osj snc(*.essivo ad un punto biplanare 0 di specie .v, può 
essere conico o biplanare (sopra la superficie trasformata su 
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<5111 diviene proprio); nel jiriino caso la singolarità si dice di 
tipo pari e nel secondo di tii)o dispari. 

Ora è <diiaro che la curva intersezione di due polari (y, 
passerà semplicemente xier i punti doppi 0, e passerà 

ancora per nii punto semiilice di/successivo ad 0^ quando 0^ 
sia bijilanare: il che si verifica induttivamente con la trasfor¬ 
mazione quadratica. Pertanto si (conclude : V abbassamento della 
alasse dovuto a un punto biplanare isolato 0 di specie s vale 
2s-h2 oi)j)iire 2.^ + 3 secondochè il punto biplanare è di tipo 
pari o di tipo dispari (M. 

Vogliamo aggiungere die, dato uii punto biplanare di 
specie s > 0, si può riconoscere se esso sia di tipo pari o 
dispari anche in modo diretto, senza far uso di trasformazioni 
quadratiche: si tratta di esprimere la riducibilità o irriduci¬ 
bilità dellMntorno del juiiito 0^. Sia iier es. un punto bipla- 
nare 0 di sjiecie .^=1, e pongasi 0 nell’origine delle coor¬ 
dinate ed 0^ nella direzione dell’asse s; si potrà scrivere: 

/ = /2 +^3 +/4 + 

f^ = x{x-hAy)^ 

f; = «30-^' d- «21»^'?/ + + «032/' + 

+ b,,xy -h + c^c.^x + Coi?/)-- 

= dz^ +. 

Ora le parabole x)er 00^ vengono rapxiresenlate da 

^ X — lvZ^ 

ì y — oLc^j 

se una di queste parabole deve osculare la superficie /, cioè 
avere con essa im contatto quintii)unto, si deve annullare 
in f(lcz^^ ae’, z) il coefiìcìente di 

“|— Tc" CqjOc —|— c^qIc "1“ d> 0. 

Tale equazione di secondo grado in h e a rapx)resenta l’in¬ 
torno del punto 0^ sopra /; questo sarà riducibile <|uaiido si 


(*) Rohn. Matb. Aiin«alen. Bd. 22, png. 128, (1883), Cfr. Seghe, 1. c. n.® 24. 
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animili il discrimiiiaiite : 

2 A 

X 0 

^*10 ^*01 

rassianio a riconoscere l’abbassamento della classe pro¬ 
dotto sopra lina superfìcie f da mi punto isolato iiniplaiiare: 
indicheremo sempre questo punto con 0, e con t il relativo 
piallo tangente. 

Per nu punto niiiplaiiare ordinario mia sezione piana 
generica possiede una cuspide ordinaria e le sezioni per ima 
dell<‘ tre tangenti singolari posseggono mi tacnodo; qiiiiuli 
le curve polari di una sezione piana to<rcaiìO la tangente 
in O: segJie che le superfìcie iiolari toccano t in 0 e però le 
loro sezioni con / liaiuio in 0 nn punto triplo, e — come 
si vede facilniente — con tangenti fisse nelle direzioni sin¬ 
golari; quindi, segando una di queste curve con iiiP altra 
polare: nu pnulo uniplaìiare ordinario abbassa la classe di f 
di 0 unità, 

1/abbassarnenlo della classe dovuto ad 0 può crescere 
^e le sezioni delle polari tangenti ad ima direzione singo¬ 
lare t vengono ad oscularsi. ISln allora il punto 0^, successivo 
ad 0 su t, è 1111 punto doppio bìplaiiare; quindi si può vedere 
die nella t si uniscmno due fra le tre tangenti singolari per 0. 
Infatti si ponga 0 nell’origine delle coordinate, e si assuma 
la t come asse xr e il piano r come piiino a: = (); la condi¬ 
zione che 0^ sia biplanare viene esiiressn, come abbiamo 
veduto sopra nello studio dei punti biplaiiari di specie I e 
di tipo pari, aimnlhmdo il discriminante di un’equazione di 
2” grado in due variabili, che — posto nella formula ivi incon¬ 
trata X = 0 — si riduce a 


^*10 

^*01 

2d 


: 0 . 


ma già. nel paragrafo precedente (u pag. òllS) «nbbianio veduto 
che questa coiidiziom* porta la coincidenza di due tangenti 
singolari p(‘r O. Dunque: 

Se un punto uniplanare isolato 0 abb((ssa> la classe di 
7 unità, an':ichè di 6, due fra i punti doppi vicini ad 0 coin¬ 
cidono ; questa condiaione equivale ald altra che uno dei punti 
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Hìiiìiìitti sia hi planare. AggiiiiigiLsi die V abbassamento della 
idasse dovuto ad. O diviene 8 quando eoincUlono tutti e tre i 
punti doppi vicini ad 0, doè coincidono le tre tungenti sin¬ 
golari, senza diventare iiideteriniiiate; in questo caso si prova 
infatti che le sezioni delle polari col piano - posseggono una 
cuspide con tangente fissa. 

Finalmente supponiamo che le tangenti singolari in 0 
diventino indeterminate: 0 è allora un tacnodo. Le superficie 
polari toccano il piano tangente t e segano f secondo linee 
aventi in Onn punto quadruplo; le tangenti a queste linee sono 
le (piattro direzioni singolari del tacnodo (tali die le sezioni 
piane per esse posseggono cuspidi di 2* specie), quindi sono 
fisse; si deduce die: un tacnodo isolato ordinario abbassa la 
classe di f di 12 unità. Xon procederemo oltre ad esaminare 
ulteriori jiarticolarizzazioni del punto 0 (<dr. Bkill, L c.). 

Piopoiiiaiiiocl ora di calcolare la classe di una super¬ 
ficie^ /, che i)ossegga una curva doppia, (7: occorre cercare 
(lininte sono le intersezioni, fuori di (7, della/ con due polari 
generiche, e Vediamo come si determini questo numero,, 
e quindi Fabbassamento della classe di ima superficie <die 
acquisti lina curva doppia (7; poi riconosceremo in questo 
due parti corrispondenti all’abbassamento della classe pro¬ 
priamente dovuti a (7 e all’abbassamento dovuto ai punti 
cuspidali di C. 

Ordiiuqiie sia n l’ordine della superficie /, ni l’ordine 
di (7, che supporremo priva di singolarità, d il ninnerò dei 
suoi punti doppi apparenti. Le 9 ^ e 9 ^ hanno, oltre (7, una 
intersezione K d’ordine (a —1)’ — ni; e la/f si apiioggia a C 
in un corto ninnerò x di punti che si lascia facilinenh^ 
deteriniiiare. 

Infatti conoscendo l’eqiiivahuizu della curva (7 in or<line 
a tre snperlìcie d’ordine a— 1 che passino semplicemente 
per essa (cfr. pag. fil2), ne deduciamo il iinmero x; si avrà 
(badando alla differenza fra le notazioni attuali a <(uelle <lel 
loco citato): 

m{n — .1) -4- a: = ui S 8(a — I) ui ^ M + 

da cui 

x = 2m{n — 1) — niim -H \ )-d-2ds 
Ora, fra gii x punti comuin a K e a (7, tilciiui cadono nei 
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punti (li conratto della curva C coi piani tangenti ad essa 
condotti per la vetta oche couginnoe i poli di e 

altri cadono nei punti cuspidali di C. Invero se Pè un punto 
comune a P e /v, le superficie e cp^ riescono tangenti in P; 
ina il piano tangente a 9 ^ in P e il piano polare di 0^ rispetto 
ai due piani a e p tangenti alle due falde di / in P stesso, 
^^iccliè in P si deve avere lo stesso piano polare di 0^ e 0, 
rispetto alla (‘oppiaaP; da ci<') segue appunto die il piano PO^^O,^ 
passa per la retta comune ad a e p, rins(oiido tangente a C, 
oppure che a e p coincidono. 

Così su C troveremo — 1) — 2d inulti (CK) (l(dla 
prima specie, e quindi 

i = rr — [ m(m — I ) — 2d\ — 2m(n — m — 1) -H 4d 

punti (CK) che cadono nei punti cuspidali- 

Esamiiiaiido pili da vicino le due specie di punti coninni 
a C e K appare evidente che nei primi la K non riesce tan¬ 
gente ad f\ mentre in un punto cuspidale (tutte le 9 toc¬ 
cando /) K riesce tangente alla /. Si pini andie riconoscere 
pili precisamente che la K, passante per un punto cuspidale P 
con 1111 ramo lineare, ha ivi 3 intersezioni riunite con la/, 
e non in generale di più. A tal uopo basta mostrare che la 
tangente a K in P è distinta dalla tangente singolare = 
c dalla tangente i a C in P^ giacché allora basterà confron¬ 
tare la curva K con la sezione di/sopra un cilindro condotto 
per 7vi la quale sezione presenta una cuspide. Per trovare 
la tangente a K in P, prendiamo il polo 0^ nel punto d’inter¬ 
sezione (li 0 col piano tMiigente ad / in P; si verificti (cfr. L. S*", 
§ 4, pag. 23) che la polare 9 ^ ha in P nn punto doppio, e 
sega ^ secondo mia curva ( 7 ^ 94 ) le cui tangenti sono fornite 
dalla coppia polare di P()^ rispetto alla terna Pp formata dalle 
tangciiti alla sezione di / con essendo 9 ^ tangente a si 
deduce che la tangente a K coincide con la tangente 11 ( 719 ^) 
diversa da t- (Soltanto nel caso p — f le due tangenti a ( 77 : 9 J 
coincidono in t; per qin^sta parthmlarizzazione del punto 
cosiiidale accade veramente che K osculi /). 

Cì(') posto le intersezioni di 9 ^ e 9 ., con /, fin>ri dì (7, 
saranno 

, n](n — 1)^ — [ — 2x — /. 
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Di qui si conclnde il teorema : 

la classe di una superficie f ordine n, che jwssrgga 
una do ra nodale d^ ordine m priva, di singolarità e dotata di d 
punti doppi apparenti, vale in generale 

n{n — .l)~ — [5 — 'Ini — (J) + 4/Z J + *] ; 

dove r espressione 

i — ^m{n — ìu — 1) H- 4td 

designa il numero dei punti cuspidali appartenenti alla curva 
doppia. 

Il calcolo della. class <5 della superfìcie fi dotata di curva 
<loppia C, si può alleile o(Ieiuu*e considerando la curva , 
inlersezioiie di / con una polare fuori della curva ( 7 j, e 
cercando (piaiili sono i ]ninti comuni a e a ^ 2 , ancora fuori 
della C smessa. 

1 /ordine della vale 

n(ìì — 1 ) — 2m, 

e il numero dei i)nnti dì api)oggio {L^C) si calcola in base 
alle forninb' di equivalenza generalizzate, che danno le inter¬ 
sezioni — fuori di C — di tre snperlìcie passanti per C di 
<‘ui una c >tire]ig*a la C doppiamente. La generalizzazione che 
(ini oc(a>rre si ottiene fingendo che f degeneri in due parti 
f e f passanti semplicemente per C: così Pe<inivalenza di C 
rispetto ad /, e è uguale alla somma delle equivalenze 
di C rispetto alle terne <ìi superficie 


.f\ Tn 92 ; /". 9i, %■ 

III tal modo si trova (die il nniiiero dei punti comuni a C 
e L, à 

g = m(3n — 2ìn — 4) + 4:d. 


Ora i inulti comuni a 
J) <?li 


e C si dividono in due gruppi: 

m{ìi — 2 ) 


punti comuni a C o alla seconda poLare del polo 0^ di 9 ^, 
(cioè punti F per cui la retta O^F ha un contatto trii)unto 
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con /), nei quali non vi è contatto fra e la polare gene- 
rica 9 ,; 

2 ) gli 

i = y — m{u — 2) 

X)iiiiti cuspidali di / sulla curva doppia C, 

Se P è mio di questi pmiti, accade che la L^ passi sempre 
per il punto doppio vicino a P nella direzione singolare 
(il quale è doppio per /); vi è quindi contatto fra e 
Di qui si trae che la classe di f vale in generale 

{n — 1 ) ) n{n — 1 ) — 2m[ — y — i — 

= n{n — 1)^ — f Jm(5u — 2 ììi — 6) H- 4fZ j + i] 

come si è veduto innanzi, e si ritrova pure per il numero 
dei punti cuspidali il valore 

i — 2yn(n — m — 1) ~h 4rL 

Come verifica si può applicare la formula che dà il numero 
dei x>niiti cnsi>ìdali, al caso di nua superficie d’ordine n dotata 
di retta doppia; allora risulterà 

m = ly f? = 0 ; i = 2{n — 2 ), 

d’accordo col resultato stabilito nel § 34. 

Nota. Le formule precedenli si estendono al easo di una 
superficie /, proiezione da. punti generici di ima superficie 
iperspaziale priva di singolarità, in cui la curva doiìpia C 
possegga t jninti tripli che stailo tripli anche per la superficie f; 
lasciando al lettore di ripetere il proc(idiinento con le modifi¬ 
cazioni che esso comporta, ci limitiamo a scrivere qui la for¬ 
mula che dà la classe di /: 

n{n — 1)^ — [5m(5a — 2 mì — 6) + 4rf + 3f ( + i], 

(love i vale ora : 

i = 2m{ìi — m — J) •+■ 4(1 + Ot . 


Abbiamo \abitato l’al)hassam(Uito della classe di una 
superficie f (l’ordine n dotata di curva doppia C d’ordine m 
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con il pniìfci doppi apparenti; nel caso più semplice in cui 
la C non abbia singolarità, codesto abbassamento è dato in 
totale da 


A = ]m{5n — 2m — 6 ) -\-4(l[~hi. 

Ora questa formula mette in evidenza due parti di 

A + 

la prima parte, c, è l’equivalenza della curva C rispetto a 
tre superfìcie d’ordine u, n — 1 , 7i — 1 , di cui una passi dop- 
l)iamente e le altre semplicemente per ( 7 ; la seconda parte 
è dovuta alla circostanza che le polari hanno un rapx)or(o 
particolare con /, per cui accade che alcune fra le interse¬ 
zioni delle tre superficie vengano infinitamente vicine alla 
curva (7, in punti di contatto di esse, e x^recisamente negli i 
punti cuspidali (contatti di K con /, o di con 

Potremo definire e come ahhassamento della classe delia 
superficie propriamente relativo alla curva doppia (7, ed i 
come alìhassamento relativo ai punti cuspidali: qui si finge 
di separare due elementi da cui risulta l’abbassamento della 
classe di /, come se fosse lecito aggiungere alla curva doppia 
mi punto cuspidale, mentre in realtà il numero di questi x)nnti 
dipende, come abbiam visto, dai caratteri della curva (sui)- 
posta nodale). Pertanto la nostra convenzione risulta con¬ 
forme al inducij)io di continuità ove si tratti — come abbiamo 
fatto — il problema dell’a])bassaineuto della classe di / come 
un particolare problema di equivalenza. 

Soltanto nel caso particolare in cui una nuova singo¬ 
larità venga a sovrapporsi alla singolarità della curva C in 
un punto, P, di questa (sia che si tratti di un punto iper- 
miiltiplo o di un tacnodo, ec^c.), l’abbassamento della classe 
relativo al punto P si aggiunge in parte all’abbassamento 
totale dovuto alla curva C\ meidre una parte <li questo si 
riferisce sempre ad ini certo numero di punti cuspidali che 
vengono assorbiti in P. In ogni caso giova rilevare esplici¬ 
tamente che « punti singolari della superfìcie / appartenenti 
seiupliceineiite alla (uirva doppia e abbassanti la classe di /, 
abbassano anche la classe delle sezioni piane » (i due abbas¬ 
samenti sono in geno-ale diversi). 
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?lota critica. Invece che in rapporto alle foniiiile di equi¬ 
valenza, si possono distinguere diverse parti nell’abbassa- 
iiieiito (Iella classe di una superfìcie /c, dotata di ima curva 
<lopi>ia C, anche da mi altro punto di vista, che si basa ugual¬ 
mente sulla continuità, cioè (piando si riguardi la come 
limite di una superficie generale d’ordine n 

la (mi equazione tangenziale viene a svanire ideiiti(*iiiuente. 

Orduiiqiie scriviamo l’equazione tangenziale della /', otte¬ 
nuta eliminando le e il fattore di proporzionalità o fra le 

f[x, x,x.,x^) = 0 

pUi = ^^, = 2 , 3 , 4 ); 

(piesta sarà un’equazione omogenea 

dì grado n(n — 1 )^- 

jMa se la / acquista una curva doppia (7, tutte le sezioni 
l)iane di/posseggono dei punti doppi, e possono quindi rite¬ 
nersi impropriamente come tangenti, percii') F risulta iden¬ 
ticamente nulla: ci(> è d’accordo col fatto algebrico che F=0 
esprime la compatibilità delle 

/ = 0 , pni==^_, 

venendo queste soddisfatte per il valore p==() del fattore di 
propo rzioii al i tà. 

Ma importa investigare più profondamente come avvenga 
lo svanimento di F (^). 

Anzitutto osserviamo (die nn’equazi(me con tenente para¬ 
metri arbitrari pni) svanire in modi radicalmente diversi: 

1 ) L’eipnizione della retta 


ax H- ay -\- a~ = 0, 

svanisc(‘ ixu- u — 0, ma tuttavia — divisa p(‘r a — si riduce 


(q Cfr. Chisin: 


Hontlu*. Ac(*;ul. » 20 maggio 1017. 
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jilhi forma liniite determinata 

analoo’ameiite si 4 lica ])('r l’ecinazioiie 

ax + alììj + uc — 0, 

che fende alla forma limite x — i) in qiialniìqne modo ven¬ 
gano ad aiiiinllarsi i [larainefri h, c, 

‘i) Invece l’equazione della retta 

((X + hjf = h, 

sratiìsre essenzialmeìite (iiiando a ìì h tendono a zero in modo 
indipendente^ perchè la retta non tende a una posizione 
limite determinata. 

tl) Ora Fe(inazione della conica 

•I — ex (tx^ -t“ h)xy + />?/■" ex (x-h y)(ftx + hy) — 0^ 

svanisce per ^-= 0 , /> = (), c — 0 , dando luogo, in (fiialche 
modo, a im caso misto dei dne precedenti : al limite la conica 
si riduce indeterminata, risultando tuttavia di ima retta 
determinata e di min retta indeterminata. Possiamo (caratte¬ 
rizzare (piesto caso dicendo cli<^ c’è mio svanimento essenziale 
parziale della conicn dirtmio anche che lo svanimento di ^ 
]>roviene da mi fattore identicamente nullo della equazione 
limite {ax-^hy)^ tolto il (piale rimane mi’equazione deter- 
miiuita — 0 ). 

Al Inine dei (concetti sopra siiiegnti è fucile v^edere che 
quando mia snperticie /^, dotata di curva dojipia (7, venga 
considerata come limite di tutte le iiossibili / dello stesso 
ordincj, sì ha uno svanimento essenziale parziale della relativa 
e(piazione tangenziale Ff. = 0. 

In ])rìmo luogo si riconosce che nn piano (pialiimiiie a 
fa parte dell’inviluppo limite Fe = 0 , lìei’chò si pim ritenere/e 
come limite \ìov X —0 di 


/c "P \f — 

dove / sia tangente ad a in un punto di C; con ciò si pone 
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ili evidenza l’iiidetenniuazioiie del 

lini F— Fq. 

Ma d’altra parte si vede che in F^ compare certo un fattore 
determinato, che uguagliato a zero rappreseuta una suiier- 
Jicie inviluppo di cui fa parte l’insieme dei piaui propria¬ 
mente tangeuti ad /; giacché, in quahinqtte modo f tenda 
a fc (in dipendenza di un parametro), lui piano propria¬ 
mente tangente a appare come limite di un piano tan¬ 
ghi te }id /. 

Ora riconosceremo che « tolto il fattore identicamente 
nnllo, l’equazione determinata a cui si riduce Fc = 0, rap- 
jireseiita — oltre l’inviluppo dei piani propriamente tan¬ 
genti ad /c — l’inviluppo dei piani tangenti alla curva O con¬ 
tato due volte, ed inoltre un certo ninnerò di stelle coi 
centri in punti singolari della curva G ». 

Per dimostrare il teorema conviene osservare che il cono 
circoscritto ail / da mi punto 0 dello spazio (inviluppato dai 
piani tangeuti ad / \)ev O), degenera nel nostro ])assaggio al 
limite vidiiceiidosi al cono circoscritto ad e al (*ono 0(G) 
contato due volte, sicché il suo inviluppo risulta iiideter- 
ininato. Per mezzo di questa considerazione il nostro pro¬ 
blema si riconduco a quello delle forme limiti dell’inviluppo 
di una curva variabile la (piale degeneri come luogo venendo 
a contenere una parte contata due volte: vedemmo già nel 
caso delle (‘oniche (L. .T, § 40, pag. 280) che questo inviluppo 
risulta indeterminato, lì indie non si fissi un modo di passare 
al limite in dipendenza di im parametro. 

ronsiderianio ora in generale la degenerazione di mia 
curva piana d’ordirne », ]c(xy) = {), che — in dipendenza da mi 
certo numero di parametri — si riduca ad una curva d’ordine it 
contata due volte, c'(a, 7 /) = 0: accade in tal caso che l’invi¬ 
luppo di le venga a contenere come parte fissa l’inviluppo 
(li c contato due volte C); la rimanente parte <‘oiisfa di 2u* 


(0 Si fjircia variare k entro il fascio 
k = C” aJì , 


e si coiisideriiio le tangenti per il punto alP infinito delPast^ y, di cui 
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fasci i cui centri (inulti di diramasione della enrra doppia 9 ) 
sono pilliti (li c dipendenti dal modo con cui ci si avvicina 
alla curva limite. (Se 0 ha mi punto dopi>io il fascio 
relativo figura quattro volte nella parte fìssa dell’inviluppo 
limite). 

Più in generale se una curva lt — 0 d’ordine 2a-pwi, 
dipendente da un certo numero di parametri, tende a una 
forma limite fr/r= 0 , che contieue una componente d’ordine n 
contata due volte, l’inviluppo di /si riduce all’inviluppo di/, 
l)in l’inviluppo di e contato due volte, più i fasci che hau 
per ceiilri i punti comuni a c e Z contati ciasenii tre volte, 
piu infine u( 2 n + m) fasci, i cui centri cadono in punti della 


i punti Ui routntto sono dati dalle iuterRezioiii dì l' con la puu polare: 

c- -e X// — 0, c -e A — ~ 0 : 

dy dy 

appare ehe, per À = 0, 2nAn — 1) fra i detti punti tendono alle intersezioni 

di c = 0 e della i)olare — = 0, e. d. d. 

cy 

Le riinaiieiiti 2nr intersezioni di h eon la sua polare vanno :i cadere 
nei punti comuni a e e A. Si mandi per uno di questi ponti, P, la parallela 
alleasse ?/; su questa le curve del fascia segano una che ha 

P come punto fisso: si deduce che Pè punto doppio non solo per il gruppo 
segato dalla curva X'^0 ina anche per quello segato dalla curva infinità- 
niente vicina (Cfr. L. 2\ $ 5, Voi. [, pagg. 179-SO). Variando li variano di 
conseguenza su c i nominati punti P, e quindi i relativi fasci che ^*iitrailo 
nell’in viluppo limite di A'. 

Le cose dette ricevono una illnstrazione dal punto di vista topoLigico, 
quando si consideri la superficie rieuiauniana di A*, la quale — passando 
al limite per — si riduce ad mia siiperlìine doppia costituita dalle 

due rìcuunnninne di c sovrapposti^ chi* vmigaiio collegate attraverso i punti 
di diramazione corrispondmiti agli aiizidetti 2/f’ ]mnti P (punti di dirama¬ 
zione della fiinzioin^ algebrica ehe corrisponde alla curva iniìnitauieiite 
vicina, a C'—d). Basta invero riferirsi alla costruzione di Rikmann di 
superficie costituite di fogli sovrapposti (cfr. L. 2^, $ 34), ricordando die 
i pilliti di diranuizioiie ove si saldano > fogli <*orrispoiidoiio alle tracce 
delle tangenti alla curva parallele all’asse ?/. 

Qui a])pare che la carru doppia col 2u' ptutti di dir(tnta:^ioite P, cioè 
la c- = 0 concepita come liniite nel fascio C'-l-X//~0, dà luogo a una 
rienianiiiana ivvidttcile, fìiicliè i iioniioati 2it- punti couiiini c e Zi non ven¬ 
gano a coincidi*re a coppie, in guisa che un giro intorno ai due punti dì 
diramazione, divenuti inilnitauienti* vicini, non dia pìh luogo a ]ms8aggio 
da un foglio all’altro. Così la nostra curva dopina non può ritenersi 
in generale come limite di una curva cl per Z = e. 
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puLva c di[)piì<leuti <lal modo con cui ci si avvicina alla curva 
limite (^). 

xVinliamo ad applicare queste considerazioni al problema 
che conc(Miie la <le<>euerazi()ne dell’inviluppo della superficie/ 
che ac<iuisti una curva doppia (7. Qni la ciirv^a /t, proiezione 
piana <lel contorno apparente di /, fatta dal vertice 0 del 
c*ono circoscritto, si riduce ad ima curva c'I, costituita dalia 
proiezione della curva doppia C e da quella ilei la L sezione 
ili fc con la polare <li 0, fuori della curva doppia. Tuttavia 
la curva variabile li non è una curva generale del proprio 
ordine, possedendo nn certo numero di nodi e di cuspidi 
(cfr. L. 3% § 11)), e — per questo motivo — si veile che essa 
varia in un sistema continuo non lineare, sia in raijporto 
alla variazione di /, sia in rapporto alla possiliile variazione 
<li O. ^\Ia la definizione della forma limite av viene come se 
la li variasse in un sistema lineare, perchè due curve infini¬ 
tamente vicine ilefiniscono sempre ini fascio {timgenU alla 
serie continua cui appartiene la curva variabile); soltanto i 
mali e le cuspidi di fc potranno dar luogo a punti limiti di c, 
centri di fasci che non debbano più figurare nell’inviluppo 
limite. In ogni caso questo inviluppo limite conterrà sempre 
l’inviluppo di 6 * contato due volte, e del resto un certo numero 
dì fasci di rette; alcuni <lei quali vsaranno v^ariabili in rapiiorto 
alla via secondo cui ci si avvicina alla curva limite (costi¬ 
tuendo così la parte dell’inviluppo che svanisce in modo 
essenziale), ed altri potranno esser fissi, entrando nel fattore 
determinato dell’inviluppo medesimo. 

Dalle cose dette, ritornando alla superficie, emerge che 

(*) Si ripete qui il nioionameiito delta nota precedente! Pinviluppo 
della c-Z = 0 ritenuto come limite di c’Z -4- X/t == 0, per X = (), viene a con¬ 
tenere gli inviluppi delle due curve c e Z e i fasci che hanno per centro 
i punti comuni a c c h. Inoltre ei prova che alPiuviluppo limite appar¬ 
tiene anche il fascio che ha per centro un punto Q comune a c e Z e, in 
generale, con la molteplicità 3; e basterà verificarlo net caso del fascio 
di cubiche -h y) -4- X(/— = 0, dove si coneideriuo le tangenti 

parallele all’asse y. Con ciò, sommando le varie parti secondo le relative 
molteplicità, si ritrova la classe (2m- 4-w)(2n--4-in — 1) dell’iiiviliippo di /. 

Aggiungeremo che la c’Z=0 conee[>ita come limite nel fascioc‘Z-4-/J/=0, 
definisce sopra 9 una eiivva doppia con 2ìi(im-m) punti di diramazionex 
fra questi figurano, accanto alle iutersezìoui di c e Zi, anche i punti coinmii 
a c e Z, d’accordo con la inrcostanza che il relativo fascio fìgiU'a un numero 
dispari di volte (tre volte) nell’inviluppo limite. 
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« quando la snpeTflcie f viene ad acquistare mia curva 
doppia V ìnviliiiìyo di / dà luogo ad ima (ìegenerazionv 
essenziale parziale; il fattore determinato risulta costituito 
ilnW inviluppo proprio^ cioè dall’insieme dei i>iani propria¬ 
mente tangenti ad e diiìV inviluppo dei piani tangenti a C 
eontato due volte^ inoltre anche da un certo numero di stelle 
coi centri su C ». 

Ora coiivimie riconoscere che i centri delle sfelle Jlsse. 
figuranti neir inviluppo limite di sono punii abbassanti la 
classe della superficie in Online aUe formule di equivalenza, 
cioè punti cuspidali iu cui si ha contatto della superfìcie f 
con le sue polari, diguisachè la curva K — sezione di due 
polari — tocca /, e così la L — sezione di una polan» 
con f — tocca un’altra polare. 

Per dimostrare l’asserto occorre verificare che « avvici¬ 
nandosi couvenieutemeute con una / al limite si può sup¬ 
porre che uu qualunque ])uiito biplanare, di non sia 
limite di punti comuni ad / e a due sue polari e cp., ». 

Posto F in un punto a distanza Unita, facciamo variare 
la superficie f nel fascio 

fc(xyz) I —- 0 , 


e consideriamo come polari cpj e le polari dei punti all’in¬ 
finito degli assi x e y: al variare di X queste polari non 
variano restando sempre 


3/c 


92 = 


¥c 

2 ?/’ 


sicché i punti coiuuni a /, cp^, sono le intersezioni di / 
con C j>iì1 quelle di / con Zf. Ora i punti commii a f e C 
sono, per quahnniue Z, i punti comuni a (7 e al piano all’inlì- 
lìito, sicché se P è mi i)nnto biplanare i)er cui non passa 
la K esso non può essere limite di una intersezione di /, (p^, cp^,. 

Per collegare piu intimamente il problema dell’abbassa¬ 
mento <lella classe della superfìcie fc al in-oblema generale 
dell’equivalenza di una curva C, rispetto a tre snpertìcic qua¬ 
lunque /c, :pc? per essa (in modo semplice o 

multiplo), basterà osservare che anche quest’nllimo problema 
si può trattare come caso limite delle intersezioni di tre 
snperlìcie, /, !/, aventi a comune mi numero finito di punti. 
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Quando le tre superficie vengono a passare per 6^ alcune 
di quelle intersezioni cadono su (7, e, generalmente, in punti 
della curva che sono suscettibili di variare secondo la via del 
passaggio al limite: solamente nel caso che /f., 9 ^? l'oc¬ 

chino in un punto P di (7, questo punto figurerà come punto 
limite fisso delle intersezioni (/, 9 , 'ji), e in generale come 
limite di dite intersezioni, delle quali una si può supporre 
avvicinarsi a P sopra (7, ed una fuori di (7. Però nel (uiso 
che 9 e 4^ siano le due 2 >olari 9 ^ e 9 ^ di i\ P riesce limile di 
tre intersezioni, e così la stella che ha per centro nn pnido 
cuspidale P viene a figurare tre volte nel fattore determinato 
deìV inviluppo limite di f. (^). 

Da questo punto di vista si sarebbe tratti n definire 
come 3 l’abbassamento della classe relativo al punto (dimi¬ 
nuendo allora di due unità in confronto all’equivalenza quello 
che si considera relativo alla curva G), INTa crediamo 2 )iù 
conveniente mantenere la prima definizione che implica sostan¬ 
zialmente un’applicazione larga, del jjriiicipio di eonti- 
iinità: secondo la quale l’abbassamento della classe relativo 
a un i>nnto ciisx)ìdale vale 1 , 

38. Complementi ; punti cuspidali particolari, singolarità 
duali di punti multipli isolati. — Abbiamo ve<lnto che un 
punto (uispidale di second’ordine, ai)partenente alla curva 
nodale C di una superficie' /, abbassa in generale di un’unità 
la classe di un abbassamento ulteriore potrà aversi sol¬ 
tanto 2 )er 2 )unti cns 2 )idali 2 )articolari (die qui ci jmqiouiamo 
di analizzare. 

Diciamo ordinario un punto cuspidale d'^ ordine 2 di una 
curva multipla, quando la tangente singolare in esso, rima” 
nendo determinata, è diversa dalla tangente alla curva, doppia. 
Allora l’analisi fatta nel ^irecedente 2 >aragrafo, intersecando 
la curva TT, intersezione di dne jìolari 9 ^ e 93 con la /, jirova 
che: V aìdmssamento delia classe relativo a un punto cuspidale 
ordinario del secondi ordine vale esattamente 1. 

(U Perciò, riatfcacojindoci :illa preeetleute notsi di pag. (521 l>ast<‘rà 
ORservnre che a mi jmnto cuspidale P risponde un punto di eH comune 
a c e il quale è centro di mi fascio die tigura 8 volte mdPinviluppo 
limite di cH\ occorre soltanto notare die codesto punto non è limite di 
(in punto doppio o di mia ciis^iide della curv'a variabile h, proiezione del 
contorno apparente. 
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In vista (Ielle modificazioni inerenti a punti cuspidali 
straordinari, forniremo una nuova prova della proposizioiu^ 
precedente, considerando la curva L intersezione di / con 
.una polare 9 , fuori di (7, ed esaminando le intersezioni di 
(juesta con un’altra polare. 

Osserviamo duiupie che la detta L passa seinpliceraento 
per il punto caispidale P, (altrimenti tutte le sezioni diveiite- 
rehbero tacnodi) e passa pure per il punto doppio infinita' 
mente vicino, 7^^, appartenente alla tangeute singolare. Xon 
pui'» accadere die le 9 abbiano a connine un punto successivo 
a sopra il ramo lineare della i, altrimenti si troverebbe 
che il punto (che pile') concepirsi come punto xnoprio sopra 
una trasformata di/) è biplanare anziché conico; ma è facile 
ri( 5 onoscere (cfr. pagg. 598-611) che in tal caso la VF^ dovrebbe 
contare per due tangenti singolari, si(*ehè la tangente singo¬ 
lare in P riuscirebbe indeterminata, diventando mi tacnodo. 

Ora si avranno particolarizzazioni del punto cuspidale P 
quando: 

1) la tangente siugolare viene a coincidere colla tan¬ 
gente a P; 

2 ) la tangente singolare diventa indeterminata, e 
(iniiuli F diventa nii tacnodo; 

oppure 

3) (piando una terza falda di / venga a coincidere 
con le prime due, cioè P diventi un punto cuspidale del 
terz’ordine. 

1 ) Volendo investigare più da vicino il primo caso, 
supporremo che la curva C sia una conica. Questa ipotesi 
apiiarentemente particolare ha un valore generale. Infatti la 
(piestione che stiamo trattando ha un carattere difterenziale, 
per modo che è lecito sostituire alla curva data C una sua 
trasformata per mezzo di una trasformazione puntuale, bili¬ 
ni voiai e regolare nell’intorno di P; con che una C qual¬ 
siasi pii(') ridursi ad una conica. Del resto chi non voglia far 
uso di siffatte consichu'azioni, potrà agevolmente estendere il 
jiro(‘e(liui(Mito che qui adoperiamo pel (^aso di una conica, 
ini rodile,(nulo — in luogo (hdle trasforinazioui qiiadraticlu' — 
le trasformazioni monoidali. 

Ordinupie si abbia una siip(M*licie /, di mi certo ordirne 
possedente mia conica r-pla a falde distinte, P, e sia P mi 
punto cuspidale di (pu^sfa. Opereremo su / una trasforma- 
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zioiie (|iui(lruti<5a assumenclo la C come conica foiidaiiieiitale 
ed un 2 >iinto fomlaineiitale 0, fuori di (7, in un punto »eite- 
rico dello .S 2 )azio. La / si muta così in una snpiM licie f d’or¬ 
dine 2a — 2/', avente un 2 )iinto O' di molteplicità n —2r (ed 
alleile una conica K' di iiiolteidicità ìì — r). Alla (‘onicii r-pla G 
di f corrisponde su /' ima curva semj>lice (7' (da non con¬ 
fondere colla conica fondamentale del secondo spazio) cln^ è 
sezione di f col cono fondamentale 0' (fuori della coni<‘a 
fondamentale) e (piiiidi è ima curva (d’ordine 2(n — r)) secante 
le ^eneratriid del detto cono in r jiiniti. Al 2 )inito G corri¬ 
sponde una generatrice p del cono (T, tan<>'ente alla curva C\ 
ossia alla superficie in uii punto P\ 

Ora per la C\ F' sarà in generale ini j^inito semplice, 
esscMido il tangente al cono qiiadrico 0' diviu’so dal 

piano tangente ad /': in ipiesto caso P è un punto cuspidale 
ordinario di /. Infatti india tiasfonnazioiie, al piano per OP 
die <a>iitien(‘ la direzione singolare in P, e ([iiiiidi S(\gu f 
secondo un tacnodo, corrisponde il 2 )iauo per j/ tangente ad/', 
mentre il 2 >iaiio p(‘r tangente al cono quadrico 0' corri¬ 
sponde al piano per OP tangente alla C: così la direzione 
singolare per P è divt^rsa dalla tangente a G. 

Il 2)1111 to ciiS2:>idale P, dato so2)ra la G di si 2^ftrticola- 
rizza se la G' ha un 2)inito do2J2>*n in P' (o2)piire se la retta p' ha 
con (7', cioè con /', iin contatto tripinitt)). Allora il 2>i‘^no 
tangente ad f in P\ ove non sia indetermiuato, eoincide 
col 2>miio tangente al cono (piadrico (iiiindi — ritoruaiulo 
ad f — la direzione singolare in P va a coincidere con la 
tangente a (7: è chiaro che iu (jnesto caso la siiigohii ità di P 
l>er f ( 23 iiuto ciis2)idale del 2"^ ordine dopino) si 2)no far nascere 
da due ciiS2)idali ordinari che vengono a coincidere, 

giacche il 2>iano tangente al cono in P' contiene cine gene¬ 
ratrici tangenti a /'. 

Qui si 2>nò aggiungere che il 2>^^‘‘^s^aggio al limite 2><"*'cui 
due 2>*iidi cus2)idali ordinari vengono a confondersi in mi 
punto cas2)iclale doppio, P^ non abbassa niteriornieiitc* la classe 
della sii2>erlieie/; a tal uopo basta considerare i 2dani tan¬ 
genti condotti 2 >ei' niia retta o della stella 0 , a cui ris2)oiide 
nello s 2 )azio trasformato ima retta o per il punto 0'i nel 
passaggio al limite non vi e alcun piano tangente ad/' pvx o 
che venga a contenere P\ e quindi non vi è alcun 2>nino 
tangente ad / per o che venga a ( 30 !itenere P. 
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Ci)iirlinlj;niio infanto die « un plinti» ciispiilale del secoli- 
d\)iiliiie per cui la tangente singolare venga a coincidere 
con la tangente alla curva doppia^ è iiii punto cuspidale 
doppio, iiasceiite dall’avvicinamelito di due i>uiiti cuspidali 
ordinari, dn^ abbassa in generale di 2 la classe della siiper- 
tici(*: l’abbassaiiiento diventa 3 se un terzo punto cuspidale 
si avvieina al punto cnspiilale doppio, cioè nel caso dd punto 
ciisiiidale triplo, ecc. ». 

Aggiungasi die in rapporto a- ini punto cuspidale doppio 
di f deve aiieora sussistere la i>roprielà (dn^ ])er i piani eou- 
teneiiti la tangente singolare si abbassa il genere della eiirva 
seziiuie; e segue da ciò die nelV intorno di srconiV ordine dì P 
si ha una retta infinitesima doppia^ siccliè se si opera una 
trasforniaziiuie ipiadratica assiiuieiido P come punto foiida- 
inentalc, la singolarità si muta in un tamioilo. 

Un semplice esempio concreto di una linea nodale dotata 
di mi punto enspidale doppio, viene offerto dalla rigata cnhica 
di Caylev, di(^ è il caso limite della rigata cubica detiiiita da 
due direttrici rettilinee a, h e ila una conica C die si appoggia 
ad una di (jiieste (r/), ijiiamlo le due direttrice a v h sono 
iiitiiiitaineiite vicine (‘)- 

Per ima rigata cubica generaU*, /, accade* che per ciascun 
punto della retta doppia a escono dne generatried, le (piali 
coincidono per i dne punti <*uspidali deteriniiiati dai due 
piani p(M* h tangenti a €• (jiiaiido h diventa iiitìuitaniente 
vicina ad a, i detti ]»iaui coinòidoin» dando orìgine a iiii punto 
cuspidale doppio nel punto (H»iiiiiiie a C c a. ((^>nesta (l(‘du- 
zione ò d’accordo con la cim^stauza die l’iiivoliiziom^ delle 
copi»ic di generatrici di f iiseenti dai punti di a degenera, 
figurando nella serie delle generatrici la stessa direttrice a). 

Il modello della rigata di Oaylev (confrontato a (piello 
della rigata cubica generale, pone in evidenza la ditfereiiza 
fra i punti cuspidali semplici e il punto cuspidale doppio 
seewido la visione rrale: ptn* la rigata generale i punti cuspi¬ 
dali sono estremi di un segineuto (finito o infinito) che costi¬ 
tuisce una etfidtiva lìnea nodale delha siipertìcie, mentri' il 
segiiieiito complementare appartiene alla superficie come una 
liiu'a (li punti isolati; iiivi'ce p('r la rigata di (bVYmov tutta 
la retta a costitnisice una lìnea nodale. 

(b Cfr. OS. Knki(^)(’i:s « O. ». li, 58. 
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2) JI caso ili cui il {Minio ciis{)i(ìa.Ic di si^coud’ordine 
si {>ai’ticolaTÌzza diventando indeteriiiiiiata la laii<»’(Mil(^ siiigo- 
lan?, dà luogo al taciiodOj il (inale (‘ostitnisce altresì una {>ar- 
ticolarizzazioiie del {^Milito (Mi'^pidale doppio; la Irasforinata/' 
{>rc.seiila in (piesto caso un j^iiiito doppio in P' die c natu¬ 
rai unni te do{){)io {na* la (J\ 

L’abbassamento della classe di / dovuto a un tacnodo 
ai)i>arteueute alla curva nodale si può valutare dindta- 
ineute come segue. Avuto riguardo all’abbassaininito dcdla 
(dasse d(dle sezioni {)iane, P risulta doi){^io {km* le curve 
iiit(‘rsezioui di f con ima {)ohire ^ fuori di €• inoltri^ le L toc¬ 
cano le due direzioni singolari del tacnodo (cfr. § 3(1) j)assano 
|ìer i successivi {)initi do{){)i di _/’relativi a (piesti^; (dò si \(^de 
subito {)er una L il (‘ni |>oIo a{){>artenga al {)iauo dei ln‘ 
l>uuti do{)i)i successivi, e — s(‘gaudo (]uesla 7; con una "f geiu‘- 
rica (la (piale contiene tutti i ])Uiiti doppi iiitinitaunaite vicini 
di f) si trovano {)er una (pialuiuiiK^ L le intersezioni {"^L) 
ili (In itameli te vicine a P. Ciò {nM-nudlc di (*ou(dud(^re cli(‘ il 
DUinero di ({iieste intersezioni, assorbite in /\ vale 

2 + 2 ^-2 = (;, 

e — detraendo le din* intersc^zioni (die (‘adouo {iroprio iu P — 
avremo: V ((hhasmmvnto della classe di f reìativo a na tacnodo 
uppartenente alla carra doppia è in generale 4. 

Olle in realtà il detto tacnodo P abbassi la (dasse di f 
di 4 e non di più unità (salvo {larticolari/zazioni), risalta 
da di') che nella genesi del tacnodo (piesto si v(‘d(^ nascere 
dall’avvicinamento alla curva doi){)ia di un {uinto (*()iii(U) 
isolato, tenuto conto che ({uesto avvicinamento {)orta clic ivi 
coiifiiiisi^ano di conseguenza due {niiiti cuspidali ordinari, ma 
non ili generale {muti di contatto di piani tangenti ad/con¬ 
dotti {)(U‘ una retta generica: tuttociò viein^ messo in luce 
dalla nostra trasforiiiazioiu‘ (piadratica, analoganuuitc a (piel 
che si è veduto per il (‘aso di un {imito cns{)idale do{)[)io. 

lliassumeiido : se una sn{)crfKd(\7y dotata di curva (l(>{){ìia 6', 
viene ad ac({iiistare su (pi(\sta im tacnodo, la sua' classe di mi- 
nnisce di due unità, {lerdmulosi inoltre due {imiti ciis{)idali. 

3) Tassiamo ed esainiDare il punto (Uispidale del ((u-zo 
ordine P, a{ipartenente a mia conica o curva tri{)Ia, ( 7 , di /; 
il quale coiTÌS{)oiHle — nella nostra trasforniazìoiu' (punirà- 
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tiea — ad ima retta per 0' avente con /' nu contatto tii- 
pillilo in F\ 

Questa genesi mostra che il punto P risulta dall’avvici¬ 
namento di due punti cuspidali ordinari del second’ordini* 
di (\ dove si saldano copx>ie di falde distinte (l, 2 e 2 , 
dal che emerge che r ahlmssamento della classe di f dovuto a 
un lììiìito enspidaìe del teordine vale in generale 2 . 

(Questa deduzione è in rapjiorto col comportamento delh* L 
nel punto P, che qui rapidamente acceniamo; il lettore Aeri(i- 
cherà le nostre atfermazioni tenendo sempre presente la. tra- 
sforniazione, e coiisiilerando in i)articolare la L relativa al 
polo 0 (jiniito geiìerico rispetto ad /) la quale si muta nella 
curva L intersezione di f con la polare di 0\ 

Ordnii(|ue avremo che: 

le L posseggono in P nn punto dopi)io, e precisamente 
una cuspide; 

la tangente cuspidale è la tangente singolare che con^ 
giunge P al punto doi)pio P^, iiifìnitamente vicino a 7^ fuori 
di (7; il punto satellite di P^ che aj)partiene ad P, varia 
col polo 0 , giacendo nel piano OZ^P^, ma ajjpartiene a tutte 
le i)olari 9 , poiché queste hanno in P nn i)unto cuspidale 
d<d second’ordine con lo stesso ^ìaiìo tangente di /. Cosi 
apjmnto si trova che le intersezioni di mia ^ con P, vicine 
a ]\ sono 2 {1\ e 

Aggiungasi che il punto doppio P^, infinitamente vicina 
a P^ è tin pìfìito Ripianare ordinario^ essendovi una sola curva 
cuspidale fra lo sezioni piane di f per PP^; ciò risulta dalla 
genesi del punto cuspidale con la trasformazione (piadratica: 
ivi si ha 1111 fascio di ijiiadriche tangenti che segano sulla 
superfìcie curve dotate di un punto doiqiio con una tangent<^ 
principale fìssa, a contatto tripuuto, fra le (piali una risulta 
dotata di cuspide (/). 


(') Il ragioTiaiiiento si estende al caso del punto cuspidale d’or¬ 
dine è > 3 sopni una curva i-pla (o di moltiplicità maggiore di /)• Si vede 
così che; viciao a an punto cufipidale d'ordine i, e fuori della curva 

' i~ 


multipla, vi è in (jencraìe un punto doppio di specie 




e di tipo 


pari o dispari secondo la ìinrità di q precisamente si hanno vicini al 
punto dato punti doppi (I’uUìtìio dei «piali è Inpianare quando i è 
dispari) che sono i punti successivi di un ramo piano. 
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Osserviamo iiilìiio che il inulto enspuìaJi' del terz^ ordine 
ordinario vieii(‘ earafcterizzato dalla eireoshiiiza elio la dire¬ 
zione singolare non coincide con la tangente a C: la eoiiiei- 
deiiza a cui può dar liioyo un particolare punto P, corri¬ 
sponde all’ipotesi cli<‘ un altro punto cuspidale (in «•eiuuaile 
del second’ordine) si sia avvicinato a I\ 

Il coinportaiiiento delle polari in mi punto singolare. 0, 
della snperticie /, permette di riconoscere la singolarità dna te 
di O. Conviene osservare che in questo prohleina non sì tratta 
di una semplice applicazioiie del principio dì dualità, ma in 
primo luogo dì trovare i caratteri taiigeiiziaìì (relativi all’in- 
vìlnj )[)0 F) della singolarità piintiiale 0. 

Ci limiteremo ai più semplici punti uiultiidì isolati. 

Sia dapprima 0 un punto doppio (*oiiìco, che sappiamo 
abbassare di 2 la (‘lasse di /. Cerchiamo anzitutto di ciuanto 
diminuisce il numero dei piani taug(uitì ad /, fuori dì 0 , per 
una retta o quando (piesta viene a passare per 0. A tal notx) 
occorre intersecare la curva comune ad/e alla polare 9 ^ 
dì un punto generico di 0 , con la polare 9 ^^ del iJiinto 
detraendo poi 2 in rapporto all’a))bassamento della class(‘ 
di / dovuto ad 0. Ora la x^'tssa doppiainente per O e to(*ca 
con ambedue i suoi rami il cono osculatore in O, mentre la 9 ^^ 
passa dopx)ìamente per 0 e tocca il medesimo cono; si deduce 

(i^q=„) = ‘2.2 + 2 = 0; 

pei- conseguenza « vi sono 4 piani tangenti ad/che vengono 
a toccane / in 0 quando o si fa(‘cia passare per 0 ». (Questi 
piani evidentemente sono rappresentati dai due x>iaiii tangenti 
al cono oscillatoli^ in 0, eiaseniio contato due volte. Tradii- 
cendo xmr dualità sì ha: 

La singolarità duale di un punto doppio conico è costi- 
tnita da un piano tangente lungo ana conica (Salmon). 

liO stesso ragionamelit(3 vale anche a dimostrare in gem‘- 
rale che: 

Ad. nn punto 0 r-plo per la superficie /, con cono oscnla- 
tore priro di generatrici mnltipte, corrisponde per dualità un 
piano (») tangente lungo una curva di classe r, priva di tan¬ 
genti doppie, cioè d’ordine r(r — 1 ). 

Ora si ha mia modìtìcazione (essenziale d(d resultato pne- 
cedeiite n<d caso in cui il cono osculatore nel punto r-xilo 0 
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acquisii ima uvii<'nitri<re doppia f/, i piani ixm* « sciando/ 
secondo curvi» con un ramo mispidale. Infatti <juesta cina)- 
stanza porta un uiiono ahbassjiinento della classe didovuto 
allo staccarsi dtdla stella 0 dal suo inviluppo, e (| ni lidi pro¬ 
duci» lo staccaiiieuto d<»l piano o) dalla snperlicie duale. 

roiivl(»in» <»sainiiiar<» dapprima il caso avvertemlo 

la circostanza jairlicolare die <|ni si presinita, cioè lo spezza¬ 
mento del cono in [dalli osculatori; daremo poi un cmiuo 
del caso «eiierah» r ^ 2. 

Vediamo dniupie (anm* si niodilìidii la sineoUirilà duale 
di un punto dopjiio ([Uainlo ([iiesto iliveiita Idjilanari*. In 
<|nesto caso l’abbassamento didia classe dovuto ad 0 vale 3; 
la curva se/ioiu^ di f con ima polare generica, [lassa dop¬ 
piamente 0 con ini ramo (‘uspidab* su cui si trova nit 
punto fìsso Gl c il suo satellite d’altra parte la polare 
di Oj doppiamente per O, seinpliceineiite ^ per 

tutti i x>uuti satelliti ili (jiiesto nei vari- piani per 00,; si 
dedii(*e che fra i piani tangenti ad / <die passano per ima 
retta o ve ii’è 

~ . 2 p 1 + 1 -- = :>>, 

i (Mii inulti di contatto vmi,i»‘oin> a (^ad(»r<» in O. Così: 

Ad idi limito hiplanore ordinario corrispondr per daaiità 
mi piano f*) che Jui mi contatto tripmito ìunijo ìfna retta e dnc 
contatti particolari in due punti di questa: tali punti sono 
tripli per ia sezione della superficie col piano, fuori della linea 
di contatto, e tripli pure per la superficie-, il cono osmilatoro 
in essi si riduce al piano o (Militato tre volti». 

Ciò che nell’enunciato si a.ii;i>'iunge al resultato conse¬ 
guito innanzi si prova con ragionamento analogo valutando 
(inaliti sono i piani tangenti ad f passanti p »r una retta o 
die giaccia in uno dei dm» piani osculatori in 0; se la c non 
passa per 0 il numero iu (piestìoiie, ottenuto [iremleinlo dm» 
poli A e li su (|iu*sta l’etta, vale 

che è la molteplicità dei punti di contatto di ro per la siipcr- 
liliale, di /; iiivein» se o [lassa per O, lunlesto numero 
ili venta 
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che è la iiioll(‘plicila dei iioniiiuiM i)iiiiti di (‘Oiihitto ihm* la 
sezioiK' della snpcM'ficie con co. 

Ora il resultato precedente subisce una modificazione 
quando il punto biidaiiare O diventi di spiane 1 e di tix>o 
pari (caso <>*eiierale della riunioue di due i)iinti dopi)i indni- 
tauieiite vicini 0 e 0^). In (piesto caso sapi)ianio die f abbas¬ 
samento della classe dovuto ad 0 vale 4, e — per una 
relativa a un polo ^eiKU’ico la (piah^ passa pin* 0^ e - - sì 
trova 

teiinto conto che la passa iiariineiite per ()' O/. 

Inoltre se A e B sono immiti aiiparteneiiti ad mi piano 
osinilatore in un esame pio delicato, che ci dispensiaino 
dallo svolgere, mostra che le polari dei punti, yl, B passano 
per uno st(^sso punto di f successivo ad 0^ e (]uindi 

= \ + 1 -I- 1)4- 1 —4.^3, 

(7v^cp,p -4 = ‘4-3 p‘i+1 

Da ciò si trae cln^ il i>iano (.> lia <‘on la superlicie duale di / 
un contatto (|nadripiiiito luni>o una iMdta, alla (piale appar¬ 
tengono due punti dì contatto particolari tripli i)er la snp<‘r- 
tìcie e doppi per la (Mirva semiilii^e segata dal piano m (fuori 
della retta di contatto). Ma un esame approfondito mostra 
che la retta di (nintatlo (piadripunto di (o si riduce in realtà 
a dii(‘ rette doppie^ iiiliiiitameiite vicine: il modo iiiii seni- 
i)lice di vederlo consiste nel riguardare la singolarità 0 di f 
come liiiiit(‘ di due limiti doppi D. t/, divmiiiti iiitiiiitammite 
vieiui. 

Pertanto eoiicludiaiiio idiiM la Hinifolarità (Ììiafe di lut 
flutto hiflaìlare coììifosto di due punti doppi iììfiuituiiiiìite 
ricini (tipo puri) r rostituita da un piana u) rontenente due 
rette doppie infinitamente vicine e due pìinti tripli della super¬ 
ficie che sono doppi per la sezione di o fuori della retta doppia 
di contatto (a eiii (^ssi ajiparteiigoiio). 

(jjtuesto resultato si lascia nndtere in relazione con (picllo 
che « la singolarità duale di mi punto biplaiiare di mia linea 
doppia è mi piano tangente in due punti semplici ». 

A tal uopo conviene ricuirdare che quando mia super- 
1ì<d(‘ f a(^(|iiista una (*iirva. doppia la parti» del(»niiinata 
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(l<‘l suo inviluppo ui prescindere da un certo minierò di stelle) 
contiene, accanto alP inviluppo proprio, anche T inviluppo dei 
piani tangenti a C contato due volte. Quindi, trasformando 
jier «lualità, dalla superficie F ri^ciproca di / si stacca due 
volte lina rigata sviluppabile li^ che è evideiiteineute costi¬ 
tuita da bitangenti ad F. Appare così che ad un punto bipla- 
nare di/appartenente a C (e avente quindi un punto dop]>io 
inftiiitameiite vicino) risponde per dualità un piano che 
tocca secondo due rette di li iiitinitaineiite vicine, 

(la contarsi due volte, e che contiene due iniiiti trii>li di 
cioè i punti di contatto con F, 

Passiamo a indicane rapidamente come si presenti la 
siiigolaritii duale di un punto imiplanare 0, per il ([naie sap¬ 
piamo che r abbassamento della classe vale (>, le polari 9 pas¬ 
sando per il punto 0, e per ì tre punti doppi infinitamente 
\ i(àiii, 0^, r/, Oy. 

Perei(> occorre considerare anzitutto una retta generica 0 
passante pc^r 0, determinando (pianti siano i piani tangenti 
ad / per 0 i cui limiti di contatto vengono a cadere in 0: 
(]nesto numero è dato da 

infatti la (sezione con la polare di 1111 punto generico) 
passa per 0/, OJ^ 0 ./^ e la 9^ (polare del punto 0 ) 
passa per 0% 0^’, 0^^, 0 .r. 

Il proeediineuto usato mette in evidenza che i piani per o 
tangenti /, i cui punti di contatto vengono a cadere in O 
(jiRiiido o passa p(M‘ 0, sono (piedi tangenti ai tre rami di 
ci(>('" appartenenti ai tre fasci 00^, OOo, 00 .^; si deduce: 

La Hiììfiolarità dnaìe di un j)Hìiìo ìiìiìplauave è costituita 
dii lui [liauo (»> (die tocca una superficie lungo tre rette passanti 
per un punto 0 '; aggiungasi (die (jiieste rette sono ìiitau- 
genti alla (terra residua inti^rseoiouc di o (così coiiu^ le rett(^ 
00 ^^ ()(),, 00 .^ ri(*S(*(>no generatrici doppie per il cono circo¬ 
scrii to ad / per O), inoltre il punto 0 ' è doppio per la super¬ 
ficie e costituisce precisamente un oscnodo per \o sezioni 
fatte con {liani generici pin* esso (d’acHiordo con la proprietà 
che 0' è s(‘stnplo per la sezione del piano o»). 

Liì vinìlica (die ()' è doppio per la snpeidicie duale di f 
si ha considerando le polari di due punti A e B presi nel 
piano tanu'(Mit(‘ in (): 9^ passa per 0 ^ 0 non per O,, 0.., 
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<|oin<li possa pev o se^>an(lo con cp^ ris)iUa 

jS’oii diremo altro intorno alle sing'olarità duali dei p>inti 
doxnd isolati delle siipertieie, lasciando al lettore di stinliare 
le paTticolaTÌzza/ioni )ilteriori ed in ispecie quelle dei p)uiti 
iiniplaiiaTfi che x)emiettoiio il confronto col caso di lui punto 
nniplanuTe api^arteiieiite a )U)a cuTva cuspidale. Passeremo 
invece ad esaniinaTe, nel caso i)iii semplice, la paTticolariz- 
zaziol)(^ che si ottiene nella sinuolairità d)iale di )in punto 
r-pìo ìHolato 0, con r > 2, (piando il oono osculatore acipiista 
ìiua generatrice doppia, d, le sezioni piane di / pcT venendo 
a (^onteneTC mi Tanio cnspidale del second’ordine. 

In primo Inogo si vede che la singolarità ditale di 0 è 
costituita da un piano f*) tangente sempliceìnente lungo una 
curva di classe r e d^ ordine r{r — 1) — 2 ed avente un con¬ 
tatto tripunto lungo la hitangente di questa. Si ha in clòriin- 
niediata estensione di quanto accade nel caso del punto doppio 
biplanaTre. Senza ripetere il procedimento basato sulla eonsi- 
demzione delle jiolaTfi che poroe la dimostrazione dell’eiinn- 
ciato, ci limiteremo ad osservale come avviinie il passaggio 
dal caso del ponto r-plo generale al caso in cui il (*ono oscu¬ 
latore acquisti una generatrice doppia: quando la linea di 
contatto del piano o>, che è (li classe r, AÒeiie a possedere 
lina tangente doppia, (jnesta si stacca due volte dalla linea 
luogo; oiipnuto due volte iìgnra nella linea di (Contatto del 
piano (0 mia retta Inngo cni o abbia un contatto tripmito 
con la superficie. K si noti che — contando secondo le 
rispettive molteplicità le parti della linea di (intatto del 
j)iano 0 ) — l’ordine di codi^sta liiuui appare diminuito di 
ini’niiitii, i)i forza della particolariz/azione del pnuto r-plo, 0; 
ciò è d’accordo (mn la circostanza che tale particohirizza- 
zione porta da r(r —1)' a r(r— I )' Hi l’abbassamento (hdia 
classe di f dovuto al punto r-plo 0. 

Ma il caso di ini punto r-plo, 0, ove il (amo oscnlatorc 
ac(piistn una geii(u*atri(^e doppia (/, pn'senta per una 

differenza essenziale in (‘oufronto al (Uiso del punto bipla- 
iiare (r==2); la (piale dipende dalla eiirostauza (die i piani 
osculatori al (mno lungo la d, non si staccano piò da 
(picsto cono, segando f già secondo oiia curva dotala di 
punto r-plo che couthme nn ramo del ter/’ordine. In con- 
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so^neiizji dì <*iò i due imnti di eoutatio puri i coi ari del 
piano 0), die — iiollji friisfonnazioiK^ per duali tu — rispon¬ 
dono a.uli aiizidefH piani osculatori, risultano sonplivi anoichò 
trijdi per la .superficie^ o — per la sezione del piano w — 
sono seltank) qniitfnpli, non apparfeiMMido alla parie resìdua 
di <iiiesia iiiiersezioiie fuori della cni va di coni atto. Laseìaiuo 
al leiiore di i>iiisiiticare <|nesle eoncliisìoni valiiiaiido, come 
innanzi, le iutersezieiiì assorbiie in O di mia L relativa ad 
mi ])ol(> posio in ini piano os<Milaiore per «?, con ima 9^^, rela- 
fìva a un alilo polo aiiparieiimite allo stesso piano, e quindi 
di /v j con la 

ol). Nota sulle falde di una superfìcie iielT intorno d'un 
punto singolare. — Qui vogliamo esaiuinare più precisamente 
la definizioue delle falde di ima superficie nell’intorno di un 
plinto singolare; questo esame eondiirrà ad osservazioni nuove 
per riguardo alle qin^siioni analoi>lie concerneuti > rami nella 
iiMu-ìa delle curve. Si vedrà quindi come si pongono i pro¬ 
blemi coiiceriieiiii la rappreseniazuuie analitica delle falde; 
ai (piali abbiamo creduto opportuno de<li<‘are un rapido cenin», 
se pin‘(‘ — nello stato attuale della scienza — non accada 
di dar loro una risposta aib^^iiata. 

1 ) La distinzione din rami di una curva algebrica 
f[xp) — i) nell’intorno di un ])iuito sìiioolare, corrisponde alla 
riducibilità della finizione al<»(du'ica i/(:r) nell’intorno del punto: 
cìasciiii ramo corrispondi* a una finizione irriducibile lii quel- 
l’intorno che — jicr assi oeuerìci — risulta ad un valore nel 
easn dei rami lineari. 

2 ) La Stessa distinzione in rami si ottiene ui<*dìante 
curve ai)prossi manti, parabole o i[>erparabole, a velili <*011 f 
un’osculazione d’ordine abbastanza elevato (sup<‘rior(‘' alia 
spe(*ie della sì involal i ta): l’<‘sistenza di ciirv(* approssinmiH i 
diverse perimUte si s(*paraie rami diversi che v(*rraiino ulte- 
l iornuoHx* approssimati da parabole o iperparahoh* (rscnìalriei 
d’ordiin» snpm*ioi-(*. 

Ora passando ad una siiperficìt* i\xifz) = i) — eonsi- 
di'rata mdl’intorno di im suo ]uinfo sìh^’oIjìim* O, pofr<*nio 
(hdìnire h* falde di (*ssa estendendo la d(*tinizione 1) o la 2) 
data per ì rami di una curva. Oi atterremo alla definizione 1) 
e iiiosfrei*(Miio poi che l’esteiisiom* (h*]la proiu’iefa 2) ha un 
si^nifì(»alo <*ss<mzialniente dinVr(*nr(*. 
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Di iremo (liiiKiiie hi segneiife: 

Befiìiizione: la s(i[ier(ìeie / nell’intorno <li un i)iint() 
r-plo, 0, è costitaita da mia sola /Vi(d’ordine r) se r 
valori della funzione algebrica p{xìj) vicini ad 0, eostitniscono 
una medesima aìialitica ivridncihUe nvU^ intovno del 
prolmigandosi per contiunita l’imo nell’altro. (Si parla 
di r valori di :: supponendosi sempre gli Jissi orientati in 
modo generi(a)). Quando la funzione non sia irriducibile 

nell’intorno del limito, la snperinde / si d(‘comp()rr5\ in im 
certo numero di falde aventi certi ordini 'a,...., dove 

f = Hv. 

Giova chiarire la delinizione precedente, richiaimindo gli 
elementi della teoria delie funzioni di due variabili a cui 
implieitanieiire si fa appello. 

Pongasi che il punto singolare 0 cada nell’origine ((* 00 ), 
e (piindi si descrivano due piccoli (cerchi (‘ Cy di cimtro 0 
nei due piani rappresentativi delle variabili complesse xe y: 
hi totalità delle coppie di valori x e //, interni ai due eerelii, 
e eorris[)ondentemente la totalità dei punti (xy) del piano — 
detiiiisce mi intorno del punto f>(:r = 0, // = 0) entro il d(dto 
piano. La funzione algebrica:!, ^(xy)^ detiiiita dall’e<jnazione 
f\xyz) = 0 auiniettn r valori prossimi a zero [ler ogni' 

plinto (xy) dell’intorno anzidetto; la irridmubilità di eodesta 
funzione 5 signitìea che si passa da a (jiiando il punto (xy) 
descriver un opportuno cammino chiuso conteniito in mi 
intorno sntbcieuteuiente pii^colo di 0 ; (piesto cammino (diiiiso 
corrisponde a due liiu^e chiuse bìnnivo(*aineiit(‘ riterite fra 
loro sui piani delle due variabili x e //, ossia ad una linea 
chiusa appartenente allo spazio a quattro dinieusioni detìnito 
dalle parti reali e immaginarie delle x e //. 

La delinizione data si applica nmni‘dlatament(‘, conn* già 
accennammo, al caso dei punti doppi eoiiii'i e dei punti hi pla¬ 
nari delle curve nodali. 

In un punto doppio eonico 0 = (Odi)) la snp(U‘tiei(* f è 
costituita (la una sola falda. Fnfatti siano e i valori di J 
relativi a due punti della snperlicii^ prossimi ad 0 aventi la 
st(\ssa proiivàone (:ry), e si mandi per i due punti mi piano 
generico che risulti vicino al punto singolare: la (uirva scvJone 
avrà (lue taiig(mti parallele all’asse 5, il <miì punto di contatto 
è vicino (pianto si vuole ad 0: perciò entro il detto piano si 
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possono scambiiiro e facendo i)ercorrere alla \ ai ìahih» x 
(o alla t/) un (‘animino chiuso avvolgente mio dei due punti 
di diramazione, tracci<‘ delle nominate lan^eiiti, il ({naie cnni- 
luino resta compreso nell’intorno di 0. 

Invece l’intorno di iin punto biplanare di una curva 
nodale C si scinde in due falde lineari (cioè dèi prini’ordine). 
Ci<> si verilica anzitutto, nel caso in cui C sia una conica, 
operando una trasformazione quadratica per cui O sia curva 
fondaiu(nital(‘: l’intorno di un punto 0 di C (che non sia 
cuspidale) dà origine a due segmenti di linee semplici, e 
per la snperliiMe trasformata e senza punti ( 3 onniui sopra di 
essa: le due strisele che costituiscono gii intorni di e < 7 ^ 
corrispondono alle due falde della siiperdcie data relative ad O. 
Questa dimostrazione, a cui già accennammo, vale u stabilire 
la distiuzioiu'i di due falde anche per i punti biplanari di una 
curva nodale G die non sia ima conica: basta a tal uopo 
fare uso di una trasformazione puntuale regolare all’iutorno 
di O che muti C in una conica, oppure considerare in luogo 
di una trasformazione quadratica la trasformazione mouoidale 
(cfr. : 34 ). 

Ora possiamo dare una veritica diretta del teorema che 
« l’intorno di un punto biplanare sopra una curva nodale si 
scinde iu due falde ». Sia j\xy::) — Q la superficie passante 
doppiamente per la curva ( 7 ; la funzione algebrica = ^(:r?/), 
considerata nell’intorno di un punto 0 = ( 000 ) di ( 7 , ha due 
valori e vicini ad o, due valori soltanto nell’ipotesi 
— (pii adottanda — (die Passe o non appartenga al cono 
osculatore della sniierfune in 0. 

Per rappresentare l’intorno dì 0 sopra/occorre costruire 
uu’eqimzioue dì secondo grado cui soddisfano 5 . e 

"ly.{xìj)c ^{xy). 

I <‘oetìici(mti a e p risultano ((uì fuiizioui analitiidic regolari 
(li X e y-y infatti a = soddisfa a un’equazione algebri(*a 

risolvente della — la (piale pm') supporsi possedere una 
ra(lic(‘ semplice a = 0 per = = e similmente sì dica 
p(‘r = 

Gu* jiosto si oss(»rvi che il (lis(a-imiiianto d ll’auzìdetta 
(Hpiazioiu» di se(*ondo grado 


cc\xy) — ^(xy), 
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viene poìto dal resultante <lelle eQuazioiii 

/,=) = (, 1 = 0, 

a preseindeie da un fattore che non si annulla nel i)nnto (00): 
R ~ ^ 2 *)'112(^2 

(con i ;> 2, li 2, lì > 2), 

. . Il 


or — p ^ 


11, IIJI3’ 


[I ji jr^ === 0(^7/) 

è una funzione analitica regolare che non si annulla per 

X = y = 0. 

D('sionaino con C(xy)^i) Pecpiazione della proiezione 
ortogonale della curva, C sul piano .a-= 0 ^ e con Ij{xy} — () 
l’analoga proiezioiuj della (Mirva segata su f dalla polare del 
punto alPintìuito d(drass<' 0, fuori di C; avremo 


e quindi 


R\xy) = C'{xìj) ■ L(xy), 


<love i(00) =f= 0 e però anche tinche 0 è iiu punto 

hiplanarc^ di C: e qiu^sta relazione si converte in una ngiia- 
giianza, disponendo del fattore numerico incluso in C(xìj). 

Si deduce che 


= cc{xìj) 




sono due funzioni analiticlie distinte o regolari nell’intorno 
di Oj essendo '\J^ regolare nell’ipotesi fatta: i(00)=4=(). 

Lo stesso ragionamento mostra perchè le due falde di / 
vengano a confondersi — in generale saldandosi — in mi 
l>imto cuspidale di C; il die dei resto appare evidenti^ poiché 
qui non si distinguono i>iù i <lne rami <li una sezione piana 
l>er 0. 
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A tale eii’costaiìza si riattncca Posservazione die « hi 
possiliiiità (li distinguere due faide di / in un punto 0 di 
ìioìt implica che Viutorìw di C — considerato nella sua tota¬ 
lità — sia rUliicihile », la riducibilità di (Modesto intorno costi¬ 
tuisce una particolarità delia in questo caso non si avranno 
su C punti cuspidali, ina questi verranno surrogati da tacnodi 
ove la curva incrocia se stessa o un’altra curva doppia. 

Ora possiamo invertire il n^siiUato ottenuto (Uiiniciaiido 
il teorema: 

se r intorno di un imnto dopino O, sopra una super¬ 
ficie f, è riducibile in due falde, il punto 0 appartiene ad una 
curra doppia di f. 

Infatti lo (Ine falde costituis(*ono due superficie anali¬ 
tiche e f.^ che avendo a comiuie il punto 0 hanno a (*oiniine 
una linea passante per esso. D’altronde anch<‘ la precedente 
deduzione analitica pin> essere invertita, trovandosi (*osì jier 0 
una curva contata du(‘ volte come inbnsivjoiie di / e della 
df 

sua polare dal c\w segue che cod(\sta curva (^ doppia 


per f\ 

Come corollario del teorema i>recedente si ha. die tutti 
i punti doiipi isolati, in partiiolare i punti biplanari, uiiipla- 
nari ecc., danno luogo sempre ad una falda irridiiciiiile. K la 
dimostrazione diridta di ci(à si ottiene come per il punto 
conico, osservando che una sezione piana parallela all’asse r 
vicina ad un tal punto, 0, contiene due tangenti paralleh^ 
all’asse i cui punti di contatto sono vicini ad O. 

]\[n ({Ili si presenta la (drcostauza nuova cui innanzi 
accennammo: il fatto che il (‘.oiio osculatore alla snpcriìcie/’ 
in un plinto biplanare 0 si scinda in due piani a e ^ 3 , jicr- 
mette di distinguere le curve osinilatriid ai due rami d(dhi 
sezione generica per 0, distribuendo qmdle (Uirve in dn(‘ 
siiperlicde approssimanti, onde a prima vista si direbbe die 
in r(dazion(‘ a. (pieste si possano distinguere due faide di f 
nell’intorno di 0 . Giova i>ei'tanto esaminare piti da vicimda 
distinzione cui si e condotti in tal guisa. 

In primo luogo si costruisca in un piano generico per O 
la i)arabohi osculatrice di un (au’to ordine relativ.a al 

ramo della sezione di f che tocca a; fa(*en(lo ruotare il piano 
intorno ad una retta per 0 si dà origine ad un paraboloide 
il quale tuttavia non riesce pih approssimante ad f (nell’or- 
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<liiie stabilito) so(^oii(lo la <lirezione ooiiiuiK* ai diK^ piani a o ^ 3 ; 
ìiifaiii il piano <lel nostro fascio coiitcìiciitc (piclla (lirc/Zioiie 
sega. / secondo ima cuspide, mentre la sezioni* di esso col 
paralioloide sì riduce alla retta tangenh*. Sì può dire insomiua 
che la delìnizione eia* così verrebbe a darsi di due falde* di / 
jieirintorno di 0, portere))be a escludere una parie deiriii- 
tonio stesso. 

Per eliminare l’iiicoiiveniente sopra accennato, si (*(*rclierii 
di approssimare l’intorno di O su / mediante due* siip(‘riìcie 
distìnte die tocchino rispettivamente ì ])iaiii a e |j, avendo 
in 0 una inollepliciln inaggion* di uno: in (inesto modo rin- 
scircino a distingnen* din* i)ar:!ki 1 i nell’intorno del 

punto 0, ma ipieste avranno a coiuniu* l’intorno di un punto 
successivo ad O e cpiindi non corrisponderanno a mia riduci¬ 
bilità della fniizioiK* r(.r?/) in dm* funzioni distinte nell’intorno 
di O, Per ottenere le snperfiidc* approssimanti aiizidette, giova 
trasformare la superfìcie / mediante ima trasformazione (pia- 
dratica, 7 ’, di centro O; otterremo una/' a cui appartengono 
due rette a e ?/ che — (piando 0 sia un punto biplaiiare 
ordinario per /‘— si segano in un punto semplice 0 \ Orasi 
costruirà mia superfìcie clic approssimi /' in tutti i punti 
di rt', e secondo un certo ordini^ r di approssimazione; ana¬ 
logamente si costruirà ima 9/ che approssimi la /' lungo la h\ 
È (*liiaro che le siipertìcie 9j e 9^ trasformate di 9/ e 9.^' x)er 
la porgeranno nel loro insieme ima superfìcie (die apxiros- 

siina / nell’intorno di 0, e daranno luogo alh* due falde par¬ 
ziali di cui sopra si ò discorso. 

Emerge da cit) : 

La possfbììftà di ap2>ì’ossifmare V hìtoruo di un punto sopra 
una supvrjìviv con due superficie distinte, e sia pure in un 
ordine di approssimazione alto (juanto si ruote, non impìica la 
ridueihiìità di queir intorno in due faide propriaineiih* dette, 
ma soltanto una seini-rìdncibìlità in (piede die abbiamo (diin- 
mviio falde parziali; si ha (pii ima cir(*ostanza (*ss(*nzialmeiite 
nuova della teorìa d(*lle siiperlicii* in confronto alla teoria 
delle curve. 

La irredncibilità dell’intorno di 1111 punto biplanun* iso¬ 
lato sopra una superficie / si estende a tutte le altre specie 
di punti doppi isolati; non solo al punto luiiplauare dove 
non sì distìnguono più due rami imr le sezioni piane, ma 
anche al tacnodo. 
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Si può (lire (li più: 

Se r intorno di f in un tacnodo O si scinde in due falde, O 
è l)ìinto dojipio per niui curva doppia di /, cioiN — in 
rale — punto d’incrocio di due curve do])pie o di (lu<‘ rami 
di curva dox)pia. 

Infatti se in 0 si distiiignoiio due fald(‘ di /, (jiic'stc» sono 
due falde lineari tangenti, e quindi si s(\i»aiio se(a)ndo una 
curva (che resulta doj)x)ia per /) avente in 0 nii punto 
doppio. 

Viceversa un punto doppio j)er la curva doj)pia di f 
costituis(‘e in .i>enerale un tacnodo ordinario con due diiMvàoni 
singolari, dove si distiii^nono due fald(‘ liin^ari tangenti di 

In ci(') che prec(^de si trattato seuiiire di punti doj)pj, 
ma è facile vederci che le osservazioni fatte hanno un ludore 
generale per punti di qualsiasi molteplicità. 

Ili un punto generico di una curva niultiiila di f si 
distin^iuono semjire tante falde (pianti sono i rami di una 
sc'zioiie piana; viceversa se Pintorno di un punto multiplo O 
(li / è riducibile in più falde, 0 appartiene ad una curva 
iniiltiida in ^eiierah^ a iiin rami di (pmsta lungo cui s’iuter- 
st»cano le falde. 

Quando in luogo di lui punto generico di una curva 
ninltiida si considera un punto multiplo 0 di/che sia punto 
isolato o punto singolare (hdia curva multipla, la ridncibililù 
del (‘Olio osculatore in 0 porta soltanto la semi-riducibilità 
dell’intorno in falde parziali, analoghe a (pielle considerab^ 
nel caso del punto bi])lanare. XatiiraliiKuite c’o ipii una mag¬ 
giore varietà di ciivostanze; per es. iu mi punto triplo isolato 
(love il cono osculatore si spezzi in ini iiiano doppio e in un 
piano s(unpli(‘e, si presentano due falde parziali mia delle 
quali ha come s(vàone piana un ramo lineare e l’altra un 
ramo del second’ordine. 

Anche le osservazioni relative airai)pr()SSÌmazione (hdìe 
falde che facemmo in^I caso del punto biplaiiare, si estendono 
al caso di punti nuiltiidi (inàhiiique, (m1 in particolari^ a (pndlo 
<lei limiti multipli isolati che — per semplicità di discorso — 
terremo g(»Keralinente di mira, Vogiianio specialmente dar 
rilievo all’osservazione che « per defuiiri^ l’approssiiiiazione^ 
(li (lue falde (totali o parziali) non basta sempre l’approssi- 
inazioix^ delle sezioni piane geiUMUche », (Nel caso del punto 
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biplaii^are 0 si è ^>ià visto che una falda lineare non può 
approssimare mia falda parziale pertinente ad (), potendosi 
avere approssimazione jier tutte le sezioni piane escluse (pielle 
dì un fascio). 

Emerire di (pii la convenienza a definire in modo generale 
e lyreeiso il concetto della airiìrosslmazione di dne superficie (e 
quindi anche di dne falde totali o parziali) nell’intorno di 
un punto. 

À tale scopo riprendiamo la considerazione doi punti 
successivi di un ramo di curva gobba, ricordando in ispecie 
che sopra mi tal ramo si dicono prossimi all’origine 0 i punti 
successivi 0 ^ 0 ,.... 0 ^ che — per effetto di una trasformazione 
quadratica riduttriee — vengono portati in punti del piano 
fondamentale corrispondente ad 0. Ora se ad 0^ succedono 
dei plinti prossimi 0 ^^^, .... (piesti si considereriuino 

vicini ad 0 in iin secondo ordine di prossimità., e così di 
seguito. 

Ci(') posto diremo che due superficie hanno in 0 una 
approssimazione d^ ordine s, quando hanno a comune tutti i 
punti che si possono definire come vicini ad 0 in un ordine 
dì prossiiiiith. sopra rami di curve gobbe uscenti da 0 . 

Condizione sufficiente (qiiautiimpie non necessaria) perchè 
due superficie f{xyz)—i) e '•^{xìjz) = i} ahhiano una approssi¬ 
mazione d^ordine s nelV intorno del punfo i-plo 0 = (000), è 
che siano uguali i termini dei due polinomi f e 9 fino aìVor¬ 
dine (.v+l)i, cioè che (preste abbiano la stessa superficie 
approssimante ordine («-f-1)/ — I 

fi d'/i+i + + '••• 1 = d, (‘) 

Mostriamo anzitutto che / e 9 hanno lo slesso iniiiiero di 
intersezioni con iin ramo lineare, ( 7 , uscente da D, di cui 
punti successivi ad 0 appartengono ad ima delle due 
superfìcie, p. es. ad /: a tale scopo basta osservare che Tha 
con f un numero di intersezioni minore od ugnale di {s~\~ 1 )?, 
mentre la con f — 9 , (die possiede in 0 la molteplici tu (.s* + J)i, 
almeno (s + l)i intersezioni. 

La dimostrazione si estende al caso in eiii (7 sia un ramo 
snperlineare die possegga punti iirossìnii ad 0 , /i, punti 

(q Cfr, la ilenniziom* tlelle curve appro^^fiiiuanti. L. 3®, § 12, pai»*. 90. 


F. EXRIQUES - ir. 


41 



r.inuo Qvwvvo 


()42 

nel secoinlo ordine di prossimità.... l)miti nello . 9 -iìio ordini 
di prossiinitn (i (piali ultimi possono supporsi semplici per C); 
basterà oss(M*vare (die l’ordine del ramo varrà 

h —- 7 ( ^ /#2 .... lìg^ 

la molteplicità dei lanuti prossimi ad 0 sarà 



e cosi via; iiertanto il numero delle intersezioni di C con f 
non potrà superare h{s+ 1 ) 7 , cioè il ninnerò delle intersezioni 
di C con /— 9. 

L’importanza della (considerazione delle superficie appros¬ 
simanti nella teoria delle singolarità delle snpex'ficie risulta 
da ciò che: 

se 0 è un punto multiplo isolato della superficie /, si 
può fissare nn numero s aòbastanza grande in guisa che tutti 
i punti multipli di f appartenenti aìV intorno di 0 si trovino 
vicini ad> 0 in nn ordine di prossimità minore di s. 

Infatti se la f possiede sopra 1111 ramo C una serie di 
punti doppi (o multipli) vicini ad 0 fino all’ordine di pros¬ 
simità r, si riconosce che due j)olaTÌ :p — essendo costrette 
a contenere i suddetti punti di C — hanno con / almeno 2 r 
intersezioni assorbite in 0, sicché r viene limitato dalla 
classe di /. 

Il ragionamento precedente cade in difetto se la f ha 
con le i)olari ^ infiniti punti a comune costitnenti una curva; 
in questo caso il teorema va modificato, dovendosi escludere 
le serie di punti multipli che si succedono sojjra la curva 
multipla passante per 0. 

Come corollario del teorema innanzi stabilito, dimo.stre- 
remo che: una falda (totale) d^ ordine i della superficie /, 
considerata nelV intorno del punto multiplo 0 , non può essere 
approssimata da una superficie passante i volte per 0 che sia 
riducibile in due falde, al di là di ini (certo ordine di 
approssimazione. 

Per semplicità snpiiorreino che 0 sia un punto multiplo 
isolato, che anzi potrà supporsi addirittura i-plo per/. Allora 
basterà ossiM-vare che se la f vieiu» approssimata dalla super- 
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Hcie ridnciliilo cp^rp, = 0, in un vei-to onliue r, i punti roiuiinì 
a :p^ e ^2 airordine di prossimità r d(^bhoiio risultare 

<loi)pi per f. 

All(' eoiisiderazioiii elio precedono si eo]le<»'a il 'prohiema 
di appro^sbììare una falda della siiperlìcic/, nell’intorno del 
punto singolare 0, con una superficie razionale :p (*) cioè con 
inni superficie rappresentata parametricainen te mediali te fun¬ 
zioni razionali di due variabili; 

considerate nell’ intorno di un punto oppure di una curva 
y(nr) = (). (Questo problema si può determinare ina^\i>iorinente 
ove si pollila la condizione che la rajipreseiitazione paraiind ri(*a 
di rp siii data mediante finizioni razionali intere, e per con¬ 
seguenza si tratti di rapiìvescntare una falda uscente da un 
punto singolare 0 di f mediauie poUnonii approsshnanti 

x — rpfuv), y = :p.,{unj p=:p.^{uv)^ 

<ridncendosi =cost.). 

Anticipando mia proposizione clic verrà stabilita ])reci- 
samente piu tardi, potremo supporre die ima falda d’onliiie i 
per 0 sia approssimata - (pianto si vuole da una superfìcie 
avente in 0 mi punto i-plo; pertanto il problema proposto 
si potrà far dipendere dal seguente: data una superficie f 
avente in 0 un punto i-plo, approssimare V intorno di 0 con 
una superficie razionale ^ avente in 0 la stessa molteplicità ; 
in parlicoìaro con ima 9 rappresentata parainetricainente 
mediante polinomi. 

Quando 0 sia un punto ?*-plo isolato di f si pin'i mettere 
in luce la possibilità di una siiperlìcie razionale 9, approssi¬ 
mante f con ini semplice computo di costanti. Infatti la 
dipende da un nuiiiero di costanti grande ad arbitrio che 
figurano come coefficienti nella sua rappn^sentazioiie ])ara- 
inetrica, mentre lo condizioni di approssimazione di 90/ 
lino ad 1111 ordine s comiimpie fìssalo, sono in numero 

p) Cfr. Eniu<^)UES Kciidie. Aecnd. dì ll<dog>iji, 7 Maggio 1916 e 
19 Maggio 1917. 
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finito, bastando iiona^iiare i coenicieiiti delle due equazioni 
f{xyz) = i) e '‘^(xy:) = {) fino alPordine (s + l)ù Lo stesso coni- 
liuto di costanti indica la possibilità di rappresentare P in¬ 
torno di 0 sopra /, ponendo x, //, p funzioni razionali intere 
di due variabili. 

Ter sciogliere eftettiraineiite il problema di cui il coiìh 
puto delle costanti indica la solubilità, e rimuovere così le 
obiezioni critiche che (piel computo porterebbe con se (nono¬ 
stante riu(ìnità delle costanti che entrano in considerazione),^ 
c naturale di chiedere mi procedimento costruttivo che valga 
a determinare la superficie razionale approssimante 9. 

(^)ui giova osservare come la questione si presenta nel 
caso delle curve. Il problema e il seguente: data una curva 
/(cr//) = 0 avente in 0=;(0t)) mi punto /-pio, costruire inni 
curva razioiinle '^{xy) — i)^ la cui equazione abbia a comune 

./ i termini fino ad 1111 certo ordine, e quindi ajipros- 

simi siiiiidtaiieaiuente tutti i rami di / uscenti da 0 . La 
costruzione di ima tal curva riesce agevole, invocando un 
teoienia di OuEuscii per cui « le curve di genere zero sono 
razionali » (M. Infatti si costruirà anzitutto mi sistema 
lineare di curve approssiinaiiii / di genere p e di diiiuni-^ 
sione r basterà quindi costruire — entro questo sistema — 
mia curva dotata di p nuovi punti doppi, la quale riuscirà 
razionale. 

]\[a (piando dalle cnvve f(xy) = 0 si passa alle supertiiMc 
fixy::) — 0 , si incontrano maggiori dittieoltà, perchè le condi¬ 
zioni di razionalità delle sux^erfìcie si i^reseiitano in forma 
meno semplice. Giova imrtanto ricercare un’ altra via cln* 
conda(*a direttaineute alla costruzione di ima siii)erficie razio- 
nah^ ai)X)rossiman(e nna falda di f i)er 0 , Qui ci liinitereino 
ad accennare die una tal via viene aimrta dalla risoluzione 
delle singolarilà mediante trasformazioni razionali (cfr. § 4 ( 1 ) : 
s(3 la suxxudicie f si lascia trasformare razionalmente in nua F 
sulla (piale all’inloriio di 0 venga a coriTspoii(l(M‘e una curva 
senix)lice 7 r, siamo condotti a cercare una sniierlicie razio¬ 
nale che approssimi F nell’intorno di fc, e la costruzione 
di lina tale d> si oftimie in modo agevole: infatti si xìuò av^ii- 
mere coimì ò silVatta una conveniente sui)erficie di un ordine m 

(‘) N<4 L. 3 *^, 5 17 sì 0 (liiin)striiti> il fcooi*t‘ina inverso 5 per hi <limo- 
Ktra/.ione di (po sto riniMiidiiiino al L. 5'^. 
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abbastanza nUn, dotata di punto (m — J)-plo Allora, ritor¬ 
nando allo spazio <li /, si ottiiMie nini snpiMlioie razionale y, 
elle approssima l’intorno di 0 su /. 

Occorre peraltro notare cli(‘ la 9 (‘osi (‘ostruita avrà in 
generale in 0 mia molteplicità nia<>‘,<;iore di /, sicché una falda 
(totale o parziale) di f verrà approssimata oeneralinente da 
una falda parziale di 9. Ciò signilica che i>or una falda di / 
si otterrà una rai>presentazioue approssimata: 

dove le funzioni razionali x{uv)^ sono da conside¬ 

rare soltanto nell’intorno della curva = 0 (e non della 

©'(ar) = 0). 

Sili próbìema della rappresenta^ioiie analitica delle falde. 
Le (|nestioni che concernono la approssimazione di una falda 
di superfìcie mediante funzioni razionali o xiolinomi, ci <*on- 
ducono a disconan'e della rappresentazione analitica delle 
fald(‘. 

Prenderemo le niovsse da due teoremi generali delle fun¬ 
zioni analitiche dì due variabili: 

1) Un’equazione algebrica= 0 clefìnisce la r (*ouìe 
funzione (analitica) delle due variabili (‘oinplesse x e y 

a — :r(^7/) ; 

questa funzione — essendo / irriducibile di grado u in v — 
è polìdroma a n valori ed ò fìnita e (‘oiitiniia (^on le sue din i- 
vnte (cìoc^ regolari') salvo nei punti {xy) soddisfacenti a (*ert(‘ 
equazioni algebriche, ove la ì: diventa infinita, e dove si con¬ 
fondono (lue o lìin fra le ». determinazioni di (*ssa. 

Questo teorema si estende al caso in cui la/sia divinità 
coiiK' una fniizione analitica delle x, y, r mediante una serie 

(q Cfr. la prima nota citata di ENinQUKS. 


X = 

?/ = 
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convergente in nn certo campo: ancora la funzione impli¬ 
cata 5 = ;C^(.t7/) risulta ima funzione analitica (in generale poli¬ 
croma ad iuliniti valori) (^). 

2) Una funzione :: = c\x{i) delle due variabili com¬ 
plesse X e y, ili nn cento cainix) A si pub sviluppare in 
serie di Taylor convergente nelFintorno di ogni pwato x^y^ 
interno ad Aj <love i^ssa si nianteniga finita e continua (cioè 
regolare) (’). 

Ora possiamo eliinostrare dn» : 

Neir iìitonw di mi punto stngoìure (000) della superficie 
algebrica f(xjp) = 0 ^ una, falda lineare di f si può rappresen¬ 
tare eoa uno sviluppo di ^ in serie procedente per le potente 
intere di x e //, gii assi supponendosi orientati in modo 
generico. 

Pongasi che il punto 0 = ( 000 ) sia r-plo i)er f e si con¬ 
siderino gli r valori elella funzione implicita 

c = c(xy) che corrispoinlono a ini punto (xy) assai vicino al 
punto (a; = 0, // = 0); fra codesti valori iie possiamo distin¬ 
guere uno, corrispondente alla nostra falda, (die costitiiisee 
una funzione inonodroma nell’intorno del punto (00). In virtil 
del teorema 2) codesta funzione risiilt<u*è quindi sviluppabile 
in serie di Taylor, non soltanto nell’intorno di nn punto 
vicino a (00), ma anche proprio nell’intorno del punto (00), 
ov'e essa si inantìeiK^ finita (continua. 

Dal resultato stabilito passiamo al 

Teorema. Neirintorno di un punto singolare (000) della 
snperfide f, una falda di ordine r viene rappresentata da 
md equaplone algebrica di grado r 

z'* -h* a^ ^ H .... -\- Uy = 0, 

dove i coefficienti Uj, sono funzioni analitiche di x e y^ 

regolari nell’intorno del punto (cr=0,7/ = 0); s’intende sempre 
die gli assi sono orientati in modo geiierieo. 

Dimostriamo die è funzione analitica delle ir, ?/, rego¬ 
lare nell’intorno del punto (00;, e analogamente si procederà 
I)er le altre 


(^) Cfr. per es. Pioakd. « Tniitt» U’Analyse ». Paris, 1893, t. II, pag. 2-17. 
(~) Cfr. PiCAUO. Ij. e., pjig. 237. 
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Politasi diniquo 

5'^ + S., -}- .... “f- 5^^, 

«^=1 — Z ; 

considerando 1’ equazione della nostra siii)erlicie come un’equa¬ 
zione ili 5, /(5) = 0, il cui grado è a > r, si vede che Z sod¬ 
disfa a un’equazione algebrica 


F(Z) === 0 


risolvente di qiiella, di grado 



Ora, corrispondentemente alla falda considerata della 
superficie /, la superficie F(xyZ) = 0 jiossiederà ima falda 
lineare per il punto x~y — Z=i)^ e su questa resulterà Z, 
e quindi funzione aiialica regolare dì x e // nell’intorno 
ilei punto (00). 

A questo punto sorge la questione se una falcia di siix^er- 
ficie algebrica, nell’intorno di un punto singolare, ammetta ima 
rappreseiitazìoiie analoga a (|uella che il teorema di Puiseux 
assegna per un ramo di curva. Potnuuo iircnùsare il senso 
della estensione riciiiesta, domandando <die la falda uscente 
daìl’origìne 0:=(000) venga raiipreseiitata mediante ima terna 
di funzioni analitiche: 


X = x{ur ), y = y{nr} , c — isi ?rr), 

dove : 

J) i due parametri dipcmdano iinivocaineiite da 

Xj //, ^ (per valori assai piccoli), 

2) le funzioni x^ //, r, si esprimano coim^ serie di polene e 
ovvero conni qnoeienti di serie di poienee convergenti nel¬ 
l’intorno d’un punto o nell’intorno d’una curva 0(?aM=O 

(su cui x^ 7 /, e si anniillaiio) (*). 

Al nostro problema foiidamentah^ è facile dare una 
risposta atìerrnativa i)er le falde* di nini siqxM-ticie f eonsi- 


(*) La coTuliziiMie 1) porta cho le u e v risulti no tuiiziouì raziiJiiali ilelU^ 
a;, y e s nell’in lini tesi ino. C’oilesta cìjtuIì zinne si può moilith-ure nel senso 
che n e si ano fnnziinii poli (Ironie di ;r, // e s a nn nani ero linito ili 
valori, e (piindi !ilg(d»rielie nidi’intinitesinn». Tuttavia senihra che una 
siffatta, raiipri'Seiituzione gemerà lizza tu si riconduca alla prima con un 
canihiainenti) di variabili. Li ciò troveremo un csiuupio a pag. OÒO. 
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(lerata nell’intorno di un punto generico 0 = (000) di una 
curva multii)la (7; la quale risi^osfa costituisce un noto teorema 
di Halpiien (^), 

Pongasi dapi)rima che la curva ( 7 sia l’asse x {y = z= 0 )j 
e la falda di / di cui si discorre abbia un certo ordine r. 
Entro l’equazione/(cry;2r) = 0 consideriamo x come un i>ara- 
metro, il die equivale a considerare la curva sezione della 
nostra falda con un piano normale all’asse x. Questa curva 
sezione essendo costituita da un ramo d’ordine r, si trasfor¬ 
merà in un ramo lineare i)oneiulo 

ma cpiesta sostituzione trasforma anche la data falda d’or¬ 
dine r di f in mia falda lineare appartenente a una sui)erficie 
ì\ la quale si potrà rapiireseutare sviluppando a 

in serie di Taylor per n = i\ In definitiva la data falda 
d’ordine r di / viene rai^in'eseutata sviliipi^ando o con una 
serie di potenze ^(ur), dove 

1 

V ~v, v = ir. 

Il procedimento indicato si estende al caso di ima curva C 
(jualsiasi, su cui 0 sia semijre punto generico, e quindi che 
sia costituita da un ramo lineare per 0 . Questo ramo si potrà 
rai)i)resentare imnendo 

?/== 2/0 (■'*=), S = So(^) 

dove y, e designano due serie regolari. Ora, cainbiamlo 
y — y.. e c —in y e siamo ricomlotti al caso precedente; 
concluderemo pertanto il 

Teonuna di Halfhex: Una faida d^ ordine r di f nel- 
V intorno di un [ntnto generico della cnrra muìtijda C 

C:= ìy = y,(a;), ì: = Oo('v)U 

si lascia rappresentare srilnppando y, e niediante serie di 
due variaMìi n e ?% convergenti neìV intorno d^ un punto ( 00 ) 


(U AuììmIì dì MatemaHca, flevi*i 2% t. 9, (1S78). 



avrcMiH) priMMsiimeìite : 

I il = X 

'• + ?/o(») r=y — y,{x). 

^o('0' 

Osserr(legione. Gli sviluppi di HaTjImirn coiitimiaiio a valere 
2)er 1111 intorno finito del punto 0 anche dove la O incontri 
nid altra curva multipla a falde lineari distinte. Invero le 
circostanze che arrestano gii sviluppi precedenti sono: l’in¬ 
contro di un punto di diramazione della <7, ove si arresta lo 
sviluppo G l’incontro di un’altra curva di diramazione, 

dove la funzione algebrica definita da F cessa di essere 
monodroma. 

Passiamo dalla considerazione dei punti generici appar- 
iienti alla curva multipla a (piella dei punti multipli isolati 
(o di punti singolari, per es. ipermultipli, soiira la curva 
multipla); allora non accade in generale di poter raiipresen- 
tare una falda uscente da un punto multiplo 0 mediante 
serie di potenze 

x = '^^{nr), y — '^.^{nv), s = 
o (jiiozienti di serie di potenze 

^ ^ in-} ^ ^.93(1^) 

convergenti nell’intorno di un punto p^i'^'bè ciò accada 

occorre infatti che il cono osculatore alla falda per 0 sia 
razionale (come l’intorno del punto che vi corrisponderebbe 
nel piano) {^). Couvien duiupie cercare .sinJttppi in serie eoa- 

(b Ptii‘ punto {loppio conico (il cono {>scuhitore essendo razionale) 
«i può {>ttcu(‘re una rapprescntazi{>iie analitica delU intorno del [mulo, in 
forma fratta; cot^ì per la superlicie c- — jT// = 0, e per V intorno di f>= (ddp), 
basta p{>rre 

n 

iVo/i è pOfifiibUe una rappn'sciitaziinie in forum intera (die dia l’intorno 
di un punto {^onì<^o mediante serie (‘oiivergenti mdl’intorno di nn punto 
—fincliè if e v debbano dipendere univocamente da .r, y e 
Infatti al sistema delle sezioni piane della superficie f{xy") — 0 verrebbe 




hoi) Lir»U() <^UAKT() 

vergenti nelV intorno di una curva ^i(«r)^(). Almeno questa 
condizione è neeessaria ove si voglia soddisfarti al requisito 
essenziale che: la rappresentazione analitica di una faida cor-^ 
ris2}onda veramente aìV insieme di tutti i punti di questa 
siifi[ìcientement(‘ vicini ad 0, per modo <die tali punti vengano 
rappresentati dalle stesse trt^ funzioni analiliclH*. 


a corrispondere sul piauo {ur) iiu sisteiiui di curve per cui O,) non è punto 
base, b* quali — assoggettale a passare per ()^^ — acquisterebbero ivi uii 
punto doppio; quindi O assorbirebbe 4 intersezioni di due curve siffatte 
aiizielic intersezioni, come cuiisegne dal latto che ad (}^y corrisponde mi 
punto do^ipio O di f. 

Se si abhaiidoììa le condhioue che le a e e dipendono nnlrocoinenfe 
do Xy y e 5?, P intorno del punto doppio O della superficie p- = xy — {)y si 
può rappresentare ponendo 


In questo caso ad un punto di / rispondono due punti («, r) ^—u. — r) 
del piano rappresentativo, i quali sono coniugati in una involuzione (e 
precisamente nella simmetria di centro 

Qui si affaccia nìituralmeute l’idea di sostituire alle varialiili n e r 
due variabili u' e v', le (juali assumano lo stesso valore io punti coniu¬ 
gati dell’iuvoliizioue, e valori diversi per punti non coiiingati. Effettiva¬ 
mente un tale cambiamento di variabili si effettua, prendendo per 
esempio: 

i u/ = - u- 


< , V 


Il priniu cambiaineiito dà luogo alla rappresentazione^ in forma intera 


dove all’intorno del punto O corrisponde non piu l’intorno elei punto 
belisi l’iutorno della retta u'=0. TI secoade» cambiamento dà luogo alla 
rap[)nvsentazione in forma fratta 


aj=u, y 


(love all’iutorno di O risponde l’intorno di <* edu^ eoiueide con la rap¬ 
preseli tazione^ incontrata qui seqira (pag. H49). 
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Dh-eiuo die a codesto recjiiisito non ris]i()iidoiio 

le soluzioni del prohlenia proposte o tentate da div(M*si aiuoli; 
<lclle (piali vogliamo brevemente informare il lettore. 

Anzitutto Del Pezzo e Ivonn, l’iiiio indipendeiiteiiieiite 
dall’altro, nello stesso unno J8J)*2 (M, liaiino pensato di otte¬ 
nere la rappresentazione analitica di ima falda di t\ nell’in¬ 
torno di un punto singolare 0, trasformando razioiialuieiite 
la/in un’altra siiperlìcie F in guisa da sciogliere la singola¬ 
rità 0, Del Pezzo adopera a tal uopo trasformazioni monoidali 
dello spazio, di forma fratta, con le (piali egli riti(me di poter 
trasformare l’intorno di 0 in ima curva semplici» K (o in mi 
insuunc di curve semplici); allora la siipcrticii^ F nell’intorno 
di K potrà essere rappres(mtata mediante un i min ero Unito 
di serie di Tavlou, e — ritornando ad / — si otterrà la 
rappresentazione del punto 0 mediante nu numero finito di 
quozienti di serie di potenze di due rariahiìì, 

Konn fa uso soltanto di successiva» trasforinazioiii «pia- 
dratiidie di forma intera, mediante le ((iiali egli ritiene 
potm* trasformare l’intorno di 0 in ima mirva semplice o 
multipla, di cui l’intorno venga rappresentato da mi numero 
finito di serie di potenze (di T vvloiì o di H VLcnEX); i)er- 
taiito aindn» T intorno di 0 sn f verrebbe rappresentato in 
tal guisa. 

Tanto il proi'ediiiiento di Del Pezzo coiik» (iiiello di 
Koim danno luogo ad obiezioni, mosse rispettivaulente da 
8E(atE c da B. Levi (^) e riferentisi alla risolubilità dei punti 
singolari (‘on trasformazioni {efi\ § 40). Ma (piando pure si 
suppongano (‘oinpletninentc superate le difìi(*ol(à che codeste 
critiehè liainio messo in rilievo, resta sempre che il procedi¬ 
mento (li Dei. Pezzo e di Konn è imaipaee di rispondere al 
iMMpiisito foiidann»ntal<» di rappresentare analiticauKuite ima 
falda uscente da un punto singolare; e a dir vero l’uno e 
raltro autori^ scagnano come scopo alle loro ri(‘erche soltaiito 
la possibilità di rappresenture la totalità dei punti di una 
superficie algebrica eon un numero finito di serie di potenze^ 
il (piai resultato appare appunto come mia conseguenza della 
risoinzione d(»II(» singolarità con trasformazioni. 


(^) Dkl Pkzzo. « Renilicoati <lel Cit<‘olo luat. di Palermo », t. 6, 
pa^;. 189. — Koiu?. « J<»iirnal de MatliémjUiqiu's », serie t. S, pag. 

CtV. « Annali di MatejiuUicii », serie t. 25 e 26, (1S96-97L 
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01i(' eft*ettivaiiiente il procedimento sopra indicalo non 
possa eoudiirre a rappresentare tutto l’intorno di un punto 
imiltiplo di una superficie / con una sola terna di serie (o di 
quozienti di serie) x = x{uv)j y = y(uv), ;C' = c^(ar), si vede 
molto bene riferendosi ad nn semplice caso particolare: per 
es. ove si pren<la nn punto 0 triplo per f in ^iiisa die con 
una trasformazione quadratica l’intorno di 0 si cambi in una 
cubica piana irriducibile 7i, appartenente ad una superficie F» 
Qui si è condotti a considerare la rappreseiitazicne analitica 
di mia falda lineare nell’intorno di un punto di /f, in gene¬ 
rale semplici* per rappresentazione clie viene fornita dallo 
sviluppo di Taylor. Ora le serie ohe porgono questa rappre¬ 
sentazione analitica si arrestano necessariaiuente in eorrispon- 
deuza ai punti di diramazione della finizione algebrica rela¬ 
tiva a K. 

Al problema di rappresentare aiialiticaiiieiite l’intorno 
di un punto singolare di una superficie /, soddisfacendo al 
requisito foudaiiientale che ogni falda venga fornita, nella sua 
interezza da imo stesso sisfenia di serie convergenti, si rife- 
vìm'Oho le ricerche di Hexsrl (^) del 1900, il cui resultato e 
presentato dall’autore come una comphda estensione dei 
teoremi di Caxtohy e di PrrsKux relativi alh* funzioni di mia 
variabile. La conclusione di Hf.xsrl si può enunciare dicendo 
che lina falda di/di origini*. Osi lascia generalmente rappre¬ 
sentare mediante serie procedenti per le potenze di due varia- 
liili n e r, iu un intorno ili = r — O. 

]\ra, disgraziatamente, non siamo riusciti a comprendere 
bene il significato di questo sviluppo: tuttavia vediamo che 
almeno i punti multipli isolati (o anche singolari i)er la curva 
multipla) in cui la falda abbia mi cono osculatore di genere 
maggiore di zero, devono dar luogo ad una eccezione essen¬ 
ziale al teorema dì Hlnskl, poiché, la rappresentazione di / 
essendo data nell’intorno di un punto del piano, il detto cono 
dovrebbe essere razionale (’). 

In quest’ordine di idee ci liiuitereino ad aggiungere la 
rappresentazione aualilica di mia superficie/considerata nel- 


(9 « Acta niatheiiiatica », BU. 23, (1901)) e « JaUrct^bericht der deiitsdieii 
iMatli. Vc^reini^uiigs » Bd. S, (1909). 

{') Ciò è d^accordo con una critica mossa Ua B. Lkvi, (Coiiiptes 
Kcndiis - 17 marzo 1902), 
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l’jiitoriio di iijj piiJifo doppio conico, ovvero di mi incrocio 
ordinario di due curve cuspidali* Desiouaiido con 0 = ((KK)) 
i] punto sin,colare, avremo ,i>eueralmeiite per 0 due rami 
lineari della curva L secata dalla ])olare d(d punto all’ijilì- 
uito dell’asst^ i (piali potranno venir rappresentatj mediante 
due sviluppi di jNFaoLauuix (relativi alle proiezioni) 


allora ponendo 


y = cc{x), 


1 


li ~ iy — «(«))', 


?/ = P(a;) ; 


«’ = (y —?(«))-, 


le X, y e p di un punto della /, in un intorno finito di 0, 
verranno date da funzioni uniformi di u e cioè mediante» 
serie» di potenze delle due variabili, convergenti nell’intorno 
di a = 0, V = 0. 

Oiò che si è detto vale tanto per il punto doppio Isolato, 
come per l’incrocio ordinario di due curve (MJspidali; in 
quest’ultimo caso i due rami di L sono le due curve cuspi¬ 
dali stesse. Poniamo che i detti ranii cohundano con gli 
assi X e y, e prendiamo, per es.. 


/= — xy xy'' = 0 

(esempio di IIknskl in cui 0 uu punto doppio isolato), 
avremo 

1 1 
H = V=ìf, 

11 1 11 

0 = X^ìf(\ — y)' ^X‘y‘ — ^^xiy-+ -^xhf— ^~xhf — 
prendiamo invece 

(superfune con due rette cuspidali), avremo 

j 1 

il r — y^^ 

3 

Si noti che le rappresentazioni così ottenute pt»r le nostre / 
sul piano (ar) non soddisfano al recpiisito della invertibilità, 
avendosi dne punti (a, v) e (— — v) cni risponde uu nnale- 

sìmo punto (xy':). 
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40. Nota storica sulle sinv^olarità lielle superfìcie e sulla 
trasfoniiazioiie ili una superficie in un’altra dotata di singo- 
laritÌL elementari. — Le prime ricerclie iiitonio ai punti sin¬ 
golari delle superficie si riattaccano a^lì studi di Salmox e 
Oaylkv couceriieuti l’estensione delle formule di IMiickcu* 
(efr. L. .T § 10). Salmox lino dal 184(](*) valutava l’abbassa¬ 
mento della classe dovuto a un punto doppio isolato, uiostraiido 
die per un punto biplauare esso diventa in generale 3 (‘ per mi 
l>uiito niiiplaiiare G; pin tardi (1840 e 1857) valutava l’abbas- 
saineiito della classe dovuto a una curva nodale dotata di 
punti tripli. 

r punti cuspidali della curva nodale, die appariscono ,i>'ìa 
nella precedente ricerca, furono poi oi>’«’etto di imo studio ui>pro- 
fuiidito di Cayuev (18(ì8) (’): (piestì trova in particolare die 
la stvjoiie della suxierlìcie col piano tan<»eiite si couipoue di ini 
vaino lineari^ e ini ramo cuspidale che tocca la curva doppia. 

Una tavola delle sìuoolarità pili usuali die compariscono 
nello studio d(4Ie superficie trovasi ìii una memoria di Zkuthkx 
jiiibìilicarn nel tomo b dei IVIath. Amialen (pa^^\ 45G, 45‘i). 
Lo stesso autore dedicava l’anno appresso (1875) uno studio 
parti(^olare al tacnodo (ibidem Bd. 10) notando il caso pìii 
semplice dell’incrocio di due rami nodali, in cui vi (‘contatto 
di due falde della superlicie. 

Infine imo studio (*ouipleto (hdle varie sp(‘cie di punti 
doppi isolati dovuto a Ronx (1883) (^); il quale deUMniina 
l’abliassauiento per la classe della superficie ad essi dovuto, 
(‘ousideraiido la siiij^olarìta che portano nel cono circoscritto 
da un punto ^ìciumìco: nel lavoro dì Eonx i jmiitì liiplaiiari 
straordinari figurano coinè riunione dì punti doppi siicc(‘ssivi ; 
così questa analisi viene ad accostarsi al concetto iioetln‘i*iaiio 
della singolarità. 

Xella nota di Xììthku del 1871 (^), ove è posto i>er la 
prima volta il concetto dei punti multipli ìntìnitjnneiit<‘ vicini 
delle curve, analizzando le singolarità mediante l’ausilio 
delle trasformazioni (piadratichc, trovasi aindie <*oiitenuto 


(b Cambridije and Dublin luath. Journal, t. 2, pag. 65. 
(b Papera VI, pag. 123. 

(b Math. Aiinalen, Ud. 22. 

(*) Gottiiiger Naelirieliten, pag. 267. 



CAIMTOLO IV 


(;55 


mi (5(Mino sulla (^s^ellsioIl(^ ipiesto [)iiò rierv(M‘e 

nel <aiso delle siipc^rtìeie. 

(^ni «►'iova osservare (die, (juaiido vo^liaiisi indagare, non 
soltanto i plinti multipli eln^ trovansi indi’liilonio di mi [imito 
proprio, ma aindie l(‘ enr\<^ iiinltiple inliiiitmueiite vicine ad 
lina curva pro[)ria, occorn^ inrrodiirre — accanto alle trasfor¬ 
mazioni quadrati che — trasformazioni bi razionali d(dlo spazio 
di ordine superiore, e Din. Puzzo (181)2) ha osservato die può 
usarsi a. tal uopo la trasforinazione inonoi<laIe, ^ià studiata 
da I)k Paolis. 

Ora imo sviluppo del eoiic(dto di XoTKrui piM- le singo¬ 
larità delle Sìiperlici(‘ e dovuto al Skouk, nella ununoria citata 
del 18q(), ricca di istruttivi esempi; qui trovasi sisteiiiatiea- 
mente deliiiila la couiposizioiie della singolarità di una super¬ 
fìcie nell’intorno di nii punto (pilliti multipli iiirniitaiiiente 
vicini e curve iiilinitesinie costituite da tali punti) mediante 
le molteplicità dì intersezione della superficie con rami, lineari 
o sii[)crliacari, uscenti da ini ])nnto. 

Alcune delle ricerche sopra nienzioiiatc tra.^^i;'oiio orio^ine 
dal prolilema di « trasformare una superficie, dotata di sin¬ 
golarità qnalsiaiisi, in nifi altra possedente soltanto certe singo¬ 
larità idementari » aiialoganiente a ciò che si fa [ler le curve. 

Anzitutto N(>TirioK, iu ima nota sui moduli dello super¬ 
fìcie did febbraio 1888, ha avvertito la possibilità di trasfor¬ 
mare in generale una superficie ([ualsiasi f\x^x.,x.^x^) = {) in 
mia superfìcie dotata soltanto di curva nodale con punti 
tripli, che sono tripli iignaliiiente per la curva e per la siqier- 
ficie, e ciò mediante ima sostituzione razionale del tipo 

Ad accertare la possibilità dì ima sifiatta trasforniazione 
per singolarità arbitrarie^ è dedicata una nota di DiUi ruzzo, 
pubblicata nei Rim diconti del Circolo luatematuai di Palermo 
nel luglio del niedesiiiio anno: il Dun Pezzo si [iropom^ di 
trasformare la data superficie f in una superficie F di nn 
conveniente iperspazio (che deve avere 5 diineiisioni al meno) 
affatto priva di punti multipli; proiettando la F sullo spazio 
si ottiene allora una/dotata delle singolarità elementari indi¬ 
cate da l!fbTHEU. Ma qnantniiqiio lo stesso autore sia ritornato 
l’anno appresso nell’argomento, per spiegare alenili punti 
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soltanto nella prima Xola, le evifielie mosse parti¬ 

colarmente dal Segue liauiio posto in luce che i ragioiiaiiieiiti 
di Del Pezzo sono insufficienti a stabilire la proposizione <bi 
Ini intuita, col rigore necessario in ima <|nestione di ordine 
così delicato. Lo stesso può dirsi per rigiiar<lo a iiìi lavoro 
di Del Pezzo del 1892, che veniva a sciogliere le singolarità 
di una siiperticie con trasformazioni nioroidali dello spazio, 
nel <pial lavoro è i)iir contenuto un concetto fecondo, come 
sopra ald)iaino rilevato. 

Il Segue, nella sua citata nnnnoria del 1896, riprendendo 
il concetto della trasformazione ìperspaziale di Del Pezzo, 
lo semplilìca presentandolo nella forma seguente. 

Si considerino le suiìertìcie .p di ini ordine m abbastanza 
elevato, che passano i^er tutti i punti multipli e per tultt^ 
le curve multiple (proprie o no) di /*; si può provare che 
esistono snperlicie siffatte, non contenenti / come parte, osser¬ 
vando che soddisfano alla coudizioue aiizidetta le polari di/. 
Ora ijuaiido si riferisce proiettivauieute il sistema r volte 
infinito :p al sistema degli iperpiaiii di nu iperspazio si 
ottiene nna F, trasformata birazionale di /, che viene i)riva 
di singolarità. Per dimostrare effetiivainente che F non pos¬ 
siede plinti multipli, occorro esaminare il sistema irridneihìle 
di curve C segato dalle cp sopra/, fuori delle curve mnltiple; 
e basta riconoscere che, co'isiderando tutte le superliide 9 
di mi ordine abbastanza elevato e riferendosi a punii 
propri o impropri di /, fuori degli elennniti base <li :p\ (e 
(juimli s(Miipli(*i di /): 

1 ) la eurva generica (7 costretta a passare per ini punto 
ipialsiasì P si niantieiK^ irridneibile e non diniinnisce di genere. 
ac(iiiisliiiido nn nuovo punto doppio o mnltiplo; 

2 ) la O passando pin- P non passa di conseguenza per 
all ri punii <lella superlnai^ 

Tuttavia il Segue non arriva a conclmhMe la dimostra¬ 
zione del tiHireina, arrestandosi di fronte ad nn insanie niinnto 
delle (jnestioiii sopra accennate- Al qnal proposito ci limiti- 
renio a rimandare il lelton* ai lavori posleriori di Levi (‘V 
n897, 98) e h\ Seveui (') (1914). 


(9 Cfr. in ispecie la Nota del 5 Pec. 1897 1100 li Atti dell’AcH*a(l. di Torino 
(9 Ueiidic. Accad. dei Lincei 20 Dee. J914. Cfr. G. ('iiisiNi ibidi in 
Luglio 1917. 
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Della possibilità <li trasformare ima superficie / in iiifaltra 
priva di singolarità in un iperspazio^ segue subito che: nna 
superficie algebrica si può trasformare hirucionulmentc iu 
uìi^altra dotata soltanto di curva doppia nodale con pìmti 
tripli (tripli ad uu tempo pe.r la curva e per la snperlìcie). 

Occorre qui rilevare esplicitaiueute che la trasformazione 
di cui si parla è una trasformazione biraziouale per i punti 
delle due superfìcie ma non per lo spazio ambiente. Operando 
con trasformazioni biraziouali dello spazio si può sciogliere 
ili generale una curva multipla, ma si dà origine a nuove 
curve multiple al cui ordine non può essere fissato a priori 
limite alcuno. 

Ora sorge il problema di determinare le singolarità eie- 
lìientari delle superficie rispetto a trasformazioni Inrazionali 
dello spazio] in particolare si affaccia <pii la domanda « se 
con siffatte trasformazioni una superficie qualunque possa 
convertirsi in un’altra dotata soltanto di curve multiple a 
falde distinte, dotate di punti cuspidali ordinari e di punti 
multipli ordinari non abbassanti la classe delle sezioni piane ». 
Alla quale domanda non sembra sia stata data fin qui una 
risposta precisa. 

Lo studio delle falde di una superficie iielf intorno di un 
punto singolare, che, come diremo, si può anche collegare 
alla trasformazioue di cui sopra è discorso, viene iniziato dal 
teorema di Halpjckx (1878), concernente i punti generici delle 
curve multiple, che abbiamo dimostrato nel § 39. Ma la que¬ 
stione ha fatto da allora pochi progressi, tantoché nuove 
riescono iii gran parte anche le semplici osservazioni <la noi 
svolte nel citato paragrafo (^). 

Per quanto concerne il problema fondamentale della l’ap- 
presentazione analitica delle falde iii un punto multiplo iso¬ 
lato o in un punto singolare della curva multipla, abbiamo 
segnalato i tentativi di Del Pezzo e Koim (1892) in rapporto 
alla risoluzione delle singolarità con trasformazioni, e il nuovo 
tentativo di Hensel (1900); i «inali sono stati esaminati 
nel § 39, dove insieme all’esame critico della questione si 
trovano le notizie storiche che qui ò inutile ripetere. 

Termineremo questo cenno menzionando un interessante 

(9 Cfr. Enriques « AccjuI. Bologna 1916, 1917 ». 
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indirizzo di ricerche ove si tratta di procediineuti fì£>nratì\ ì 
delle siui>olarità siiperlicialij estendenti il diagramma di 
Newton. Oi limiteremo a segnalare a (piesto proi>osito le 
note di WoLEFiNO e Autonne (181)7) e quelle di Dumas 
(11)11, 11)12) ('). 

41. Nota sulla classificazione delle omografìe ìperspazialì. 
— Al j)robleuia delle singolarità delle curve, superfìcie, eco. 
si connette il i)roblema generale delle intersezioni di due o 
piu varietà (aj)parteuenti ad nu qualsiasi spazio e) dipen¬ 

denti da un certo numero di parametri, dove si tratti di deler- 
ininare i vari casi di aggrnppaineiito di quelle intersezioni, 
contatti, ecc. Qui vogliamo jmrgere iin semplice esempio in 
ordine a codesto problema generale, considerando sotto (piesto 
punto di vista la classificazione delle omografìe (spaziali o 
iperspaziali), la (piale verrà così riattaccata alla teoria delle 
singolarità. 

Un’omografìa nello spazio ad n dimensioni, viene 
rappresentata da ima sostituzione lineare omogenea sulle 
coordinate x>roiettive: 

/ ?/o — + —• + ^^0?? 

\ Vi = ^^ 0^0 + + -- + « 1 » 

. 


dove si escludo die il determinante dei coefììcioiiti si annulli, 
per evitare die la omografìa degeneri (caso in cui le for¬ 
mule non sono invertibili). Escluderemo jnire le omografìe 
identiche. 

Se un punto (.c) deve essere un punto unito per l’omo¬ 
grafìa, 1(‘ sue coordinate devon risultare proporzionali alle 
coordinate //^ del punto corrisiiondente, e (piìndi, designando 
con p un fattore di pro[)orzioiialità, devon venire soddisfatte 


(b \V<iLFriX(T « Zidtfteriufc fiir ^NLifcli. ami Plivfi. Hd. 42. 

Autonne « Journal do VEcole poi. » seri e 2% t. 2. 

Dumas « Coiuptes Keiidus t. 142, (pag. 082), t. 154, (pag. 1405). 
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le seguenti equazioni 

/ px^ = + .... 

\ P^I = + •••• + 

. 


xVppare subito che il sistema 2), omogeneo risi)etto alle a,%, 
iliveiita compatibile in generale i)er 1 valori distinti di p, 
radici dell’equazione: 




9 

ft'Ol 

*• ^^'on 



3) 

D{o) = 

«10 

a,, — p .. 

.. a^^n 


= 0 ; 




^ni 


-p 



ni quali valori corrisjiondouo n-Hl biniti distinti della 

omografia 1). 

È facile verificare che il rapporto — di due radici del- 

9k 

l’equazione D(p) = 0 è un invariante assoluto deìV omografia^ 
die rappresenta il birapporto formato dai due punti uniti 
o relativi alle radici e da un punto qualunque 
+ della retta unita PtPk^ c dal suo trasformato 
PiPi‘~^^'^?kPk 7 segue che l’equazione P(p) = 0 non j)uò ridursi 
a un’identità, ove non sia identica l’omografia stessa. 

Inoltre, se si assumono gli u 1 punti uniti come a ertici 
della jiiramide fondamentale delle coordinate (le cui facce 
sono gli iperpiani = le equazioni 1) si riducono alla 
forma canonica 

yi = ?i^ù 

le Pi sono uguali (o proporzionali) alle radici dell’equazione 

!>(?) = 0 ; 

Ile viene che l’iigiiaghanza degli iuvarianti assoluti — relativi 

Pft 

a due oinografle con n -t-1 punti uniti distinti porge la condi- 
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zione <li equivalenza di esse, cioè di ttasfonìiabilità dell’mia> 
ìiell^altra con mia trasformazione lineare. 

Ora il problema generale della classiticazione delle omo- 
^Tafìe, si riconduce all’analisi dei casi in cui oH jj -f-i punti 
uniti vengono coinninine a coincidere fra loro o danno luogo 
a varietà (lineari) di punti uniti; casi che portano semi)re 
radici multiple dell’equa/ione i)(p) = 0, ma non sono snffi- 
cienternente caratterizzati da codeste molteplicità. Questa 
analisi si snol fare considerando la molteplicità secondo cni 
una radice annulla il determinante D(p) e i minori da esso 
estratti, e studiando la indeterminazione del sistema 2)* 
(Gfr. la Notizia storica al termine di questo paragrafo). 

In luogo di eliminare le incognite fra le equa¬ 

zioni 2), studiando la resultante 2>(p) =0, noi elimineremo p e 
otterremo cosi le equazioni dei punti uniti: 

I -^1 + — + 1- — 1- 

\ (^0.1^’,) + d- ~ ^^21^1 “h* .... ~h 


(Queste e(inazioni possono supporsi non svanire identicamente, 
qualora la omografia non sia tenuto conto che si può 

scegliere una qualunque delle equazioni 2) per eliminare la 
variabile p; esse rappresentano qnadriche linearmente indi¬ 
pendenti che passano per lo 

= + + ha^,,Xn = 0, 

e scgaìio Ulteriormente l’iperpiinio = U se^condo gli 
indipendenti 

— 0, X., — i)...,Xn — b. 

Pertanto i 'punti uniti deir omogvfffia 1) si ottengono corno 
ulteriori intersezioni di n quadriche linearmente indi- 

pendenti che hanno a comune un 8,^^^ (intersezione <li due 
ipeiq)iani oniologiii del r<^st() aftatto generici). 

Le equazioni 4) traducono una costruzione geometrica 
dei punti nnilJ, che si lascia giiistitìcare direttamente come 
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«ej>ue. Anzitutto nel piano si ottengono i i)unti uniti di una 
omografia come intersezioni delle coniche generate da due 
coppie generiche di fasci proiettivi corrispondenti AA' e BB\ 
prescindendo dal XJiinto coiniine alle due rette omologhe 
AB e AB', che appartiene ad entrambe le coniche. Nello 
spazio ^3 basterà considerare due trilateri omologhi, affatto 
generici, ahe, ah'c : i fasci proiettivi di assi a e a\ h e 6 ', c e c, 
generano tre siii^erfìcie quadriche passanti i)er la retta 
<^oinune ai piani corrisimndeiiti ahc e aVc\ le quali s’inter¬ 
secano ulteriormente nei punti uniti dell’oinografla. Analo¬ 
gamente in si assumeranno n «i, apparte¬ 

nenti ad un iperpiauo e gli n , omologhi: a/, 
entro l’iperpiano corrispondente 7 ^': i fasci ijroiettivi di iper- 
piani corrisj)ondeuti e a/ generano una t|iiadi'ica (^) i)assante 
per lo Sn— 2 y comune a e tc'; le m quadriche così definite 
intersecano (fuori di P) nei punti imiti dell’omografia di 

Vale la pena di osservare che, come un’omografia di 
dà luogo ad un sistema di n Q'n—i passanti j)er un 8^—2 ?? 
così viceversa: ad ìin sùtema di u indipendtnti, aventi a 

vomune ìin % corrinponde un^ omografia che ha come 

j)unti imiti le ulteriori intersezioni delle ; la quale resta 

determinata quando si facciano corrispondere gli S^—o c a/, 
sezioni di ciascuna (piadrica con due ii>erpìani e tt' con¬ 
dotti per p. 

Ora possiamo dimostrare con ragionamento geometrico 
diretto che « n 1 quadriche 1 di aventi a comune 
un base ^3, si intersecano generalmente in -f -1 punti 

fuori di p ». 

A tal uopo conviene premettere che (per ìi > 3) una 
di 8 -n contenente un 8 ^^^, P, è ini cono (di sjiecie u — 3) 
jiroiettante da un 8 y^^^, <»>, una suxierficie del second’ordine Q'^ 
di (’), e (luiudi contiene due sistemi di 8 ^^., proiettanti le 


(b Ciò riisultii p. efi. cercando le intersezioni della varietà generata 
<5on una retta, clte sono date dai punti uniti di una proiettività. 

(-) L’osservazione viene ginstitlcata per le noistre dalla loro geiie^ 
razione proiettiva: indipeiideuteineute da questa, essendo data coiminqiie 
una Qn_i per p, basterà notare che gli ixierpiani per p segano la 
secondo aventi a conimie con p gli di un fascio, cioè passanti 

jìer uno stesso ^^^.4 w. 

La teoria generale degli spazi lineari appartenenti ad una qiiadrica 
è dovuta a Segue (1S84). Cfr. per es. Bertini « Introduzione.,.. » cap. VI. 
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^i'eiieiatrici della Q.{\ ini sistema (P) a cui appartiene il dato 
spazio e 1111 sistema complementare ( 7)5 due di sistema 
diverso sono lucide liti fra loro avendo a comune 1111 
per ( 0 , mentre due 8 ^—^ dello stesso sistema sono sghembi 
fra loro non intersecandosi fuori di (o. 

Ciò premesso procediamo iudiittivaiiiente, ammettendo 
vero il teorema che si vuol dimostrare per m aventi a 

comune mi 2 tìiichò sia e facciamo vedere 

che il teorema stesso segue per 11 , 

L’ipotesi fatta porta che « m aventi a comune mi 

in si segano generalmente fuori di j3 secondo 
lina varietà d’ordine m +1 ». Si può aggiungere cho 

per m—ìi — 1 la (curva) sega in un plinto gli Sn-, del 
sistema (y) appartenente ad mia Q^n—i che la contiene, e 
quindi ha n — 1 xniiiti comuni con lo Sn—^ P incidente ai (y). 
Perciò basta osservare che le n — 1 Q"n—i intersecai!tisi secondo 
la segano sopra 1111 ixierx>iano per p qiiadricbe Q^n— 2 ^ ridu¬ 
cibili in p e in n — 1 residui, che determinano un punto 

di In conseguenza mia Q'^n—i passante per p, e non x>er V^^ 
segherà ipiesta curva in a + 1 jimiti fuori di p. c. d. d. 

Il problema della classificazione delle omografie di esige 
l’analisi dei casi in cui le qnadriche del sistema 4) hanno a 
comune (fuori di P), non pili n-f-1 punti distinti, bensì griix>pi 
di punti iiifiiiitameute vicini oppure varietà coiitiinie di jninti. 

Conviene premettere che nella nostra discussione sn^rpor- 
reino le quadriche sistema 4) siano coni di apecie n — 3 

e non coni di specie superiore: con ciò resterà escluso sol¬ 
tanto il caso della omologia^ in cui vi è 1111 ixierpiano di punti 
uniti 5 il qual caso del resto apparirà rientrare nel tijio gene¬ 
rale delle nostre omografie. Effettivamente, se non vi è un 
ixierpiano di punti uniti, possiamo supporre che lo % 

intersezione degli ìperjiìaiii corrispondenti tz e 7 z\ non sia 
costituito di jiiiiiti uniti, e quindi due qualsiansi corri- 

sxiondeiiti, a e a', scelti entro n e tu', s’incontrino soltanto 
secondo 1111 ^n -4 i^cui un sicché la qnadrica generata 

dai fasci jiroìettivi di ijierjiiani che hanno iier sostegni a e a' 
riescirà appunto un cono di siiecie n — 3, avente come sjiazio 
<loiiiiio l’intersezione di a e a'. 

Ciò jiosto, iiorremo a base della nostra discussione la 
seguente 

Froprietà fondamentale del sistema delle quadriche 4): le 
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varietà sezioni di m (iiuidriclie del sistema segano gli 

ipcrpiaiii passanti per ^ secondo spazi lineari 

Questa proprietà si dimostra mediante Posservazione, già 
adoperata innanzi, che le (piadriche sono segate da mi 

ipcrpiano iier p secondo un Sn—ì- 

Ora si noti il 

Lemma. 8e le n (piadriche 4) hanno a comune ima a arietà 
irriducibile F, questa appartiene intieramente ad un iperpiaiio 
Ijer p. Infatti F sega P iperpiano = 0 in punti appartenenti 
tutti a p (osservammo già che le ulteriori intersezioni delPiper- 
piano con le nostre haiuio jniiiti comuni); così un 

iperpiaiio proiettante da ^ un punto di F conterrà tutta la F. 

Tenuto conto della proprietà fondamentale segue sen¬ 
z’altro il 

Teorema 1. Se le ìi quadriche Q^n—v a comune una 

varietà irriducibile, F, questa è lineare. 

Aggiungasi (4ie se le dette (inadriche hanno comuni un 
(‘ 1111 Sj^^ (piesti sono sghembi fra loro^ altrimenti lo spazio da 
essi determinato riuscirebbe comune a tutte le Invero 

in (jiu‘sto spazio la 1) subordina ima omografia identica, siccln'' 
tutti i punti di esso sono uniti e perciò comuni a tutte le 
(piadriche i- 

Di (pii segue il 

^ Teorema II. Se le n quadriche aventi a comune un Sjt, 
hanno ulteriormente a comune una varietà irriducibile di 
dimensione di cui qualche punto giaccia nello S^j 

questa varietà è uìi Sj^^ contenuto in S^. 

Infatti F;j^ ('^ lino spazio lineare Sj^^ perchè le intersezioni 
dì n — Il (o più) quadriche fuori di >S^/, soddisfano sempre alla 
proprietà fondamentale di intersecare gli iperpiani per jS 
secondo spazi 1 impari. 

Lo Sf^^^ facente parte delle ulteriori iiitersezioiii delle Q'n^i 
per Sf^ e contenuto in S^, si dirà costituito di punti uniti doppi 
per V omografìa. 

Qui occorre notare che i punti uniti doppi apparfeiieiiti 
ad un S^ formano sempre* ini unico sistema liiu'are Sf>^x infatti 
l’insieme dei punti doppi di S^ viene definito come interse¬ 
zione di Su con ima varietà F, cui S[)etta la proprietà fonda- 
iinmtale dì incontrare gli iperpiani per ^ secondo spazi lineari. 

Ora, in un Su di punti uniti doppi per la omografìa, si 
potrà trovare uno spazio S^,^ dì punti uniti tripli^ fa(*eiite 
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lìiirte dell’intersezione ulteriore delle i, dopoché si sìan 
tolti successivainexde e Così procedendo iuduttiva- 
lueiite si defluiranno in generale gli s^jazi di punti iiiiiii mul¬ 
tipli dell’ouiografla. 

Qidudi, per determinare esattamente la composizione del- 
l’insieme dei uniti di una omografla, assegnando il 

numero e le dimensioiu degli spazi di punti semplici e mul¬ 
tipli che lo costituiscono, occorre anzitutto Tulutare l’equi¬ 
valenza di im Sfi di punti uniti, cioè calcolare il numero delle 
intersezioni che le Q'n—i hanno in generale fuori di questo 
(e di P). 

Teorema III. L'equivalenza di un 8^ i oniune alle n qua- 
driche è li-h l, diguisachè fuori di un Sfi di punti uniti 

semi)lici si hanno in generale n — /^ i)unti uniti dell’omografla. 

Il teorema si dimostra riprendendo il ragionamento con 
cui si i)rova che le n hanno in generale n -p 1 inter¬ 

sezioni fuori di p, e tenendo conto della modificazione portata 
dall’esservi ancora un Sf^ comune alle dette qnadriche. 

Pongasi dapi^rima per semplicità /i = l, cioè si abbia una 
retta a comune a tutte le c giacente — per ciascuna 

di esse — in uu generatore, y* Ij’ intersezione ci n — 1 

Q^n—i è una curva d’ordine », che si spezza nella 

retta a e in una quest’ultima curva incontrerà p 

in n — 2 punti, avendo un’intersezione variabile con gli iper- 
piani per p, e incontrerà il y in uu punto di a; perciò l’ul¬ 
tima ^^*„i,non contenente la F/^"^ ma passante per p e per 
la a, segherà ulteriormente la in 

2 {n — 1) — {n — 2) — l = n — 1 

l)nnti. 

Pongasi successivamente li = 2, cioè le Q^n-^i ald)iau 
comune un piano a giacente in un loro *Sn —2 T* 
intersezione di »—2 si spezzerà nel piano a e in una 

residua il ragionamento precedente prova che l’inter¬ 
sezione della Fg’^”' con un’altra fuori di a, è una 

la (piale sarà geueralmente irriducibile e incontrerà gli iper- 
piani x)er p, e (luiiuli il x)iano a in un ininto: i)erciò il numero 
dei i>unti in cui Fui tinnì Q"n-i ulteriormente la F^^^" è 

2 {n — 2) — (il — 3) — I = » — 2. 

Analogaiueute si inocederà per h > 2. 
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Dal teorema III si passerà ad mi teorema <»eiierale eoii- 
teiuplaiìte diversi spazi di piuiti uniti semplici o multipli, 
mediante la se<xuente 

Osservazione. Se le qiiadriclie Q^n—i possei>.£>‘ouo in comune 
due spazi di punti imiti S}^ e l’equivalenza della varietà 
idspetto alle iutersezioiii delle si può calcolare 

in due modi: 

a) ripetendo il ragionamento precedente con la inoditi- 
cagione che viene portata dal fatto che non solo lo N,,, ma 
anche lo fa parte di tutte le varietà intersezioni di pili 
e si stacca da quelle di dimensione A’; 

h) fondandosi sulla indipendenza dei due spazi 6"/, e X* 
che sono soliembi fra loro, sicché l’equivalenza della varietà 
somma la somma dell’equivalenza dei due spazi: 

con questo secondo metodo si trova diiuqne che due spazi di 
pilliti uniti X/i e Sk assorbono A + fc + 2 punti imiti. 

La conclusione del secondo metodo vale anche per il 
j>rimo, e iierciò — senza entrare in un esame piu minuto — 
siamo assicurati a priori che esso pure conduce a trovare 
l’eciiiivalenza à + fe-l-2 per il sistema di due spazi e Su 
comuni alle n Q^n—r questo secondo metodo, e (iniiidi la 
relativa conclusione, si estende senz’altro al caso in cui Io Sf. 
ven<ì:a sostituito da un X?i (/q di punti uniti doppi interno 
allo X/i o coincidente con esso, (che dovrà esser comune 
all’intersezione ulteriore delle Q'^n—i passanti per Sji). E ana¬ 
logamente si dica per il caso in cui si abbiano jiiù sjiazi di 
punti uniti semplici o multipli. 

Pertanto concluderemo la nostra osservazione enunciando il 

Teorema IV. Se omografia di possiede un Sj^ di 
punti uniti e dentro questo un di punti uniti doppia il 
quale contiene a sua volta un di punti tripli^ ecc. fino ad 
un Sff. dì punti uniti (i + l)-pZ?‘ (à ^ ^ /q •••• ^ gruppo 

degli spazi di fUìiti uniti Sj^S}i^....,Sfi. equivale a 

/< Il I .... -f- li I “H i "L J 

punti uniti. 


L’esistenza di spazi di limiti uniti miiltipU per l’omo¬ 
grafia 2), corrisponde all’esistenza di spazi di contatto o di 
osculazione per le cpiadriche 4); quindi si imo dire che uii’omo¬ 
grafia con spazi di punti uniti multipli possiede spazi di punti 
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tfiiHi iììjiuitameuU vicini^ nel senso stesso in eni la locuzione 
<lei punti iiitìiiitaniente vicini si usa nella teoria delle singo¬ 
larità <l(^lle curve, snperlicie e(*c. 

Delinireuio in ^^enerale ^li spazi (lineari) intinitaiiiente 
vicini entro un (liuiitaudoci al caso che corrisponde ai 
punti successivi sopra rami lineari) per mezzo di varietà 
<»:enerate come serie semplicemente in (ini te di spazi Sji (prive 
di punti dopi^^i). 

Diremo che due siffatte hanno a comune i spazi 

jreueratori successivi ad un semplice contenuto in esse, 
quando le curve sezioni delle con ^li Sn—h >Sh hanno 

un contatto d’ordine L Per n abbastanza alto due Sj^ infini¬ 
tamente vicini di Vn determinano in generale un S-^n-hL (tan¬ 
gente a lungo Sfi) che li contiene, e così tre Sji infìnita- 

ineiite vicini determinano nn (osculatore lungo Sh)j ecc., 

i-h\ Sf, infinitamente vicini <letermiiiano un Se 

(per / piccolo rispetto ad n) gli i+1 successivi debbono ai>par- 
tenere ad uno spazio di dimensione minore di (i + l)(àd-l) — 1, 
questa proprietà si traduce in una coinlizione differenziale per 
la in relazione allo Sji origine; la qiml condizione si 

esprime <licendo che si hanno i-hì Sj, infinitameìite vicini 
non indipendenti fra loro (^)- 

È importante osservare che; 

In ogni punto P <lello riesce <lefiuito nn tangente 
alla che contiene tutti i punti della varietà infinità- 

niente vicini a P nell’intorno del prim’ordine; questo 
viene a iiassare jier lo Sj^ e si può ritenere come proiettante 
dii P lo spazio Sjf infinitamente vicino. Pertanto vi è omo¬ 
grafia^ fra lo spa:!Ìo Sf^ dei pìniti di contatto e la serie lineare oc^ 
degli tangenti alla ('), (i quali riempiono lo 

tangente lungo S/^); l’oinogralia degenera (piando i due spazi 
iniìnitameide vicini e Sf non sono indipendenti (cioè 
sghembi), appartenendo a uno spazio di dimensione inferiore 
a ^Ih 1. 

Analogamente in ogni punto F (hdlo Sf^, riesce definito 
mi oscillatore, avente un contatto di 2° ordine colla 
il quale contiene tutti i punti della varietà vicini a P 

(b Si presentji (pii una generalizzazioni^ delle rigate sviliqipahili di 

(’“) Questa proprietà appare immediata estensione di (jnella, iiotissiiiui, 
relativa allo rette intinitaniente vicdm^ dello spazio. Ctr. ptu* e.s. Knkiquks, 
« G. D(*Rerittiva » Parte seconda 17, ori. 
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Dell’)i)fomo <li secoud’ordine; rjueslo 8.,]^..^ vi(‘i)e n passare 
per lo taJigeJJte hiD^o e si può rif^euere com (3 proiet¬ 
tante da P lo spazio a dijjje))sioJ)) ta)),aeJite lungo 

lo 8ji ij)lìjjitamej)te vicijìo. Perta))to vi ò omografia fra lo 
spazio (lei punti di contatto e ìa serie lineare c>o'^ dei rela- 

tiri osculatori alia (i (luali passauo per lo 7 ^ 4-1 

taiigeute lungo e r)euipio ))0 lo ^' 71 ); 

Poinogralia degenera quando i tre spazi inlhiitameute vieijii 
8h’) 8j,\ iSV' Pon sono indipendenti, ai)i)artei)endo ad jiuo 
spazio di dinjensiojie inferiore a 8 /t + 2 . 

È cljiaro come le cose dette si estendo))o alla serie degli 
spazi osculatori aventi un contatto d’ordine i nei punti di S^i 
si dò sempre luogo ad juj’omografia fra le serie lineare di 
codesti spazi e lo dei punti di contatto; la quale omografia 
degenera nel caso di Sj^ infinitamente vicini Jiou indipoideuti. 

Tuttavia, già nel caso di i — la nomi)iata omografia 
non basta piu (come nel caso di i = 2 ) a definire gli Sj^ infi¬ 
nitamente vicini; ed un conto di costanti vale a mostrarcelo. 
1 \ es. nello vi sono oo» rette e quindi rette p infini¬ 
tamente vicine ad una data p, ed rette j/' successive a //; 
l’esistenza <li p' riesce ben defìjjita da nn S., per p (4 costanti 
arbitrarie) e da una i)roiettività fra i punti di p e i piiUii 
del fascio p; invece l’esistenza di p" non può essere definita 
dando nna proiettività fra i punti di p e gl’iperpiani 
perle S^^ = (pp)^ giaccbò tale proiettivitò ÌJUi)orta soltanto 
3 costanti arbitrarie iina^ce di 7 . 

Ora, la definizione di i-hl SJ^ i)itjjiitanie))te vicini indi- 
pendenti i)i un I i)~i, conduce a considerare — entro 

questo spazio — ima congruenca lineare di incidenti^ che 
reciprocaineute determina il gruppo degli i-hi Si pen¬ 
sino / + ! Sj^ successivi della nostra come limiti di t-f-l 8^^ 
generatori distinti, i (inali determinuno uno 8iM)(h+i}-^ì varia¬ 
bile. Nel detto *S'(f 4 -i)( 7 t-{_i)-i si ha una serie c)c(t+LA dj ìjici- 
denti ai dati Ny,, che formano una (congruenza lineare, in 
modo che i)er ogni punto P dello ne passa « uno » 

(il iiominato N. si costrnis(*e intersecando gli M-l spazi 
che proiettano da P gli definiti dai diversi grui)pi 

di i 8,i); (|nando i nostri Sf^ diventano infìnitaiuente vicini la 
congruenza lineare degli 8i incidenti resta seinpu' una serie 
(0 pffj aTUi)ia) di Si determinati dalla condizione 
di contei)(‘re un punto di un 8ji i)roi)rio, una tangente in esso 
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a eco.; i^ertauto hi coiigruenza-Umite degli òj incidenti 

ad i-h l che divengono in li latamente vicini resta lineare: 
per mi punto generico dello 6 '(i-hi)(ft-hi)~i defluito da codesti 
infili itameli te vicini, jiassa sempre nn incidente ad essi. 

(Si può aggiungere che la congruenza unzidetta rimane 
irriducibile se gli spazi infinitanieiite vicini sono indipendenti; 
ove ijnesti stieno in uno spazio con meno di (ì-hl)(/i 4 -l) — 1 
ilimensioni essa si scinde in due sistemi, analogamente a ciò 
che accade per la congruenza delle rette incidenti a due rette 
date, quando queste diventano incidenti fra loro). 

Vogliamo ancora osservare esplicitamente che: gii ^ 4-1 
punti successivi 0 , 0 ^^, Oo....Oj appartenenti ad mi Sf incidente 
ad i Sfi intìnitamente vicini, stanno sempre sopra un ramo 
lineare, finché gii stessi JSji successivi sono definiti come spazi 
generatori (indipendenti) di una priva di punti doppi. 

Invero se p. es. 00 ^ 0 , stessero sopra un ramo di second’or¬ 
dine, il piano 00 ^ 0 , riuscirebbe tangente a e quindi 

con tenuto nello tangente alla varietà liiiigo ^^e 0 , 0 ^, 0 ^ 

succedendosi su un ramo lineare, fosse di second’ordine il 
ramo 00 ^0.0.^ (O^ satellite di 0 .,) dovrebbe 0 ^ appartenere 
al piano tangente in 0 ^ e quindi allo spazio osculatore 

alla Yu^^ lungo Sn, e così di seguito. 

11 concetto degli 8 ^ iiifiiiitameute vicini in un si 
lascia estendere ove si considerino spaoi infinitamente vieini 
di dimensioni diverse, > 8 /^ ",.— (à^ hi > ^2•*••)• Invero 

si dovrà dire infinitamente vicino ad S^i mio spazio che 
sia infinitamente vicino ad un di Sji, e così di seguito. 

La determinazione del detto spazio * 8 ^^' potrà farsi per mezzo 
di varietà Yj^ generate da spazi e contenute entro 
niiu generata da 8 )^ ; la determimizioiie <lello me- 

iliante generate da e contenute nella precedente 

ecc. ; si supporrà sempre che le nostre varietà sieiio 
prive di x)imti doppi. 

Ma la considerazione <li sj)azi infinitamente vicini di 
diuieusioiie diversa, dà luogo ad un’avvertenza che apparisce 
chiara già nel caso di ini punto infinitamente vicino ad ima 
retta. Se il punto P' è iufinitameute vicino al punto P della 
retta p, le superficie per p e P' riescono tangenti al piano 
Tz — p-PP^ e quindi contengono tutti i punti infinitamente 
vicini a P nell’intorno del prim’ordine, sopra tc; i quali costi¬ 
tuiscono una « retta iufiiiìtesiiua Le <ùrcostanze acceiiiiute 
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si lasciano comprendere iiitiiitivaineiite dicendo die « le siiper- 
lìcie per p e P' possono ritenersi avere a colmine il punto P 
e una retta j/ inliiiitaraeiite vicina ad esso ». 

Aiuiloi^anieiite, se uno spazio con < li diuieusionì, 
viene iiifiiiitaniente vicino ad un di Si^ (^\\ essendo 

sghembi fra loro in un ambiente di dimensione abbastanza 
grande), accade che le nostre passanti per Sj^ e abbiano 
lo stesso tangente lungo (contenente gli tan¬ 
genti nei punti di in conseguenza « le dette si 

possono ritenere come aventi a comune un ed nii 
infiliitainente vicino ». 

È cliiaro come queste considerazioni si estendano al caso 
di più spazi iniinitamente vicini di dimensioni diverse; ed 
ecco il loro proprio significato. 

Si abbiano i + 1 sjiazi indipendenti 


Sji 




(ù> 7f,->.... 


comuni a più varietà generate da spazi Sf^) ; queste 

possono ugiialineiite ritenersi avere a comune una siiecessione 
di spazi eoa e h dimensioni. 

Ciò importa die: ^ina sìtceessione di i-h 1 spaoi ìufinitamente 
vicini indipendenti 6'/^ Shl determina nello ^ 

a cui appartiene una congrHeu:;a lineare di incidenti, la quale 
j)iio definirsi come limite della congruenza (ad /*-i-ùj.... + 
<limeusioni) determinata da / + ! spazi distinti di uguali 
dimensioiu (‘) die si avvicinino — nel modo indicato — 
entro L’anzidetta coiigrnenza lineare è costituita da iS\ 

aventi un contatto d’ordine i con le nostre h A-ì-i <doè con¬ 
tenenti i +1 pilliti di queste siiccedeiitisi sopra rami lineari 
(le Vn-\-i J^ono sui^poste non avere i>unti multipli in aS/,). 


Ciò che abbiam detto intorno agli spazi infinitamente 
vicini in 1111 Sn^ d applica direttamente al caso delle omografie. 

Se un’omografia di Sn possiede nn Su che sia (/-f- l)-plo 
(à>0), le (»ominii mi n — li — 1 quadri che 4) hanno 

lungo lo Su un contatto d’ordim* i: infatti le sezioni di codeste 


f) Lo ;uì /-h-1 spazi in un 

per un pautt» I\ si eiistrui.see j)roi(*ttaiulo da P;;Ii spazi (lefc(M*niinati da i 
Bpazi S, e i lite r se mudo gli spazi proiettanti così ottenuti. 
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<iua(lridie con un Sn—h generico liainio i-hl punti comuni, 
riijjiiti nella intersezioni dello Su (facente parte i-hl volte 
di F;j) con lo Sn~h* 

Ijo stesso ragionamento prova che, più generai mente : se 
mi’omografia possiede gli spazi di punti uniti sovrapposti 

.,•••• ^ìii 

le (inadriche 4 ) hanno nu contatto del priui’ordine lungo 
un contatto del secoiuFordine lungo Su^, ecc., e (piindi pos¬ 
seggono in comune i -t- 1 spazi infinitamente vicini delle dette 
diiuensioui, cioè: lo sjiazio generatore successivo allo Su^ sopra 
ciascuna T/,^4-1 (die i^er e diverso per le varie 

due spazi generatori successivi ad soin^a ciascuna ecc. 

Eiievianio esplicitamente che: nu S^ incidente agli ì + l 
spazi iutìnitameute vicini dell’omografìa, e non avente a 
connine con una retta o uno spazio più ampio (di punti 
uniti) contiene i-\-l iufiiììtameute rìdili, eoìmini alle 

quadri eh e 4 ), i quali sì succedono sopra un ramo lineare 

Invero le sezioni di i — J (piadriche con lo hanno a 
connine delie cnr\e C che si ottengono intersecando con lo Si 
le varietà Tn~i-hi'^ perciò le C sono unisecanti gli spazi y gene¬ 
ratori delle nostre quadriche e risultano prive di punti doppi. 
(8i avverta che si ha qui n —■ i essendo, come abbiamo 

visto, 

'n 1 ^ {h “H 1 ) (/q q- 1) -H .... q- [hi -H J ) 5 

perciò le i — 1 passanti per lo Su hanno sempre a 

comuJie una varietà di ii — iq-1 dimensioni). 

Ora dimostriamo che: un Si contenente i+l punti infi¬ 
nitamente vicini e indipendenti, comuni alle qua¬ 

driche 4 ), è invariante per l’omografia. Invero se le nostre 
quadriche hanno a connine soltanto i detti punti e non mi Su 
I>er 0, con h > 0, appare subito che il sistema delle quadriche 
stesse è limite di un altro con i 4-l punti comuni distinti 
che danno origlile a 00^....0^, e (pundi la nostra oniografìa 
e limite di un’altra con uno spazio invariante che si riduce 
allo Si congiiingente 00 ^,„. 0 i. Se j^oi le quadriche aiizidette 

(b Ciò è d’accordo colla circostanza che le varietà 
riescono prive di punti doppi. 
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hanno a comune un per 0, con una piccola variazione di 
esse, si può eliiiiiiuire questa circostanza conservando i punti 
coniiuii 00^,...Oj. 

IVrtanto dedurremo: se un’omogralìa di Sn possiede i~\-ì 
spazi di punti muti iidìnitameute vicini Sj^ .... essa 
ammette come invariante lo spazio da essi determinato (oscu¬ 
latore alle Q lungo 6^^). 

Codesto spazio unito cougiuugeiite gli S non può avere 
dinieiisione inferiore ad 


li -q— li ^ ?, 

altrimenti si avrebbe in esso un’omografia siilmrdiiiata con 
spazi di punti imiti la cui equivalenza supererebbe la diiiieu- 
sione auinentata di nn’iinitii, la quale dovrebbe essere iden¬ 
tica. Ciò siguilica che « gli spazi di punti uniti iidinitaineute 
vicini di un’omografìa sono indipendenti ». 

Pertanto sarà lecito riassumere i risultati ottenuti enun¬ 
ciando il 

Teorema. Un^ omografia, non identica, di 
generale diversi gruppi di spaci di 2)unti uniti infinitamente 
Ticini, indipendenti: 


Su Sn^ 


.... iS/ty,.... ; 


dove 


(It ~\~ li £ ”1~. 1) ~\~(li 'T'/q H— ....-j—/i j .min 1 

lt>0, . 


Ogni griqipo dì r spazi S in fin itameli te vicini deterniiiia 
mio spazio invariante dove viene subordinata mi*omograiia 
che diremo (e non identica per r ;> 1): in questa 

sì ha una congruenza lineare di Sr uniti, iiicideiiti agii S dì 
punti uniti, ciascun iSV coiiteneiulo r + 1 punti niiiti succes¬ 
sivi sopra iin ramo lineare. 

Queste conclusioni si estendono anche al caso delFomo¬ 
logia di (caso di riducibilità delle avendosi qui 

un iperpiano o) di punti uniti e un punto unito isolato 0 
(il centro), che può divenire inlinitaiiieiite vicino al detto 
iperpiano: in quest’ultinio caso le qinidriche ^ si ridu¬ 
cono all’iperpiano fisso w e a un altro iperpiano per 0, e 
quindi i punti iufinitauieute vicini al punto doppio 0, in tutte 
le direzioni, riescono uniti per l’omologia. 
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Jlisnlta dal teorema i)recedeiite che oiiio.i>Tafia di 
si può ritenere determinata iiiediaiite le omografie che essa 
subordina in certi spazi inferiori, e precisamente: 

1) mediante le omografie monovalenti, che subordina 
negli si)azi Sh+h^^....+hihi—* definiti dai diversi grai>j)i di spazi 
<li punti uniti infinitamente aìcìiiì; 

2 ) e mediante omografie con due spazi di punti uniti 
distinti, come quella, dotata dei due spazi di punti uniti Sh e Sh'r 
nello Sh-i-h'n ohe li congiunge. 

Ora l’omografia con due spazi di punti uniti Sh e Shf è 
caratterizzata dalla proiettività subordinata soj)ra una retta 
incidente a codesti si)azi, la quale proiettività possiede mi 
certo birapporto invariante: tale invariante è fisso per tutte 
le rette miite analoghe, che formano, nello Sh-i-h'^2j una con¬ 
gruenza lineare. 

In qual modo i>otrauno caratterizzarsi le omografie mono¬ 
valenti con i + l spazi di punti uniti infinitamente vicini 
cioè quelle omografie mono valenti che diremo 
di caratteristica (/q 7 *^..../q)? 

La risposta a tale questione ci fornirà, il tipo assoluta- 
mente generale di tutte le omografìe iperspaziali, indicandoci 
la ridazioìie delle sostituzioni lineari corrispondenti ad, una 
forma canonicu,^ che ne mette in luce gl’invarianti. 

]\ra per conseguire tale risposta conviene anzitutto stu¬ 
diare più profondamente le omografie (monovalenti), di nii 
dotate di un solo punto unito nmltiplo, cioè di i + I immiti 
uniti iiìfinitameiite vicini, snccedentisi sopra mi ramo lineare. 

(liova iireiiiettere alcune nozioni intorno alle curve razzio- 
ìtali nonnali. 

Si dice curva razionale normale, in uno si)azio 
Sr = lina curva d’ordine r, rappresentata 

parametricainente mediante polinomi di grado r: 

■ ^o=':Po(^) 

I == Ti(7) 


i polinomi 'Pi d<d)])ono essere linearinente iiidipendeuti, attìnchè 
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la ( 7 ,. appartenga allo Sr e non a uno spazio inferiore. Tutte 
le Cr di aSV sono proiettive fra loro, giaccliò con una sosti¬ 
tuzione lineare, la CV scritta innanzi può dedursi dalla (*) 



\ X-,, = r 


Si pone fra due nna proiettività^ subordinata da 
un^omografia dello spasalo che le contiene, associando con nna 
sostituzione lineare i relativi parametri; e così in iiarticolare 
se nelle formule rappresentative della Cr si eseguisce nna 
sostituzione lineare (intera o fratta) sopra si definisce una 
proiettività sopra ( 7 ,., la (piale viene subordinata da nna 
omografia di Sn trasformante in sè la ctirva, che così riesce 
determinata. 

Al concetto della proiettività fra Cr si lega la genera¬ 
zione proiettiva di essa (’), che escende la nota generazione 
steineriana delle coniche e delle cubiche gobbe: una curva 
razionale normale di Sr si può generare come luogo delle 
intersezioni dei raggi omologhi incidenti di due stelle omo¬ 
grafiche coi centri sopra la curv^a. Infatti, i coni proiettanti 
lina Cr da due punti A e A! di essa risultano proiettivi (come 
le Cr^i sezioni iperpiane di essi), e tale proiettività riesce 
subordinata da nn’omografia tra le stelle A e A!. Viceversa 
se si pone fra due stelle una generale omografia, la curva- 

p) Ciò si collega a quanto è detto nel L. 2'^, ^ 6 sulla costruzione 
della Cr come immagine della serie lineare dei gruppi di r punti della 
retta su cui è disteso il parametro t) qui, a determinare la detta serie, 
vengono presi gruppi come segue: un primo gruppo costituito dal 

punto t = co contato r volte, un secondo gruppo costituito dal punto < = 
contato r — 1 volte e dal punto i = un ultimo grupi>o costituito dal 
punto t = 0 contato r volte. 

Nello spazio Sr la rappresentazione canonica della Cr indicata nel 
testo si ottiene scegliendo una piramide fondamentale ili cui due vertici 
M e N appartengono alla curva e lo facce sono gli iperpiani deterniiuati 
da im Sa oscillatore in M e da un Sb osculatore in AT, dove a-{-h^r — 1; 
occorre inoltre scegliere il punto unità in mi iiiinto U della curva, e fissare 
il parametro t iu guisa che iier < = 0, co, l, si ottengano i inulti iV, U. 

(2) Cfr. Veronese. Math, Anualen, Bd. 19. 
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luo^^‘0 così defluita è d’ordine r perchè incontra ini iperpiauo 
in r punti, che sono uniti per l’omografia determinata in esso 
segando le due stelle. 

Ciò posto (come per la conica e per la cubica gobba) si vede 
che « lina Cr di Sr è definita da r-h 3 dei suoi punti » i quali 
possono essere assunti ad arbitrio nello Sr, purché siano indi- 
2)endenti, cioè tali che r-hl di essi non giacciano in nu iperpiano- 

La conclusione sopra ennuciata si estende al caso in cui 
alcuni dei punti dati divengano infinitamente vicini sopra 
rami lineari, (conservandosi indipendenti) ; in jiarticolare 
« esiste lina Cr determinata che passa per r +1 punti infi¬ 
nitamente vicini (sopra un ramo lineare non contenuto in un 
iperpiauo) e per altri 2 punti generici dello spazio ». 

Per giustificare rigorosamente l’estensione del teorema 
sulla determinazione di una Cr, nel caso di punti infinita¬ 
mente vicini, si può procedere induttivamente, «ammettendo 
vero il teorema per r — 1 e dimostrando quindi che esso 
sussiste per r, cioè che anche nello Sr vi è una 6V sola, e noji 
infinite Cr, definita dal passaggio per >' + 3 punti indipendenti, 
alcuni dei quali sono infinitamente vicini ad un punto 0. 
Ora l’ipotesi fatta porta che la Cr di cui A^ogliamo mo¬ 
strare l’unicità debba giacere sopra mi determinato cono K 
proiettante da 0 una curva razionale normale di Sr—» : basta 
diniqiie mostrare che su K non possono esistere due Cr pas¬ 
santi pe^' 0 ed aventi a comune ulteriormente rH-2 punti, 
comunque infinitamente vicini, A tale scopo si eseguirà una 
proiezione sopra un piano delle curve Cr tracciate su K (e 
passanti per 0 ) da r — 2 punti generici di K 
ogni Cr viene proiettata in una curva d’ordine r Cr, avente 
un punto (r — l)-i)lo fisso 0 \ proiezione di 0, ed ivi r — 2 
tangenti fisse che sono le tracce, sul piano, degli iperpiaui 
tangenti al cono in un punto e passanti per i rimanenti 
r — 3 centri A. Si constata (piindi che due C,! siffatte s’inter¬ 
secano ulteriormente in r + l punti, immagini delle interse¬ 
zioni che le corrispondenti lianno su K fuori di 0 , e così 
non è possibile che due ( 7 ^ tracciate su A"abbiano, oltre 0 , r4-2 
punti a comune, c, d. d, (Nel ragionamento che precede viene 
tacitamente utilizzata l’iiiotesi che gli r-f -3 punti dati per 
determinare la Cr siano indii)eudeiiti, col che resta escluso 
lo staccamento di rette del cono K per 0 , e quindi la ridu¬ 
cibilità delle Cr di cui si discorre). 
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Ora la generazione proiettiva delle ( 7 ,. ci coiidn<*e alla 
costruzione delle omografie di Sy, dotate di r+1 punti uniti 
infinitamente vicini. 

^Inzitntto, se è data in nn’oniogTatia con mi unico 
punto unito (r + ])-plo P, si eostrniranno i punti imiti 
PjPg..,.Py, vicini a P come punti successivi a P sopra la Cr 
che viene generata da due stelle oiuogralìche corrispon¬ 
denti A, j 1 '; infatti questa Cr appartiene ad r — 1 qnadriclie 4 ) 
indipendenti, generate da fasci proiettivi d’iperpiani, i cui *SV—2 
base passano per J., A\ Viceversa, la conoscenza dei pniiti 
imiti PP1....P2 e di mia coppia di punti corrispondenti AA\ 
determina una ( 7 ,., passante per gli r+ 3 punti dati, luogo dei 
raggi omologhi incidenti delle stelle A^ A\ e così permette di 
costruire Pomografia fra queste stelle; quindi si otterrà una 
seconda coppia di stelle omografiche BB\ osservando che i 
punti corrispondenti delle rette P 7 L, BA\ sono allineati col- 
P intersezione della retta e dello = (PPì....P,.__ì). 

Ma la teoria delle curve razionali normali si collega anche 
in altro modo a quella delle omografie di Sr dotate d’ini 
punto (r d-l)-plo. 

Se si pone su Cr nua proiettività con due punti uniti 
distinti ilf, Nj si ottiene in Sr uip omografia con r + i punti 
uniti distinti; infatti la piramide degli elementi uniti viene 
definita dai seguenti r -h 1 iperpiaiii : 

1) Piperpiaiio #SV—1 osculatore, cioè avente un contatto 
r-punto con C^^ in il/; 

2) Piperpiano proiettante da N io Sr—2 osculatore, cioè 
avente un contatto (r— l)-i>nnto con Cr, in il/; 

3 ) Piperpiauo x>roiettaute dalla retta tangente in N 
lo 3 osculatore a ( 7 ,. in il/; 


r) Piperpiano proiettante M dallo /SV—2 osculatore in N; 
rd-1) e flualiuente P/perpiaiio osculatore a Cr in N. 
Appare quindi che « (piando M e N vengono a coincidere 
sopra Cr, per Pornografia trasfonnaute in sè la curva tutti 
gU rq-I punti imiti vengono a coincidere in un solo punto 
unito multiplo ». 

Viceversa: mdomvgrafia con un punto unito {r -\-1 yjìlo in /SV? 
possiede una curva razionale normale invariante (anzi una con¬ 
gruenza oc’’—* di curve analoghe) v riesce definita dalla proprietà 
di subordinare sulla detta curva una proiettività parabolica. 
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Il teoieina resulta da uu semplice computo di costanti, te¬ 
nuto conto dell’osservazione che le omografìe di Sr dotate di un 
punto (r + l)-plo formano un sistema (razionale) irreducibile. 

Infatti : 

1) per determinare in 8r iin’omogratìa dotata dì un 
punto (r-f-l)-plo P si possono dare ad arbitrio, oltre F, 
r punti P^P.,,.,.Py iutìnitameute vicini ad esso sopra im ramo 
lineare e una coi)pia di punti propri corrispondenti AA\ in 
XH)sizìoue generica; ciò importa che la dimensione di codesto 
sistema d’omografie vale 

r-h(r— l)r = 

2) d’altra parte, come abbiam detto, le curve razionali 
normali, (7,., di Sr dipendono da 

(rd-3)(r-l) 

costanti arbitrarie; ponendo su una (7,. mia proiettività para¬ 
bolica (che implica 2 costanti) si dà luogo ad ima omografia 
di Sr, dotata di punto (r-hl)-i)lo, che lascia invarianti oo’—* CV 
analoghe (’), sicché la dimensione del sistema d’omografie 
così determinato vale 

(r + 3)(r - 1) + 2 - (r — I) = + r. 

L’esistenza di una curva razionale normale invariante 
per una omogratìa di Sr dotata di ?■ 4-1 punti uniti inliuita- 
inente vicini, conduce a scrivere le eiiuazioui dell’omografia 
sotto lina forma canonica. 

Invero rappresentiamo la 6V invariante con le formule 

Xq 1 

= t 

0) rr, ^ 


\ Xr = V\ 

(‘) 8L euu;5Ì<K*ri l;i serie Uei piiuH AA^A",.. che conis])oiHÌuiio ail un 
punto generico A nelle successive xiotenze ((Vordine 1, 2,..,) d’un’omo¬ 
grafia II: questa serie è proiettiva alla serie analoga BB'B’'... costruita a 
partire da un punto B} quindi se la prima serie {ipparticiie a una Cr inva¬ 
riante, altrettanto avviene per la seconda. 
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ili guisa che per t = oo si ottenga il puuto imito della omo¬ 
grafia e della proietti vita jiarabolica subordinata sopra Cr* 
Allora questa proiettu ita parabolica verrà data da una sosti¬ 
tuzione del tipo 

t^t' -hlc; 

anzi è lecito prendere qui 7r = l, giacché ci si riduce sèmpre 
a (piesto caso eseguendo conteinpovaiieaniente uii cauibia- 
ineiito del parametro e un cambiamento delle coordinate 

(t = lvZ, = 

Ordunque, ponendo r = + l nelle foriiinle precedenti 

e indicando con (?/) il punto che così viene a corrispondere 
ad (x\ otterremo le equazioni dell’omografia trasformante in 
sé la Cr sotto la forma: 

Vo “ ^0 

?/i ^ ^0 + -^1 
?/■> = ^^0 + + ^2 
2/3 ~ ^0 + + ^^2 + ^3 

q- j 4- Q iTg 4 - .... 4- x ^. 

Si ha così una forma canonica per le equazioni delV omo¬ 
grafia di Sy con ?' 4 -l punti uniti infinitamente vicini (‘), 



(^) A priori tenuto conto die un’oiuogralìa qiiahuique poB.sietle almeno 
un plinto unito, c sìinilniente una retta unita nella stella die ha questo 
come centro, un piano unito per la retta, ecc., si ottiene la forma ridotta 


)/o — *^00^0 

ih ^ "20 ^0 ^31 -t- ^*22^2 


Se il punto imito (00....01) deve <• ssere iiuieo si avià 
Uqo ^ i “ ^22 ” •••* ^ rr. 

La ricerca dei punti uniti i liti n ita nnnite vie ini si può far qui nel 
modo diretto die decenne remo rapi da mente nel caso del piano. 

Passiamo alle coordinate eartesiain*, scrivendo le equazioni dell’omo- 
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lu quale tuttavia, con un cauibiameuto di eooidiuate, si può 
ridurre al tipo 

2/o = 

?/l — ^0 + ^’l 

y, = ^1 + •'^'2 

?/3 = 


//r= 

(j>iiesta riduzione si ottiene eseguendo contemporanea¬ 
mente sulle X e sulle y una medesima sostituzione lineare, 
<love la /t-ma coordinata dipenda soltanto dalle precedenti, 
per es. lasciando fermi 

•^ 0 . 2 / 0 , 2/1 

e cambiando 

X., in 2;r,+ y, in d-?/i 

x.^ in 6 x-^ + Gx.^ + , 9/3 in 6^3 



La forma canonica 8) si può trovare direttamente par¬ 
tendo da una conveniente rappresentazione parametrica 
della Cr invariante, diversa dalla 6). A tal uopo basterà 
riprendere la rappresentazione parametrica generale 5), deter- 


gratìa nella f4>rma 

, X 

X -r, y = 

a.2oX-}~ 

(^^00“ ^11 “ ^22 

dopo ciò ponga in queste equazioni 

y*~y\ 35 —?y = L 

le equazioni anzidette si soddisfano a meno di infinitesimi del terz’ordiiie, 
prendendo 

a = 0, P = ^. 

Si ottengono così le coordinate dei d<ie punti uniti snccespivi all’origine. 


= 1 ); 
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luinaiiclo i polinoiiìi mediante l’equazione ricorrente 


+ T-) — 

-ove si prenda, f)er es. 

9,(«) = r; 

i polinomi risultano di grado fc, e romogralia che trasforma 
in sè (7,, cambiando i in ^4- 1, viene data da 

Vh — ^>—1 + ^k’) 

eioè dalle formule 8). 

Ora le forninle 8) danno luogo ad una semplice inter- 
ITrotazione, in base a cni l’omografia di aSV con nn pnido 
unito (r+ L)-plo riesce definita indipendentemente dal con¬ 
cetto dei punti uniti infinitamente vicini, come vsegne. 

Si designino con 

A, ( 10 .... 0 ), A, = ( 010 ..,. 0 ),....^,, = (().... 01 ) 

i vertici della piramide fondamentale per le coordinate; 
allora : 

il imnto è unito; 

il punto A^ appartiene alla retta imita (congiangente Aq 
al punto unito infinitamente vicino cioè) tangente alla Cr 
invariante, giacché il punto omologo A^' si trova sulla 
retta 

il punto A.^ appartiene al ynaiio imito osculatore a CV, 
ed il suo omologo A/ trovasi sulla retta 


il punto Ay sta, nello fuori dell’iperpiauo unito 
oscillatore a Cy (cui appartiene Ay^^) e il suo punto omo¬ 
logo Ay trovasi sulla retta cougiungeiite 

Le copiiie di xmnti omologhi Aj^A^ diconsi coppie carata 
teristiche e il gruppo dei punti in cui A^A^'A^^j 

sono allineati e A^ appartiene allo Sh unito stando fuori 
ilello Sfi—i unito, dicesi gruppo caratteristico per l’omografia: 
la forma caìWìiica 8; si ottiene riferendo r omografia a una 
piramide fondamentale costituita dai punti d^ un gruppo carat¬ 
teristico e scegliemlo coiiveiiieuteineiite il punto unità, per 
ridurre ugnali i coefficienti di e Xf^ nella combinazione 
lineare ehe porge (l’ipotesi elie l’omografia possegga il 
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solo punto unito porta uguali i coefficienti della diagonale 
del determinante della sostituzione). 

È chiaro che i punti per costituiscono 

uu gruppo caratteristico per Pornografia subordinata nello 
spazio unito cougiuugente A^ coi fc punti uniti successivi; 
ciò corrisponde alla circostanza che il quadro 8) (al pari del 
quadro 7) che lo precede) limitato alle prime 7c +1 linee 
porge Pornografia subordinata nel detto Su, osculatore alla (7,.* 

Ora si possono estendere le formule 8) (o similmente le 7) 
precedenti) al caso di una omografia monovalente di carat¬ 
teristica (7i/j^..../*i), dal quale si passa poi al caso di una omo¬ 
grafia qualuiniue. Per chiarezza usiamo qui di coordinate con 
doppio indice, disponendo le equazioni delP omografia x>er 
linee e colonne nel modo che segue: 

^o« •••Hoc ~ ••• ?/oft ~ ^0^ 

^oa ”1“ ^oe ”1“ Vih. ” 1“ 

7 / 2 & ^ 2 & '**y 2 C ^ 2 C ^ih. ^ 2 ^ 

ViC = + ^se — y^h. ^ ÌToA -h (C^h 

y^h ^ 


yih = 

a = 1i — 7Jj, h — a = 1i^ — 71^, c — h = ... (*). 

Il nostro quadro si giustifica osservando che le sue colonne 
mettono in evidenza le omografie dotate di un punto unito 
multiplo che vengono subordinate dalla data entro spazi di 
dimensioni «*, i — 1 ,... incidenti a i + 1, spazi di punti 
uniti; delle quali si è assunta la rax)preseutazioue 8). 

La forma caìionica di una omografia qualunque in Sn 
si ottiene scrivendo le formule 9) per le omografie monova¬ 
lenti subordinate negli spazi invarianti che sono determinati 
dai gruppi di spazi di punti uniti infinitamente vicini (qual¬ 
cuno di questi si^azi potrebbe anche ridursi ad uno sj)azio ai 

(9 I numeri 6 o, che deBÌgnauo quanti sono gli elementi delle 

colonne del nostro quadro (procedendo da destra verso sinistra) costitui¬ 
scono gli esponenti dei così detti divisori elementari di Weikrstrass 
( cfr. notizia storica): vi sono numeri e uguali ad i-hl, 

uguali ad — h.) uguali a 2, e h — hi uguali a 1. 


0 - ^00'**?/o« ' 

Via 
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inulti uniti (li dimeusioue >0, il quadro 9) ridueeiulosi alla sua 
prima linea ed eventualmente anche alla prima equazione di 
questa). Occorre però mettere in evidenza per ciascun gruppo 
di formule un diverso fattore di proporzionalità; così ad 
esempio si scriverà in relazione ad un di punti uniti 
=1 e in relazione ad un secondo óV di punti uniti 

ed il quoziente — designerà il birapporto 

invariante delP omografia subordinata della data sopra la retta 
unita (congiungente due vertici della piramide fondamentale) 
che si appoggia ai due spazi Sh c esso porgerà (luiudi un 
invariante assoluto deiromografia. 

Ora la forma canonica mette in luce che: 

Due omografie entro lo spazio Sn fiono trasformahili proiet¬ 
tivamente V una neir altra quando posseggono gruppi di spazi 
di punti uniti infinitamente vicini con le medesime dimen¬ 
sioni (corrispondeiiti a radici uguali dell’equazione D(p) = 0) 
e di piu hanno gli stessi invarianti assoluti, fomiti dei rap- 
jiorti delle radici diverse della D(p) = 0. 

Notizia storica ed osservazioni critiche. Il principio di 
una classificazione generale delle omografie o sostitnzioui 
lineari omogenee sopra u -Hi variabili si trova in una memoria 
di Oayley del 1854 (^). L’autore, riattaccandosi a Sylvester, 
studia i determiuauti D(p) i cui teriniui contengono linear¬ 
mente una variabile p, e considera le molteplicità ([i, pti.—l^g) 
che spettano a una radice p — p in rapporto alle equazioni 
otteunte anunllando il D(p) e i suoi minori d’ordine 

ììj n — 1,..,.» —/’ -H 1. 

Alla fine della inemoria, in poche righe, osserva che questa 
analisi si applica alla classificazione d(dle omografie, ove 
appunto s’incontra il determinante 


^^00 ? 

^01 

.... «o« 

«10 

«11- 

- P •••• 

««0 

«n, 



(b Journal fiìr Matti. Bil, 50, pag, 313. 
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meuzioiiaudo le classi ili oiuogratie del piano e il uiimero di 
quelle dello spazio. 

Weierstrass (0 (1858-08), svolgendo lo stesso principio, 
osserva che la considerazione delle molteplicità g, 
secondo cui una radice p = o apjiartiene alle equazioni otte¬ 
nute aiiniillaiulo un determinante d^ ordine u-h 1 D(p) e i suoi 
minori d’ordine n, n — 1 .... h — r-hl, corrisponde a ima 
decomiiosizione del fattore (p — p)^ in tanti divisori elemen¬ 
tari del D(p): 

(?—p)' (?—p/‘-- (p— pp, 

dove 

c — |JL , e^ — Pj [JL^ .... er-i = |JLr-l ~ 

e stabilisce im celebre teorema che, come diremo, significa 
l’equivalenza proiettiva delle omografie di un Sn i cui deter¬ 
minanti posseggano gli stessi divisori elementari. 

A vero dire AVeierstrass non tratta esplicitamente delle 
omografie, ma delle condizioni di equivalenza delle coppie 
di forme bilineari, 

e 

/ f "V r / / / VI? • f f 

= Xi Uk , 9 = «A 7 

})er lina trasformazione lineare delle x nelle e per un’altra 
trasformazione delle n nelle h\ 

Frattanto, indipendentemente dall’analisi di Weierstrass, 
Clebscii e Gordan (^) per le omografie piane, e Jordan (^), 
per le sostituzioni lineari sopra un numero qualunque di 
variabili, trovavano in modo diretto le forme canoniche C). 

Segre (°) (1884) indipendeutemente dalla considerazione 
di forme ridotte, fonda la classificazione generale delle omo¬ 
grafie iperspaziali sulla interpretazione geometrica del teo¬ 
rema di Weierstrass (^'). 


(^) Accud- di iierliiio, marzo 185H e maggio 1868. 

(q Math. Annalen, Bd. ], j)jig. 359. 

(q Traité des Kubstittitions, (Parie 3870), Cai), ii* 

(*) Studi geometrici sulle omografie del piano e dello spazio ordinario 
trovausi anche in IIirst (1871), Reye (1880), Battagmnt ecc. 

(q Memorie dell’Acc. dei Lincei, serie III, voi. 19. 

(^) Contemporaneamente Lo in a (Giornale di Matoinaticlie, t. 22) ha 
elassìticato le omografie spaziali, riferendosi pure al metodo del divisori 
elementari di Weieustuass. 
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Si cousulerino le cc e le x come coordinate di punti <li 
uno spazio 6 ^ e le « e ii coiue coordinate degli iperpiaiii di 
un altro spazio S'\ allora le equazioni /=0 e 9 == 0 pongono 
due oinogratìe fra 8 e S' (dato un punto viene definita l’eqna- 
xioiie della stella corrispondente) e quindi determinano in 8 
una omografia rappresentata dalla 

/(y»r) = 9 (iric) 

ritenuta come una identità rispetto alle w, cioè dalle sosti¬ 
tuzioni lineari fra le y e le x che si ottengono uguagliando 
nelle due forme i coefficienti delle 

Più semplicemente, se si interpretano le n come coordi¬ 
nate degli iperpiani delio stesso spazio un’omografia di S 
viene rappresentata annullando un’unica forma hilineare 

f - 

ma le sostituzioni lineari che si operano sulle x e sulle n 
sono soggette a trasformare in sè la relazione di apparte¬ 
nenza di punti e iperpiani 

l^ertanto, come spiega nella sua citata memoria, 

il teorema di Weierstrass porge le condizioni di equiva¬ 
lenza di due omografie dello aS"; e costituisce cosi il fonda¬ 
mento di una teorìa che il Segrk svolge in diversi sensi (uppli- 
candola anche alla classificazione delle coppie di cpiadriche, 
dei complessi dì secondo grado, ecc.). 

Prederua (^) (1888-1802), riprendendo e approfondendo 
la teoria delle omografie, riesce all’interpretazione geome¬ 
trica dei divisori elementari (^), che trovano riscontro nel 
concetto degli siHtzi di punti uniti multipli] quindi egli è 

(0 Annali di Matematica, t. 17, (18S9-90), pag, 113; Atti delPAccad. 
di Torino, t. 27, (1891-92), pag. 270. Cfr. Bertini, « Introduzione.... », 
€ap, IV. 

(*) Questo riscontro emerge dal nostro qimdro 9) come si è accennato 
nella nota a piè di pag. 680, tenendo presente die ogni gruppo di spazi 
di punti uniti soYrax)posti risponde ad un-unica radice delT equazione 
!>(?)- 0 . 
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trafto a ^iiistilìcare geoiiiotricuiueute, mediante l’iutTodiizioue 
dello co|)pi(‘ cavattevisticlie, la forma canonica delle sosf.itii- 
zioui lineari, dalle quali deduce poi lo stesso teoveuia di 
Wriukstrass. 

rjiEDULLA considera l’omogTalui con spazi di punti uniti 
sovrapposti Sa, S'a^, S\.... come limite di mia omografia dotata 
di spazi di punti uniti distinti con le medesime diuieusioui; 
ina non tiene conto del modo di avviciiiauieiito di codesti 
spazi, se uoii per quanto occorre a riconoscere resistenza di 
spazi invarianti congiuugeiiti gii spazi 

di punti uniti infinitameute vicini. Anzi si vede in Predella 
la tendenza ad emancipasi dalla considerazione di limite; il 
quale scopo viene raggiunto nella seconda delle memorie 
citate. Predella considera, entro il dato lo Sn^n unito 
associato ad nu di punti uniti che (seguendo 8 egre) 
si costruisce come luogo dei centri di prospettività degli 
Sh^ì oiuGioghi passanti per Shi H detto Sn^h pnò segare 
lo Sh secondo un che risulta allora costituito di punti 
uniti doppi; a sua volta nello Sn-h viene sulmrdinata una 
oinografla che possiede un Sn^h-h^ associato allo il 

«piale può segare lo Sh^ secondo un Sh^ di punti uniti 
triplo, ecc. 

È facile riconoscere come la precedente definizione degli 
spazi di punti uniti multipli, equivalga alla nostra; giova 
piuttosto fermarsi un istante sul caso elementare di una omo¬ 
grafia di Sr con il punto unito (r-Fl)-plo, jier vedere come 
nella teoria di Predella riesca caratterizzata l’omografia 
surrogando 1 punti uniti infinitamente vicini (che ivi non 
vengono definiti) inediaute la considerazione delle omografie 
subordinate nei successivi spazi in viiviaiiti : per es. nel piano, 
l’omografia riesc^e determinata dal punto triplo 0, da mia 
coppia generica di punti corrispoudenti, e dalla proiettività 
parabolica sopra la retta unita per 0; quest’ultima jiroietti- 
viti'i parabolica sostituisce la conoscenza del terzo punto unito 
intìnitamente vicino ad 0, che potnì venire definito costruendo 
una conica invariante (*). 

P) Alla coBtruzione di un’oinograiia, A, di Sr dotata di nii unico punto 
unito (r-i-D-plo, luediante le coi)pìc carattcristiclic di Puedei.i.a, si può 
c<dlegare la trattazione delle oui egra tic dovuta a Pinciieule e svolta nel 
cap. IV del suo libro su « Le opc raziout distributive » (1901). II concetto 
nuovo (pii introdotto si può tradurre geoiuetricameiite dicendo che Pìn- 



La scoperta delle curve razionali normali (7,,, invarianti 
per una oinogralia di con un inulto unito (r + l)-plo, si 
può riattaccare allo studio ^>'eoiuetrico delle equazioni ditte- 
reiiziali lineo-lineari contenuto nella memoria di Oleiìsoii (‘ 
(loui)AN citata innanzi: si tratta di equazioni differenziali per 
cui ad o«^ni punto del piano viene associata la retta che lo 
unisce al punto corrispondente in mia data omografia. Quando 
(piesta omografia ha un punto unito triplo, le curve integrali 
sono coniche oscnlantisi nel punto unito triplo, e ciò porta 
che anche Tomografìa data lasci invarianti le coniche di un 
fascio (‘). 

Per r'j>2 resistenza di curve (7,. invarianti per un’omo¬ 
grafia di Sr dotata di un punto (r-h l)-plo, fu osservata con- 
teraporaiieaiuente da Eniiiques e Fano, che alcuni anni or 
sono ebbero una conversazione su tale argomento: la signo¬ 
rina IMaiiia Sostegni, nella sua tesi di laurea (non pubbli¬ 
cata) del 1014, ha dato del fatto mia verifica algebrica diretta. 

Le cose dette pongono nella propria luce la posizione da 
noi assunta nello sviluppo della teoria delle oinogralìe, dove 
abbiamo voluto definire precisamente gli spazi di punti uniti 
infinitamente vicini ('), 

Qui vogliamo esplicitamente rilevare la semplicità por¬ 
tata dalla circostanza che « nello studio delle omografie si 
hanno a considerare soltato punti infinitamente vicini sopra 
rami lineari (almeno entro gli spazi invarianti che non ne 


CHwur.E coiisuleiM, sicniidto alla data oiiiagraftii dello Sr^ uaa ouiografia 
^ ?/o^Ko — 


(S(i(iUolìca((ieiite rappresedtjita con l’operazione E~A — p), la quale, ia 
corrispondenza alla radice p = p‘del deterniinaute i>(p), è degenero c fa 
corrÌBpoudere ad uno spazio invariante Sk lo spazio iuvavìunte Sk—\ in 
esso conteu((to. Prendendo come vertici della piramide fondaolenta le un 
punto generico di Sr ^ i suoi trasformati mediante F, F-,.... K*’, si ottiene 
un gruppo caratteristieo, che porge la nostra forma cauoìiica S), (da cui 
segue per le più generali (unografle (noiiovulenti il (piadro 9). La dedu¬ 
zione delle foianide acceiniate si ottiene cosi nel modo pio rapido. 

(q Le quali sono le traiettorie di un gruppo se(((pliceiuente infinito 
di ocKOgratìe, Cfr. Kleìn-Lie. Math. Annalen. 15d. I, 

(q Cfr. Enuiques. Read, dell’Ace. dei Lincei, 17 giugno 1917. 
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eoiifeii,<>*ono inlhiiti) ». A prima vista questa affermazione 
potrebbe apparire paradossale, giacché si può determinare 
mia omografia limite in cui i punti imiti vengano a coinci¬ 
dere variando comunque su rami lineari o superliueari. Ma 
il paradosso si risolve già considerando ciò die accade nel 
piano: se due punti uniti B e C dì un’omografia si avvici¬ 
nano indefinitamente ad un punto unito fisso A, in direzioni 
di verse, op^nirt^ l’uno dopo l’altro su un ramo del second’or- 
dine, l’omografia limite viene a possedere una retta di punti 
uniti per A. 

Oliiiuleremo (jiiesta notizia ricordando che la teoria delle 
omografie, si estende anche al caso delle omografie degeneri 
escluse nelle nostre precedenti considerazioni: questo caso 
viene studiato da Snonn e runnuLLA ed in particolar modo 
da Dkl PuniK (^). 


(') Keinìicoiili diOTI si italo Lombardo, 18117. 
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d’ugual modulo - 201. 
» delle congruenze del 

1° ordine di rette - 308. 
» delle cubiche piane 

reali 202, 241, 246. 

» delle omografìe iper- 

spaziali - 658. 

> delle quadriche gobbe 

- 144. 

» delle quartiche piane 

reali - 241, 255. 

Clebsch - 4, 9, 14, 71, 72, 74,124,134, 
184,185, 187,215,307, 644,682,685. 
Clifford - 76, 237. 

Close-poiut - 604. 

Coefficiente asintotico (di una deri¬ 
vata infinita) - 503, 506. 
Combinante - 32. 

Completa intersezione di due super¬ 
ficie - 94, 136, 149, 582. 
Comportamento vedi: polari, jaco- 
biana ecc. 

Composizione e decompozione di una 
singolarità - 381-82, 409, 412, 447, 
452, 558; (vedi: infinitamente vi¬ 
cini, multiplo, riduzione. 

Computo di costanti - 71, 73. 

» » (principio del) •' 307 

(cfr. voi. I, 149). 

Condizione d’esistenza di una curva 
con data singolarità - 392, 
427. 

» di proietti vi tà di due cu-' 
biche piane 191, 211. 

» di trasformabilità di due 

omografìe - 680. 

y> per la coincidenza di due 

flessi - 52-53. 

» perchè la hessiana o la 

jacobiana abbia punti 
doppi - 176, 181-183. 
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Coii(li;5Ìone perché il polo appartenga 
alla polare - pag. 12, 19, 
percliè una cubica am¬ 
metta infinite trasforma¬ 
zioni proiettive - 194, 202. 
» perchè una forma sia soni- 
ina di potenze - 64. 

» perchè un punto appar¬ 
tenga a tutte le forme po¬ 
lari - 19, 26. 

Coiidizioui caratteristi die - 313. 

» di passaggio per punti 
multipli infinitamente vi¬ 
cini - 338, 342, 393, 425, 
469, 483, 501, 605 (v. con¬ 
dizioni limiti). 

» limiti (singolarità) - 106, 
442, 476, 501. 

» perchè una curva possegga 
6 punti doppi - 108. 

Configurazione dei flessi d’una cu¬ 
bica - 213, 231. 

Congruenza del 1° ordine di raggi-308, 
» lineare di spazi - 667. 

Coniche; vedi: approssimanti, 
armoniche - 69. 

» polari - 49, 224, 228. 

Conico (punto) - 578, 629, 635, 649-50. 

Coniugati (punti su una cubica) - 223-24. 
» (poligoni) 65, 66; v. armonici. 

Cono circoscritto - 152. 
y> osculatore (o tangente in un 
punto niultixilo di superfìcie) - 
577, 578. 

Contatti - 83, 342, 352. 

Conservazione del numero (principio 
della) - 282, 284, 317. 

Contingenti (principio delle relazioni) 
- 274. 

Continuità 119,126, 251, 268, 275, 278; 
vedi: eondizioiii limiti, ecc. 

Contorno apparente - 152. 

Coordinata (di un punto lìbero infi¬ 
nitamente vicino) - 370. 

Coppie caratteristiche di numeri (sim 
golarita) - 375. 

Coppie caratteristiclie dì punti (omo¬ 
grafìa) - 678. 

Correlative; vedi: figure primitive. 
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Corrispondenza birazìonale fra curve 
- pag. 127. 

Corrispondenze [»i, w] sulla retta; 
vedi: uniti. 

Costante caratteristica (d’un ramo cu¬ 
spidale) - 87, 89, 113, 116. 

CÓTES - 8. 

Covarianti - 12,185; vedi: jacobiana, 
hessiana, ecc. 

Cramer - 77, 78, 97, 242, 244, 245, 
516, 521, 522, 523, 529, 530, 536, 
538, 543, 544, 

Cremona - 4, 9, 15, 17, 25, 70, 74, 93, 
99, 134,153, 158, 170,180,184, 185, 
186, 187, 210, 214, 230,282, 283,552. 
Cubica gobba - 148, 673. 

» piana (caratteri) - 105. 

» » (equazioni canoniche o 

uonuali) - 194, 218. 

» » (forma) - 202, 242, 240. 

» » (invarianti) - 194. 

» » (riemaiiniuna) - 236. 

» » (trasformazioni proiet¬ 

tive) - 191, 192, 211, 231. 
» » armonica - 190, 192, 196, 

200, 220, 233. 

» » bipartita e unipartita - 

208, 210, 252. 

» » con nodo - 193, 195, 201, 

21)6, 222, 250. 

» » cuspidata - 194, 201, 223, 

» » equianarmonica - 70, 190, 

192, 195, 196, 199, 220. 
Cubica superfìcie 73, 155-57. 

» . superfìcie rigata - 626. 

Curva, curve; vedi: approssimante, 
base, derivata, doppia, fonda¬ 
mentale, irreducibile, multipla, 
normale, razionale; bitangenti, 
cuspidate, osculatrici. 

Curva gobba (caratteri) - 136,137, 289. 

» » (singolarità) 551, 562. 

Curva infinitesima - 600, 626. 

Curva iperspaziale - 135, 546, 575, 
672. 

Curvatura logaritmica - 531. 

Curve, vedi curva. 

» cuspidate di una rete - 179-80. 
» di terza classe - 238. 
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Curve di Klein-Lie - pag. 685. 

» infinitamente vicine - 167, 605, 

Cuspidale (curva) - 139, 141,580,587. 
604. 

» (falda) - 580. 

» • (punto) - 578, 580, 598-99, 

614, 623-29. 

Cuspidate (curve d’una rete) 179-80. 

Cuspide - 53,104,105, 107,115, 167-69, 
178, 180, 2Q1, 223. 

» (forma) - 208, 529. 

» di specie superiore - 341. 

D 

Dakboux - pag. 69. 

Decomposizione di ima singolarità; 
vedi: composizione. 

Degenerazione o spezzamento (metodo 
di) 93, 99, 117-120, 253, 
277, 285, 289, 291, 295. 

» o svanimento - 617 (vedi : 
indeterminazione). 

De-Gua - 79, 535, 536, 543. 

De Jonquièues - 4, 9, 17, 271, 274, 
278, 282, 283, 285, 286, 287, 291, 
307, 582. 

De la Hire - 3, 8. 

De l’Hòpital - 529, 536. 

Del Pezzo -185, 576,651, 655,656,657. 

Del Prete - 686. 

De Paolis - 69, 71, 73, 76, 655. 

Derivata (curva di Poncelet) - 94. 

Derivata infinita - 503. 

Derivate delle funzioni composte (for¬ 
mule) - 459, 477. 

Desargues - 3, 5, 8, 242, 270, 275. 

Descartes - 242. 

Determinante funzionale - 185. 

» jacobiàno - 31, 45. 

Diagramma delle partizioni triango¬ 
lari -483,489,511, 512,522, 

» di Newton - 532. 

» » esteso alle su¬ 

perficie - 658. 

Dialitico (metodo per formazione del 
resultante) - 79. 

Diametrali curve - 242, 243. 

Diametri - 6. 


Differenziale (senso, proprietà) - pag. 6, 
242, 244, 421. 

Diramazione (punti critici di) - 280, 
327, 444, 620, 621. 

Direzioni singolari per il tacnodo - 
602, 603. 

Discriminante - 166 (cfr. voi. 1, 99). 

J' (di una cubica) 196,210. 

» (di una funzione alge¬ 

brica) - 539 (cfr. voi. I, 
289). 

Dispari (punto biplanare di tipo) - 
610. 

Divisori elementari - 679. 

Divisioni successive (metodo per la 
formazione del resultante) 
- 78. 

» successive (metodo per la 
ricerca dei punti multipli 
d’un ramo di curva) - 361, 
455, 570. 

Dohlemann - 187. 

Doppia (curva) 280, 620, 621. 

Doppia per una superfìcie (curva) - 
140, 141, 578, 657; 
vedi : nodale, cuspidale (punto 
e curva), multipla. 

Doppie tangenti, vedi: bitangenti. 

Doppio per una curva (punto) 49,138, 
157, 175-76,180, 201, 341, 556 
vedi: nodo, cuspide, tacnodo, 
equivalenti, ecc. 

» per una superficie (punto) - 

156-77, 578, 597, 598, 600-04, 
609-12,623-28, 629-32, 635, 638, 
649-50, 654. 

Dualità (trasformazione della singo¬ 
larità d’un ramo di curva) - 424. 

» (trasformazione delle singola¬ 

rità d’una superfìcie) - 629, 
632. 

Dumas - 658. 

E 

Effettiva, vedi: molteplicità. 

Effettivi, vedi: apparenti. 

Elemento di funzione, curva o super¬ 
fìcie, vedi: ramo, falda. 
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Eleniontari singolarità (dì una curva) Falde (rappresentazione analitica) - 


(cf r. voi. I, pag. 262); vedi : 
equivalenti plueckeriani. 
> singolarità rispetto a tra¬ 
sformazioni (di una curva) 
417, 500. 

» » (di una superfìcie) - 

585, 655, 657. 

Eliminazione (teorìa generale) - 94. 
Enriques - 135,136, 139, 275, 297,542, 
590, 626, 643, 645, 657, 666, 685. 
Equazione dei nove flessi (risolubilità 
per radicali) - 215. 

» normale (vedi forme). 
Equazioni funzionali nella geometria 
numerativa - 288, 290. 
Equianarmonica, vedi; cubica. 
Equivalenti plueckeriani -106,122,425. 
Equivalenza di gruppi di coefficienti in 
sviluppi di PuiSEux - 354. 
Equivalenza dì una curva comune a 
tre superficie - 311, 612. 
» di uno spazio di punti 

uniti di un’omografia - 
664-665. 

» nel gruppo jacobìano di 

un fascio; di una curva 
- 174. 

» » ; di un punto 

base - 162, 164. 
» » : di un punto 

multiplo -161. 
» negativa - 309. 

Esponenti caratteristici - 375. 
Espressione di una forma come somma 
di potenze - 61. 

Essenziali (punti della curva multipla 
d’una superfìcie) - 592. 

Euclide - 78 - 269. 

Eulero - 12, 33, 77, 78, 79, 97, 161, 
244, 245, 411, 536. 

F 

Falde d’ una superfìcie nell’ intorno 
d’un punto - pag. 578, 580, 634, 
636, 640. 

» » (loro approssimazione) - 

638, 640, 641, 643. 


pag. 645, 646, 648, 651. 

Falde parziali, 639. 

Fano - 685. 

Fascio - 47, 157, 173, 176, 178, 179, 
183, 195, 217 (vedi base). 

Fattore determinato di una forma 
evanescente - 618-622. 

» identicamente nullo d’un’e¬ 
quazione limite - 618. 

Fermat - 79. 

Figure primitive e correlative (me¬ 
todo di Carnot) - 272. 

Flessi di una cubica - 105, 213, 216, 
221, 236, 250 (cfr. voi. 1, 272-76). 
> d’nna curva - 49, 51, 109, 286 
(cfr. voi. I, 263). 

» » (assorbiti in un punto 

multiplo) 109, 278. 

» di un ramo impari - 248. 

» reali di una quartica - 259. - 

Fondamentale (forma di spazi) - 313. 
» d’un sistema lineare 

(curva) - 180. 

» per una trasformazione 

(punto, curva o super¬ 
ficie) - 401, 402, 407, 
553, 554, 561, 583. 

Forma delle curve - 242 (vedi ; cubica, 
quartica, rami reali). 

» di^spazi (vedi : fondamentale). 

Forme canoniche o normali dell’equa¬ 
zione di una curva - 67, 199, 
218, 230-32, 237, 242, 243, 246 
(cfr. voi. I, 148). 

» di un’omografia -659, 677-680. 
^ polari (vedi polari). 

Formule di Catley - 141-144. 

> di Plucker - 122, 286, 419 
(cfr. voi. I, 259, 266). 

» di Salmon - 150, 614). 

Fouret - 100, 103. 

Frazione continua (determinazione dei 
punti multipli successivi d’un 
ramo) - 367. 

Fronteggiati (punti) - 380, 381. 
vedi: prossimi. 

Funzioni analitiche di due variabili 
- 635. 
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Funzioni si ni metriche (metodo per la 
formazione del resultante) 
- png. 78, 

Fuochi - 308. 

G 

Generatrici doppie (di una rigata) - 
pag. 141. 

Genere ((Vuna curva piana) - 122, 130, 
412, 417. 

» d’uiia curva gobba - 138, 29ù. 
Genere d’iin ramo - 376. 

Generico (stato generale) - 272. 
Genesis curvarnm per ninbras - 208,242. 
Geometria nunierativa - 275-317. 
Gerbaldi - 187. 

Gergonne - 5, 279. 

Giambei.li - 336, 317. 

Gobba (vedi curva). 

Gordan - 76, 334, 188, 682, 685. 
Godrsat - 267. 

Grado di una rete - 329. 

» di una rigata (339). 

Grassmann - 9. 

Gruppi polari sopra la retta - 10, 15. 
» di trasformazioni proiettive 
di ima cubica - 232, 236. 
Gruppo caratteristico di iiid omografìa 
- 678. 

» jacobiano di un fascio-157-174. 
Gruppo tetraedrico - 236. 

Guccia - 187. 

H 

IIalphen - pag. 84, 300, 103, 347, 313, 
329, 330, 375, 378, 423, 535, 539, 
540, 543, 5J-2, 567, 575, 576, 587, 
648, 649, 653, 657. 

IIambuikìeii - 446, 452, 455, 539, 542, 
543, 544. 

Harnack - 397, 255, 260, 264, 265. 
llENSEL - 652, 653, 657. 

ITermite - 308, 228. 

IIesse - 9, 65, 123, 385, 187, 388, 234, 
215, 238, 229, 231. 

Hessiana - 49, 54, 57, 333, 116, 183 
(cfr. voi. I, 99). 


Hessiana (d’una cubica) > pag. 200, 
217, 227. 

» (eFiina superfìcie) - 151. 
Hessiano di una forma binaria - 22, 
23 (cfr. voi. I, 17). 

Hilbert - 265, 317. 

Hirst - 682. 

Hudde - 79. 

K 

Kantor S. - pag. 201. 

Keplero - 269, 271. 

Klein - 231, 237, 265, 266, 540, 685. 
Kobb - 651, 657. 

Kohn - 317, 318. 

Kònigsberger - 539. 

Kòtter - 187. 

Kronecker - 539, 540. 

Kummer - 308. 

I 

Tmiiiaginari - pag. 271, 274, 281. 
Impari (ramo) - 203, 245, 247. 
Incidenti (piani, rette) - 297, 314, 
315. 

Incrocio di cnrve militi pie (ordinario) 
589-91, 604. 

» » (generalizzato) - 593. 

Indeterminazione del gruppo jaco¬ 
biano di un fascio 

- 171-173. 

» della forma lies- 

siana « 23, 59, 188. 
» della forma jaco- 

biaìia - 47, 185. 

» elei la steiiieriaiia 

- 384. 

» delle polari - 27, 63. 

» d’un inviluppo - 

280, 617. 

vedi : degenera¬ 
zione. 

Indipendenza delle condizioni di pas¬ 
saggio d^ lina curva per punti - 
- 396, 474. 

Infinita (derivata) - 501, 531, 537. 
Infìnitaiiieiite vicine (curve) - 605. 
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Infinitamente vicini (punti) - pag. 50, 
153, 276, 336, 341, 345, 
361, 374, 381, 404, 425, 
442, 469, 483, 501, 551, 
562, 595 - (vedi: base). 
» vicini (spazi) - 666, 669. 

Infinitesima curva - 600, 626. 

» curvatura - 531. 

Infinito (numero delle soluzioni d’un 
problema) - 307. 

» (retta all’) - 5, 34, 244-46, 276. 
» (singolarità all’) 242, 244, 245. 
Integrale (senso, concezione) - 6, 242, 
244, 266-67. 

Intersezione di due superficie; vedi: 
completa. 

Intersezioni di curve e superficie - 
» 98-101, 596. 

» di due curve - 77, 82-83, 

85-87, 93, 94, 337, 388, 
404, 538. 

» di due rami - 88-90, 345, 
360, 378. 

» di varietà iperspaziali - 

101 , 102 . 

» (di tre superficie) - 96, 

312, 596, 612. 

» (di una curva con la lies- 

siaua) - 49, 109-122. 
lutorni successivi d’im punto - 340, 
350, 364, 382, 386, 404, 558, 570, 
587. 

Irreducibile (curva) - 124, 127, 137, 
260 (vedi: degenerazione, 
riducibile). 

» (elemento di funzione) - 
- 328, 329, 634, 635, 638-39. 

Irreducibilìtà e riducibilità - 137, 244, 
300, 321, 635, 638-39. 

Invariante di Clebsch di una quar- 
tica - 71. 

» di Zeuthen-Segre - 171. 
Invarianti della cubica - 190, 194-201, 
211 , 221 . 

Invarianti di un’omografia -659,680. 
Invarianza del genere - 130, 420. 
Inviluppo (curva), vedi: classe, cayle- 
yana, tangenti. 

» (superficie) - 139, 151, 629. 


Inviluppo d’una curva doppia - 280, 
pag. 619. 

Iperparabole osculatrici - 90, 91, 373, 
382 (cfr. voi. I, 77, 83, 84). 
Iperspaziale, vedi: curva, superficie, 
omografia. 

Isolato (punto doppio d’una curva 
reale) - 207, 266. 

Isolato (punto multiplo fuori della 
curva multipla d’una super¬ 
ficie) 577, 597, 608, 638, 639, 
640, 642. 

J 

Jacobi - pag. 79, 124, 185. 

Jacobiana di una rete - 31, 45, 175, 
186. 

» di una rete di coniche - 37. 
Jacobiano di due curve - 159. 
JOACHIMSTHAL - 13. 

Jordan - 682. 

L 

Lacunare (punto) pag. 496. 

Lagrange - 79, 530, 537, 543. 

Lamé - 30, 48. 

Laurent - 537, 538. 

Legge di alternanza - 440. 

» di quasi pe nini tabi li tà - 463. 
Leibniz - 78, 270. 

Lemma di Poncelet - 24. 

Leiuuii di riduzione - 110, 111. 

Le Paige - 76. 

Le Vasseur - 78. 

Levi A. - 188. 

Levi B. - 576, 651, 652, 656. 

Libero (punto) - vedi satellite. 
Lindemann 124, 134, 184, 187, 230. 
Loria - 682. 

Luroth - 72. 

M 

Mac Lauuin - p:ig. 3, 8, 77,204, 213, 
215, 229, 271, 395, 537, 653. 
Massima separazione dei rami (prin¬ 
cipio di) - 432. 
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Massimo comun divisore - pag. 78, 
359, 369, 458, 570. 

Medie armoniche (centro delle) - 17. 
Metodo delle proiezioni - 276, 545,584. 
» di degenerazione (vedi: dege¬ 
nerazione). 

» di Hamburgeb-Weierstrass- 
452). 

» di Newton-Cramer - 516. 

» di piccola variazione - 253, 
2o8, 262. 

Metrica (classificazione di curve) - 
202-208, 242-246. 

Meyer - 73, 156. 

Minkowsky - 544. 

Mobids - 204, 209, 245, 247, 248, 250. 
Modulo di una cubica - 189; vedi: in¬ 
varianti. 

Monge - 3, 5, 6, 95, 269, 271, 272, 274, 
279. 

Monoidale (trasformazione) - 581. 

» ( rappresentazione d’ una 

curva gobba) - 101. 
Monoide - 101. 

Monovalente (omografia) - 671-672. 
Molteplicità delle soluzioni d^ un pro¬ 
blema - 82, 83, 303. 

» di un punto perun gruppo 
o curva (determinazione 
di) - 20, 23. 26-28, 35-45, 
‘ 53, 54, 57-58, 82, 83, 161, 

165. (vedi : intersezioni). 

» effettive e virtuali - 340, 
392, 425, 509. 

Multipla (curva) - 57, 280, 617. 

> per una superficie (curva) - 
577, 605. 

Multiplo per una curva (punto) - 106, 
109, 121, 336, 381, 408, 546, 
551, 576 (vedi: molteplicità, 
infinitamente vicini). 

» per una omografia (punto 

unito) - 663-64, 675, 683-84. 

» per una superficie (punto) - 

577, 587, 595, 608, 633, 654. 

N 

IsETro - pag. 78. 


Newton - pag. 8, 78, 79, 205, 206, 208, 
209, 242, 243, 244, 245, 516, 521, 
522, 523, 524, 527, 529, 535, 536, 
538, 544, 658. 

Nodale (curva) - 140, 141, 142, 578, 
585, 586, 614-15, 626, 636, 654,655, 
657 ; vedi : cuspidale (punto e 
curva). 

Nodate e binodate (curve di fascio e 
rete) - 158, 170, 179-80. 

Nodo - 53,104, 109, 113, 193, 201, 222, 
550 (vedi equivalenti). 

» (forma) - 206, 251-53. 

Normale (curva razionale) - 672-674. 

» (serie di Puiseux) - 488, 492 
- vedi: forme. 

Nother - 103, 135, 147, 150, 188, 326, 
330, 375, 409, 417, 418, 447, 539, 
540, 541, 542,546, 550, 576,654,655. 
Numeri caratteristici - 375. 

o 

Occhiello - pag. 250. 

Ogivale - 532. 

Omaloidico (sistema) - 582. 

Omografie (teoria generale) - 658. 

> cicliche - 232, 236. 

» definite da spazi infinita¬ 

mente vicini - 667. 

» degeneri - 685. 

» inerenti alle cubiche - 192- 

194, 202, 231. 

» trasformanti curve razio¬ 

nali normali - 673. 
Omologia - 213, 232-234. 

Omologica (trasformazione) - 133. 
Operatori - 11, 459, 478. 

Ordinario (incrocio di due curve mul¬ 
tiple) - 589. 

» (punto cuspidale d’una su¬ 

perficie) - 623. 

» (punto multiplo di una cur¬ 
va) - 87-88, 109, 337, 382-83. 
» (ramo) - 89, 377, 571-72. 

Ordine di contatto di due rami (vedi 
intersezioni). 

» di prossimità - 641. 

» di una curva gobba - 137. 
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Ordine di una falda - pag. 635. 

» di una varietà - 102. 

» di un ciclo - 328, 330. 

» di un ramo - 330. 

Oscnodo - 345. 

Osculatori a una curva gobba (piani) 
139, 566. 

» a una superfìcie (piani e 
coni) - 577, 578, 629, 633, 
638. 

Osculatrici (curve) - 90-91 (vedi: pa¬ 
rabole e iperparabole). 

» (curve d^ una rete) -179-80. 
Ovale - 247, 259. 

P 

Painlevé - pag. 267. 

Pannelli - 576. 

Pappo - 5. 

Parabole cubiclie - 205-208. 

» osculatrici - 85, 90, 91, 337, 
382 - (cfr. voi. I, 68, 69, 75, 
83). 

Parallelogramma di Newton - 522, 
535. 

Pari (linee, rami) 203, 245-47. 

» (punto biplanare di tipo) - 610. 
Partizioni triangolari (diagramma 
delle) - 483. 

Pascal - 270. 

Pasch - 188. 

Passaggio, vedi : polari, hessiana, ja- 
cobiana, condizioni. 

Pentaedro armonico di Sylvester - 
73. 

Pentalateri armonici ad una quartica 

- 71. 

Permutabilità delle operazioni polari 

- 13, 17. 

Piano, piani, vedi: bitangenti, inci¬ 
denti, osculatori, stazionari, sin¬ 
golari, tangenti, tri tangenti. 
Picard - 646. 

PiCQUET - 290. 

Pieri - 103, 316, 550. 

Pincherle - 45, 203, 684. 
Pincli-point, vedi: cuspidale. 
Pippiana - 186. 


Plccker - pag. 4, 7, 8, 9, 13, 14, 
25, 28, 49, 122, 123,124, 141, 142, 
150, 151, 152, 208, 213, 215, 216, 
245, 246, 254, 255, 258, 277, 278, 
282, 286, 291, 307, 419, 425, 446, 
530, 543. 

Poincaré - 98, 540, 550. 

Points-pince, v. cuspidale. 

PoissoN - 97. 

Polari - 6, 11, 14, 16, 18, 24, 61. 
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lizzato - 103. 

» di Plììcker-Clebsch (com¬ 

puto delle costanti) - 71, 307 
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(cfr. Voi. T. - 75, 83, 341). 


Rami (caratteristica e schema grafico) 
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(punto), incrocio, tacnodo. 
Singolarità (storia) - 535, 575, 651-52, 
654; V. multipla, multiplo, 
composizione, riduzione ; 
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590. 



700 


INDICE ALFABETICO 
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191 

195 

196 

197 
204 

» 

» 

» 


— 8 

4 

— 1 

— 12 
— 18 
— 10 


H-10 
— 12 
— 7 
-+-15 
-h 2 


—12 


2 

— 12 
^10 

— 14 

-H 4 

— 9 

— 10 
— 16 

1 

— 5 
h-19 

— 13 

— 31 

— 10 
— 7 


%o 

. dei piani 
zero 

5, 7 
i piani 
ipersuperficie 
Vn 

Il principio di corrispon¬ 
denza e le sue appli¬ 
cazioni (titolo che cor¬ 
rispondeva a una par¬ 
tizione più ristretta), 
ma i 4 punti comuni... 

... soluzioni improprie... 


/ 


r -hp = s 



(r -f- s)-plo 


0 = 0 
$ 3 

coincidenti colle 
[il — 1, n — 1] 

o- 

punto A 

» 

V 

» 


^11 

degli iperpiani 

zero ove non si abbia insieme 
«0 = hQ=0 

5, 6, 7 

gli iperpiani 

ipersuperficie di 2® ordine 
di Vn 

Il principio di corrispondenza 
e la teoria elementare delle 
curve piane. 


Ma per »=3 (o più general¬ 
mente per n dispari) i 4 
punti uniti della corrispon¬ 
denza [2, 2] su C vengono 
dati dagli ulteriori punti 
d’incontro di C colle se¬ 
conde tangenti di uscenti 
dai punti di contatto della 
C stessa colle tangenti co¬ 
muni a O, e si hanno 
in tal guisa soluzioni im¬ 
proprie... 

^(x) 


9 

r-h^ —1 



{r-\-s — l)-plo 

e '^0 
§ 5 

incidenti alle 
\n — «, n — s] 

punto non unito 

» 

» 

» 
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Pag. linea 


invece di 


leggi 


216 —11 

» — 9 


rotazioni 
alle più generali 


rotazioni (reali) 
a particolari 


adde : 


216 


7 


240 

— 14 

268 

-H 3 

296 

-h13 

» 

— 17 


Si riconosce quindi che vi sono gruppi di tali sopti- 
tnzioni in corrispondenza ai vari tipi di gruppi finiti di 
proiettività binarie. 

Aggiungeremo che si ottengono tutte le co® trasforma- 
zioni proiettive reali della sfera in se stesvsa (fra cui si 
trovano le rotazioni nominate) corrispondentemente alle più 
generali sostituzioni lineari su Invero una sostituzione 
siffatta (con coefficienti comunque complessi) si lascia 
interpretare come una proiettività sopra una delle due 
schiere rigate costituite dalle generatrici immaginarie 
della sfera; associando a questa proiettività la proietti¬ 
vità coniugata sull’altra schiera, nasce appunto una tra¬ 
sformazione proiettiva reale della- sfera. 

D’altra parte le co® rotazioni complesae della sfera 
in se stessa (che contengono in particolare le co3 rotazioni 
reali)^ possono rappresentare le proiettività di una rettay 
come si vede, in base al ragionamento che segue, (vedi 
linea — 4). 

invece di: \ leggi: B 

Crone (A età Math. II p. 89) rileva che non esistono 
sestiche irreducibili con T cuspidi e 1 nodo, 

invece di: {k\ k.^) leggi: {k.^ k_^) 


Volume II 


Pag. linea 


invece di 


leggi 


5 

— 14 

d’mi fascio 

6 

-f-16 

1895 

8 

— 20 

delle 

14 

~ 9 


15 

-h 6 

Kf 



e.V:! 

16 

— 4 

3) 




16 

— 2 

l r ) 


1 



dei 


punti d’iina retta 
1795 
dalle 


ih 


'-v-n 







- 4-..=-0 
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KKKATA-COKKTGK K 

ADDIZIONI 

Pa^. 

lìnea 

invece di 

leggi 

17 

+- 0 

(1*4-1)4110 i 

(r 4- .<f)-nio 

17 

— 5 

r=l 

r=^H — 1 

19 

4-19 

r — n — 1 

r = l 

‘20 

- 16 

/ — I 

i 

‘20 

-4- 3 

si seri re 

sì Sdire, per i* = l, 

‘21 

+- 1 

fa 4 

fn-i 

*21 

H- 6 

f-(i -I)! 

4-r(r—1)1 

•2t 

H- I 

(> 

<) 

‘25 

-f- M 

f{X\ x..x.^) 

./\a;jX2.r3) 

‘27 

1- 4 

le / n4te 

le / — 1 rette 

•2S 

1- s 

tjinuente principale 

tangenti principali 

» 

- U 

* ?}-— t—1 

^ 71 — ì-h1 

> 

- 1*2 

» 

» 

:i2 

-i- 0 

Ài h 4- pi ^ 4” Vi 4^ 

Ài /4-pi 9 4-Vi 4^ 

39 

-1-18 

appressi inamente 

approssimante 

V) 

- 9 

1Ì1I<41 

linea moltiplicata per i/ 

41 

— Il 

coefticiente 

coefficienti 

40 

— 4 

?f 

' f 

f 


<rael.) 

dx' 

dx- 

51 

-f- 7 

L",.. ^ 5 

2 5 5 

52 

-1- 8 

ili (A) 

ar,i 

thi 

55 

1- 3 

grado 

grado in jti, x.^ 

5S 

t-15 

a 

\ 

a' 

59 

— 10 


«/r-l 

(iO 

i -1- 17 

.v-plo ' 

tìl I 

(.V—l)-plo 
„ m 

<;i 

’ -4- <S 

1 

fty. 

79 

-- 9 

3870 ' 

1770 

XI 

— 6 

i> K ... 

l 2 

h, \ ... 

1 2 

S2 

-4-11 

radice E{x) 

radice di J?(.r) 

101 

-1- 3 ! 

! ad de: / = 

invece di 

fm 

fm-l 

leggi 

103 

— K 

XV-i 

' Sn-^ 

107 

— 13 

n[H — 1 ) 

rO* — 1) 

112 

4- 3 


“l2 ^ 

112 

— 1 

1 ' 

1 z 1 

114 

-1- 3 

“il J'.'/ 


117 

-4- 3 

' «OS 


» 

4- 5 

> 

» 

» 

4- 6 

“40 

k^q —— 6 «*• 

» 

4-11 

_ ^40 _ 1 

ai , 4 *” 

*40 1 

*12 ^ 

» 

4-14 

1 1 

1 

; 1 n — 3 

; 2n~‘2 




EltKATA-CORlilGE E ADDIZIONI 


711 


p«g. 

liiieii 

invece di 

leggi 

117 

— Il 

6 

8 

119 

! H- 1 

p =r-9 -f- a 

p = 9 — a 

124 

— 5 

ni = 2u -h 2^) — 2-hìv 

m — 2 h -h 2/> — 2 — k 

127 

— 10 

così 

così (per le curve irreducibili) 

130 

— 14 

A — fcA 

A — /cF 

136 

— 8 

funzioni 

funzioni della sola u 

145 

-1-17 

udde: (Tn ciò che precede si ragiona supponendo che Q 
non sia nu cono: se è un cono la T ne incontrerà le 



generatrici in due punti). 




invece di 

leggi 

146 

-H 8 

cubiche linearinente 
indipendenti 

cubiche 

348 

— 0 


t' = 16 

149 

— 10 

— I0(:i 4“ V — 1) 

— 10(|i-hv) 

152 

-1-10 

e quindi i 

e quindi O 

159 

— 11 

A^ì^2^:ì} 

f(Xy Xz arg) = 0 

171 

Ilota (0 

1910 i 

1901 

172 

— 8 

equazione 

frazione 

3 73 

— 3 


cà - 

03^2 

175 

— 11 

d.f\ cA 


?;r 

dx dx 

190 

— 6 

J — ^ 

f _ ^ 

(^-1)^.. 1 


199 

— 11 

4 

27" 

27 

4 

201 

— 7 

q 2ar 

(/ == 2rt3 

210 

-1- 8 


‘ ,,^27 

1 

» 

-h 0 

' /> > 0 

! /><o 

» 

-1-10 

/><0 

/>>0 

» 

-1-12 

posiifivo 

negativo 

» 

-1-13 

; negaiivo 

positi r<) 

» 

1-15 

\ S>0 

s<:o 

» 

-hl6 

N<0 

S>0 

233 

— 11 

x{ìf — 69) 

x{\/ 4-39) 

» 

— 4 

ad 

ed 

234 

— 12 

ic — 0 

j/==() 

245 

in 

1830, 1832, 1848, 1850, 

1730, 1732» 1748 1750 


fondo 



275 

-f-17 

(^) 

e) 

> 

, — 6 

O 

P 

284 

— 2 

(razionale) 

razionale 

291 

-1-14 

cioè alle 

che sono 

» 

^1-18 

e perciò è una curva ra- 1 

e ammette 



zionale, cioè aniinette 
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Pag. linea invece di 


291 


9 


$ 23, pag. 282 


293 


— 16 


294 


8 


— 7 


297 

» 

300 

» 


+ 16 
— 12 
+ 2 
— 18 


3) 


rette incidenti a 



Cm 

fi», d) 

irriducibile. Se la... 
... Può bensì darei... 


305 

— 2 

306 

+ 15 

308 

-1- 16 

» 

—H 24 

» 

iiota(‘) 

312 

— 10 

313 

— 7 

316 

+ 20 ' 

327 

— 13 

33.5 

+ 15 

» 

— 1 ; 

339 

+16 1 

341 

+ 10 1 

» 

— 9 1 

342 

+ 13 1 

349 

+ 4 1 

8,52 

+ 10 1 

354 

+ 15 

[ 

359 

- 9 1 

1 


a Cn 
<1 = 6 
.S, 

nn cono o una 
stella : 

1886 
-i-2d 
un punto 
a tre 
y =co.st. 

Y 

coordinate 
non lineari, 

= **2 

un doppio 

sV 

hf' 

a^x 
a 0 
P 

V|i'" _ 

ppl ”” ppl 


leggi 

§ 23 Voi. I pag, 282; L.% 3% 
$ 11, pag. 134. 
corde di Cn-i incidenti 
ad r, s 



(jm j On , a 
On 

Sf{n, d) 

irriducibile; tuttavia essa 
può spezzarsi, come accade per 
la curva intersezione di due 
rigate d^ ordine maggiore di 
due. Si noti anche il caso in 
cui la Cn acquisti un punto 
doppio, limite di un punto 
doppio apparente, dove natu¬ 
ralmente si stacca il cono che 
proietta la curva da questo 
l>unto, abbassandosi di n—2 
l’ordine della rigata delle tri- 
secanti. Può anche darsi 
di Cn 
fl = 3 

una stella o 
un cono: 

1866 I 

-2d[ 
una retta 
a quattro 
X = cost. 

r ' 

coordinate curvilinee generali 
non lineari (con punti multipli 
succedentisi su rami lineari), 

un punto doppio 
djf ‘ 
dx^ 
a^x* 

a — 0 o 0 

Pi 

PPi ~ PPi 
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Pag. linea invece di leggi 


359 

— 6 


-.o - 

i 


PPi P2 

P?1 Pg PPi P2 

363 

— 5 

--=-2, 3.../ì-h1 

- = 1, 2, 3... 7t-Hl 



P' 

(1 ' ’ 

364 

— 2 

h 



— 3 



365 

-HlO 

V -f- 




V 

V 

369 

-H 15 

funzioni 

frazioni 

375 

— 13 



Pi — Pm 

Pi—1 "* p7rt 

376 

— 2 

y=:=ax -^-a^Qc^a., -+- 

?/ = ax-i- a .2 -h . 

377 

-Hl2 

— 0 

— 0 

379 i 


I punti Oi 3 Oj 3 0^4 debbono essere allineati 

380 

-HlO 

(W 


391 

-H 8 

’■* > '■fc+i + - 

’a > ’’a+i - 

410 1 

— 1 

Sopprimere i fattori - dentro la parentesi. 

2 

413 

-h15 

2(i —l)(i— 2) 


2 

2 

415 

-h13 

r-plo 

r-plo 

415 

— 16 



418 

— 14 

si corrispondono 

corrispondono a quelle 




primo 

422 

— 1 

prossime 

- vicine 

423 

-H 1 

prossime 

vicine 

424 

-HlO 

— r:ri(n-l 


425 

— 14 

> r 

^1 

429 

— 9 

(/i = 0, è = l) 

(/t =x= i — 1) 

432 

-H 5 


* 1 

433 

— 1 

caratteristica 

caratteristica) 

435 

— 1 

(0-0,‘[(V]) 

(0^0,‘[0/]) 

437 

— 2 

WO./0./Ì 

[0/0/0/] 

442 

-H 18 j 

y 

X 



r 

r 

454 

— 1 



457 

-H 9 



467 

— 16 


71 > 7)1 

606 

-h23 

adde alla dimostrazione del testo; Basta anche 



ripetere il calcolo fatto per 

le curve a pag. 410. 

649 

9 

delinita da F \ 

[ definita da / 



